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Аннотация Ключевые слова 
Приведены результаты численного исследования 
структуры течения в плоском канале в зоне его 
внезапного расширения в виде уступа. Расчеты вы-
полнены на основе численного решения системы 
нестационарных уравнений с использованием но-
вой двужидкостной модели турбулентности. Полу-
чены профили продольной скорости и турбулент-
ного напряжения в различных сечениях канала до 
и после уступа, а также зависимость коэффициента 
трения для нижней стенки канала от расстояния 
после уступа. Для разностной аппроксимации ис-
ходных уравнений применен метод контрольного 
объема, связь между скоростями и давлением нахо-
дилась с использованием процедуры SIMPLEC. При 
этом вязкостные члены аппроксимированы цен-
тральной разностью, а для конвективных членов 
использована схема второго порядка точности 
QUICK. Для подтверждения корректности числен-
ных результатов выполнено сравнение с экспери-
ментальными данными, взятыми из базы данных 
NASA, для числа Рейнольдса Re = 36 000, а также 
приведены результаты, полученные с использова-
нием моделей SA и SST. Несмотря на использова-
ние грубой сетки для численного расчета, точность 
результатов, полученных на основе новой двужид-
костной модели турбулентности, не хуже результа-
тов, определенных по моделям RANS для предска-
зания отрывных течений в плоском канале в зоне 
его внезапного расширения в виде обратного уступа 
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Введение. Исследование отрывных течений имеет большое значение как 
в практическом, так и в теоретическом плане, поскольку очень часто от-
рыв потока является началом сложного и до конца не изученного про-
цесса — переход от ламинарного режима течения к турбулентному.  
Отрывные течения жидкости можно наблюдать во внезапно расширяю-
щихся каналах. Такое течение встречается в различных технических 
устройствах и сооружениях. Простой пример подобного течения — дви-
жение несжимаемой вязкой жидкости в плоском канале с обратным 
уступом, в котором присутствуют как отрыв потока на кромке уступа  
с его последующим присоединением вниз по течению к нижней стенке 
канала, так и зона рециркуляции жидкости сразу  за уступом. 

Впервые расчет стационарных двумерных ламинарных отрывных те-
чений несжимаемой жидкости в плоском канале выполнил Г. Блазиус  
в 1910 г., он получил аналитическое решение в виде рядов [1]. В силу 
большой значимости для изучения механизмов отрывных течений и для 
тестирования разностных схем решения уравнений Навье — Стокса та-
кие течения изучались теоретически и экспериментально как для лами-
нарных [2–4], так и для турбулентных [5–7] режимов движения несжима-
емой и сжимаемой жидкостей. 

Существует много работ, где рассмотрены течения в каналах с дву-
сторонним внезапным расширением [8–14]. Экспериментальные данные 
для таких течений в плоском канале получены в [8, 15]. В этих работах 
отмечено образование циркуляционной зоны за уступом. Некоторые ис-
следователи для численных расчетов течений с внезапным расширением 
использовали уравнения движения в приближении пограничного слоя 
[14, 16]. Однако в настоящее время доказано, что для расчета отрывных 
течений с вихревыми образованиями необходимо использовать не при-
ближенные уравнения пограничного слоя, а полные уравнения Навье — 
Стокса. Главная сложность таких течений — при больших числах Рей-
нольдса течение переходит в сложный турбулентный режим. Следова-
тельно, для исследования задач с отрывом потока при больших числах 
Рейнольдса необходимо привлекать турбулентную модель с хорошей 
точностью. 

В настоящее время для математического моделирования турбулентных 
течений в основном используют три подхода. В первом подходе турбу-
лентный поток моделируется напрямую с использованием уравнений  
Навье — Стокса. В литературе такой подход называется методом прямого 
численного моделирования (Direct Numerical Simulation, DNS) [17, 18]. 
Этот подход основывается на гипотезе, что уравнения Навье — Стокса яв-
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ляются достаточными для описания турбулентного потока. Однако для 
численной реализации подхода необходимо трехмерную зону течения раз-
бить на ячейки размерами менее колмогоровского масштаба и проводить 
расчет с очень малыми шагами по времени для учета турбулентных флук-
туаций. В связи с этим возможности метода DNS ограничены расчетами 
при относительно невысоких значениях числа Рейнольдса порядка 103. 
Второй подход прямого моделирования — метод крупных вихрей (Large 
Eddy Simulation, LES) [19]. Метод LES по сравнению с методом DNS может 
применяться для расчета течений с существенно большими числами  
Рейнольдса. Однако при использовании метода LES для расчета присте-
ночных течений требуется применение сеток, приближающихся по своим 
характеристикам к сеткам метода DNS [20]. Третий подход для описания 
турбулентного потока — модели RANS, которые направлены на замыка-
ние уравнений Навье — Стокса, осредненных по Рейнольдсу (Reynolds-
Averaged Navier — Stokes Equations). Замыкание систем уравнений в этих 
моделях проводится на основе различных гипотез и предположений, по-
этому они являются полуэмпирическими. В настоящее время существует 
более 100 различных полуэмпирических моделей турбулентности RANS.  
В базе данных NASA [21] по турбулентности приведен сравнительный ана-
лиз различных полуэмпирических моделей. Согласно результатам анализа, 
можно сделать вывод, что наиболее высокий рейтинг имеют модели  
Спаларта — Аллмараса SA [22] и Ментера SST [23]. Эти модели широко  
используются, поскольку они практичны и обладают универсальностью,  
т. е. с достаточно высокой точностью описывают множество задач турбу-
лентности. Однако для определенных задач, например обтекание тел  
с большой кривизной и потоки с сильной циркуляцией, эти модели дают 
результаты, не удовлетворяющие современным требованиям. В указанных 
задачах наблюдаются сильно анизотропные турбулентности, а модели SA  
и SST используют гипотезу Буссинеска, которая подразумевает, что поток 
имеет изотропную турбулентность. Поэтому в таких задачах рекомендует-
ся применение моделей RANS без гипотезы Буссинеска. Типичными пред-
ставителями таких моделей RANS являются различные модели рейнольд-
совых напряжений. Они сложны и содержат множество поправочных  
постоянных, что делает их неприменимыми для некоторых случаев. 

Модель турбулентности, основанная на новом подходе к проблеме 
турбулентности, предложена в [24]. Турбулентный поток представлен как 
гетерогенная смесь двух жидкостей, имеющих различную скорость. По-
этому новая модель получила название двужидкостная модель турбу-
лентности. Идея представления турбулентного потока в виде смеси двух 
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жидкостей принадлежит Д. Сполдингу [25]. В двужидкостной модели 
Сполдинга для поиска турбулентных параметров использованы дополни-
тельные уравнения, основанные на различных гипотезах. В связи с этим 
модель Сполдинга не имеет преимуществ по сравнению с моделями 
RANS, при этом число решаемых уравнений увеличивается в 2 раза.  
Указанное обстоятельство привело к тому, что модель Сполдинга не по-
лучила широкое распространение. Основной параметр турбулентности  
в новой двужидкостной модели — эффективная молярная вязкость — 
определяется по кинетической теории и гипотезе Прандтля. Дополни-
тельные эмпирические уравнения не используются. Новая модель в [24] 
применена для исследования обтекания пластины свободной турбулент-
ной струей и вращающимся потоком. Показано, что двужидкостная мо-
дель турбулентности имеет высокую точность, проста и позволяет адек-
ватно описывать анизотропную турбулентность. 

Цель работы — использовать новую двужидкостную модель турбу-
лентности для решения внутренней задачи гидродинамики о течении 
жидкости в плоском канале с внезапным односторонним расширением, 
где происходит отрыв потока, и сравнить численные результаты с экспе-
риментальными данными, взятыми из базы данных NASA [21]. Кроме 
того, для сравнения представлены результаты моделей SA и SST [21]. 

Система уравнений новой двужидкостной модели имеет вид [24]: 
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Здесь ,i iV  — осредненная и относительная скорости турбулентного по-
тока; p  — осредненное гидростатическое давление;  — молекулярная 
кинематическая вязкость; ji  — эффективная молярная вязкость; siF  — 
поперечная сила Сефмена, обусловленная сдвиговым полем скорости;  

fiF  — сила трения. Силы взаимодействия между двумя жидкостями воз-
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никают в результате относительного движения жидкостей и определяют-
ся выражениями 

 rot , ,s s i fF C V F K  (2) 

где fK  — коэффициент трения,  

 1 max 2 2 ,f
d

K C C
d

 (3) 

1С  — коэффициент трения, обусловленный вихревым движением пото-
ка, 2С  — коэффициент, учитывающий влияние стенки, d  — ближайшее 
расстояние до твердой стенки, max  — наибольший корень характери-
стического уравнения 
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A  — матрица, 
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и rot .V  
Первые два уравнения системы (1) похожи на систему уравнений  

Навье — Стокса, осредненных по Рейнольдсу. Однако в уравнениях  
Рейнольдса турбулентные напряжения неизвестны. Следовательно, урав-
нения Рейнольдса являются незамкнутыми и для замыкания необходимо 
использовать различные гипотезы. Что касается двужидкостного подхо-
да, то он дает замкнутую систему уравнений, поскольку для каждой неиз-
вестной скорости записано уравнение движения. Главное различие двух 
подходов — они основаны на разных гипотезах. Подход Рейнольдса  
базируется на двух гипотезах: 1) скорость турбулентного потока состоит  
из осредненной и флуктуирующей скоростей; 2) турбулентный поток 
описывается уравнением Навье — Стокса. С позиции математики этих 
гипотез недостаточно для описания турбулентности, так как на основе 
первой гипотезы вводятся две неизвестные скорости, а используется 
только одно уравнение. Первую гипотезу Рейнольдса можно полагать 
экспериментально подтвержденной, вторая до сих пор не доказана. 
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Для двужидкостной модели основными условиями являются первая  
гипотеза Рейнольдса и эксперимент, в котором установлено, что в турбу-
лентном потоке жидкость разбивается на отдельные объемы (моли), совер-
шающие относительное движение. С учетом этого в [24] показана воз-
можность представления турбулентного потока в виде гетерогенной смеси 
двух жидкостей. Уравнения движения записываются для первой и второй  
жидкостей с учетом сил взаимодействия, поэтому проводится осреднение 
по времени. В результате получается замкнутая система уравнений. 

В тестовых задачах показано, что хорошие результаты получаются 
при 1 20, 7825, 0,306, 0, 2.sC C C  

Физическая и математическая постановки задачи. Рассматривалось 
двумерное турбулентное течение в плоском канале с внезапным расши-
рением в виде уступа. Физическая картина анализируемого течения  
и конфигурация расчетной области показаны на рис. 1, значения взяты 
из базы данных NASA [21]. 

Рис. 1. Схема расчетной области в плоском канале с обратным уступом 
 
Система уравнений новой двужидкостной модели турбулентности (1) 

в декартовых координатах: 
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Здесь ,U V  — аксиальная и радиальная составляющие вектора осреднен-
ной скорости потока; ,u  — аксиальная и радиальная относительные 
скорости; , ,xx yy xy  — эффективные молярные вязкости, 

 
2 22

2 2

3 2 ; 3 2 ,
def( ) def( )

def( ) 2 2 ,

, , , 0, 2;

xx yy xy

x y
x y s

x y

S u
V V

U V U VV
y x x y

u J J uS J J C
J J x y

 

fK  — коэффициент трения, определяемый по (3). 
Для определения коэффициента трения характеристическое уравне-

ние (4) записывалось в виде 
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Из уравнения (6) находился наибольший вещественный корень 

 
max

max
2

, если 0;
0, если 0,

(1 ) .s s

D D
D

U V U V U VD C C
y x x y y x

 

Для численной реализации системы уравнений (5) использовался ме-
тод контрольного объема. При этом вязкостные члены аппроксимирова-
лись центральной разностью, а для конвективных членов применялась 
схема второго порядка точности QUICK. Связь между давлением и ско-
ростями осуществлялась с использованием процедуры SIMPLEC [26]. 
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Система уравнений (5) приводилась к безразмерному виду соотнесени-
ем всех скоростей к средней скорости на входе, а пространственных раз-
меров к высоте уступа H. Число Рейнольдса Re / 36 000,H inHU   
где inU  — средняя скорость на входе. Для численной реализации систе- 
мы (5) в качестве начального условия задавалось пуазейлево течение  
во всей расчетной области, т. е. решение ламинарного потока. На входе  
при x = 0, соответствующему расположению входа расчетной области, зада-
вался экспериментальный профиль скорости и начальные безразмерные 
возмущения относительных скоростей 0, 05, 0, 025.u  На стенках 
задавались условия прилипания, на выходе x = 40H — условия экстраполя-
ции второго порядка точности [15]. 

Новая двужидкостная модель позволяет получать решения высокой 
точности и на довольно грубых расчетных сетках [24], что является одним 
из преимуществ модели. В связи с этим для численного расчета здесь ис-
пользовалась сетка размером 100 × 200 без сгущения около стенок. Попе-
речный шаг Δy = 0,08, продольный Δx = 0,2. Интегрирование проводилось  
с шагом по времени Δt = 0,001. Для получения стационарного решения си-
стемы уравнений (5) после формирования квазипериодического режима 
выполнялось осреднение результатов по времени. 

Результаты расчетов и их обсуждение. Профили безразмерной про-
дольной скорости по результатам моделирования приведены на рис. 2. 
Для сравнения также показаны экспериментальные данные и профили 
осевой составляющей U скорости в различных сечениях на расстояниях 
от входа в широкий канал. 

Рис. 2 (начало). Профили безразмерной аксиальной скорости, полученные 
экспериментально (1), с использованием новой двужидкостной модели (2), 

моделей SA (3) и SST (4) при x = 6H (а), 11H (б)  
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Рис. 2 (окончание). Профили безразмерной аксиальной скорости, полученные 
экспериментально (1), с использованием новой двужидкостной модели (2), 

моделей SA (3) и SST (4) при 14H (в) и 16H (г) 
 
Профили турбулентного напряжения в измеренных сечениях на рас-

стояниях от входа в широкий канал показаны на рис. 3. Распределение 
коэффициента трения  

 2
Ref

UK
y

 

по длине канала приведено на рис. 4. 

Рис. 3 (начало). Профили турбулентного напряжения, полученные 
экспериментально (1), с использованием новой двужидкостной модели (2), 

моделей SA (3) и ST (4) при x = 6H (а), 11H (б) 
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Рис. 3 (окончание). Профили турбулентного напряжения, полученные 
экспериментально (1), с использованием новой двужидкостной модели (2), 

моделей SA (3) и ST (4) при 14H (в) и 16H (г) 

Рис. 4. Распределение коэффициента трения по длине канала, полученное 
экспериментально (1), с использованием новой двужидкостной модели (2), 

моделей SA (3) и SST (4) 
 
Выводы. Представлены численные решения течения несжимаемой 

вязкой жидкости в коротком плоском канале с обратным уступом по новой 
двужидкостной турбулентной модели. Показаны профили скорости, турбу-
лентного напряжения для различных сечений канала, а также коэффици-
ента трения в зависимости от расстояния. Несмотря на использование до-
вольно грубой сетки для численной реализации гидродинамических урав-
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нений, полученные результаты удовлетворительно согласуются с экспери-
ментальными данными и по точности не уступают результатам, получен-
ным на основе моделей SA и SST. Новая двужидкостная модель оказалась 
более практичной, чем модели RANS, поскольку модели SA и SST  
требуют интегрирования по времени с шагом на порядок меньше, чем 
предлагаемая модель турбулентности. Таким образом, можно сделать вы-
вод, что новая двужидкостная модель турбулентности практична и с до-
статочно хорошей точностью может описывать гидродинамические харак-
теристики отрывных потоков. 
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Abstract Keywords 
The purpose of the research was to numerically study 
the structure of the flow in a flat channel in the zone 
of its sudden step-like expansion. The results of the 
study are given in the paper. The calculations are car-
ried out with the use of a new two-fluid turbulence 
model and are based on the numerical solution of a 
system of nonstationary equations. The profiles of axial 
velocity and turbulent stress in various sections of the 
channel before and after the step were obtained, as well 
as the dependence of the friction coefficient for the 
lower wall of the channel on the distance after the step. 
For the difference approximation of the initial equa-
tions, the control volume approach was applied; the 
relationship between the velocities and pressure was 
found using the SIMPLEC procedure. Meanwhile, the 
viscosity terms were approximated by the central dif-
ference, and for the convective terms the QUICK sec-
ond-order accuracy scheme was used. To confirm the 
correctness of the numerical results, we compared them 
with the experimental data taken from the NASA data-
base for the Reynolds number Re = 36,000. The results 
obtained using the SA and SST models are also given 

Navier — Stokes equations, 
flat channel with a backward-
facing step, separated flow, 
two-fluid model, control vol-
ume approach, turbulent 
stresses 
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in the paper. Despite the coarse grid used for numerical 
calculations, the results based on the new two-fluid 
turbulence model are not less accurate than the results 
determined by the RANS models for predicting sepa-
rated flows in the flat channel in the zone of its sudden 
backward-facing step expansion 
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