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Аннотация Ключевые слова 
Верификация математических моделей крупногаба-
ритных сборных космических конструкций в части 
моделирования динамических процессов может быть 
проведена на основе данных, полученных с бортовых 
систем измерений ускорений. Исследован подход 
к аппроксимации затухающих колебаний, возникаю-
щих при динамических воздействиях в процессе экс-
плуатации. На основе результатов анализа частотного 
спектра динамического процесса формируется началь-
ное приближение отклика конструкции суммой зату-
хающих гармоник, на основе которого методом Левен-
берга — Марквардта в пространстве параметров набо-
ра гармоник ищется наилучшее соответствие между 
реальным динамическим процессом и его аппрокси-
мацией. Предложена модификация рассматриваемого 
подхода, заключающаяся в последовательном прибли-
жении аппроксимируемой временной зависимости 
одиночными гармониками. Показана применимость 
рассматриваемого подхода для выявления частотных 
и диссипативных параметров рассматриваемой кон-
струкции. Приведены результаты апробации рассмат-
риваемого подхода на искусственно сгенерированных 
зашумленных временных зависимостях ускорений 
с известными параметрами, которые были восстанов-
лены с достаточной степенью точности. В качестве 
примера приведены результаты анализа показаний 
датчиков ускорений, которые установлены на МКС, 
показания записаны на фоне затухающих колебаний 
конструкции, вызванных импульсами реактивных 
двигателей управления ориентацией 
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Введение. Математическое моделирование динамики изделий ракетно-
космической техники для обеспечения прочности и исследования усло-
вий нагружения осложняется различиями между расчетными моделями 
и натурными объектами [1]. Такие различия вносятся как непосред-
ственно особенностями метода математического моделирования, напри-
мер аппроксимацией натурного объекта набором конечных элементов, 
так и особенностями сборки крупногабаритных изделий, для которых 
установлены массожесткостные параметры их составных частей [2–4]. 
Существующие в настоящее время методы коррекции параметров мате-
матических моделей применимы только для сравнительно компактных 
конструкций, для которых есть возможность проведения наземных мо-
дальных испытаний [5, 6]. 

Для крупногабаритных собираемых на орбите космических конструк-
ций, например долговременных орбитальных станций «Мир» [7] и МКС, 
по очевидным причинам неприменимы наземные модельные испытания. 
Для таких конструкций верификация математическoй модели динамиче-
ских процессов в части параметров расчетной модели может быть проведе-
на на основе результатов анализа показаний датчиков ускорений при зату-
хающих колебаниях конструкции, вызванных внешними динамическими 
воздействиями. Результатами анализа являются частотные и диссипатив-
ные параметры конструкции. Могут быть также выявлены низшие формы 
колебаний конструкции, точность определения которых существенно зави-
сит от интенсивности колебательного процесса, вызвавшего его воздей-
ствия, и расположения датчиков по конструкции и их числа [8]. 

Рассматриваемая методика аналогична подходу, реализованному  
в [9, 10], с изменениями в части управления сходимостью и параметрами 
решения. 

Представим затухающий динамический отклик механической систе-
мы на внешнее воздействие в виде суммы затухающих колебаний: 

 0 2( ) 0
1 1

( ) ( ) sin 1 ,k k

K K
t tkk kkkk k

a t t A t ta e  (1) 

где kA  — амплитуда гармоники; k  — затухание, выраженное в долях 
критического ; k  — циклическая частота гармоники; k  — начальная 

__________________
Далее под декрементом колебаний будет пониматься величина ,  связан-

ная с логарифмическим декрементом  как 21/ 1 2 / /(2 ).  
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фаза. Пусть ( )t  — зарегистрированный датчиками отклик системы  
в одном из ее узлов. Тогда задача об аппроксимации затухающих колеба-
ний сводится к минимизации невязки методом наименьших квадратов 
[11, 12] на каждом шаге по времени, где i — номер временного отсчета,  
ai, i — значения a(t) и (t) в момент времени ti: 

 
2 22

1 1
.

m m
i ii

i i
F p f p f p a p  (2) 

Вектор параметров p  имеет следующую структуру: 

 т
1 1 1 1, ..., , , ..., , , ..., , , ..., .K K K Kp A A  (3) 

Процесс аппроксимации является итерационным, т. е. на z-м шаге 

 1 ,z zp p  (4) 

где направление поиска  определяется алгоритмом Левенберга — 
Марквардта и находится из системы 

 тт ( ) ( ).( ) ( ) z zz z z p f pp p JJ J I  (5) 

Здесь I  — единичная матрица; z  — неотрицательная константа; ( )pJ  — 
матрица Якоби функции ,f p  
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Якобиан (6) составлен из аппроксимаций производных со вторым 
порядком точности. Множитель (0;1] включен в (4) для исключения 
численной неустойчивости решения вблизи точки точного решения, 
уменьшая шаг изменения параметров. Начальное приближение 0p  нахо-
дится путем анализа спектра Фурье аппроксимируемой временной зави-
симости. В качестве частот 1, ..., K  удобно выбирать пики спектра 
Фурье, превышающие пороговое значение, основанное на статистических 
характеристиках спектра. Пример спектра Фурье сгенерированных зату-
хающих колебаний с добавленным шумом и нанесенным пороговым зна-
чением приведен на рис. 1. Таким образом, число используемых гармо-
ник K в сумме (1) и, соответственно, размерность вектора параметров ,p  
равная 4K, определяется перед началом итерационного процесса и зави-
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сит от спектральных характеристик процесса и заданного порогового 
значения. В начале процесса аппроксимации z  принимается равной 
единице, при возрастании невязки, свидетельствующем о расхождении 
процесса, z  увеличивается на единицу, а итерационный процесс на-
чинается с 0.p  

Рис. 1. Частотный спектр искусственно сгенерированной временной 
зависимости, иллюстрирующей затухающие колебания, с нанесенным 

пороговым значением 
 
Как правило, при рассмотрении конструкций, для которых имеется 

опыт их эксплуатации, начальное приближение декрементов колебаний 
выбирается в соответствии с экспертной оценкой. Если данных о диссипа-
тивных параметрах конструкции нет, то целесообразно искать начальное 
приближение декрементов колебаний исходя из параметров огибающей 
затухающего процесса [13]. Результатом решения рассматриваемой задачи 
является вектор параметров, соответствующий наилучшему приближению, 
т. е. при котором был остановлен итерационный процесс (1)–(6). Из него 
извлекаются частоты и соответствующие им декременты колебаний. 

Описанный метод получил развитие в следующей постановке: пусть 
имеется затухающий отклик механической системы ( ).t  Будем искать 
его приближение последовательно в виде, аналогичном (1): 

 2( )0 0
1 1

( ) ( ) sin 1 .k k

K K
t tkK k kk k

k k
a t t A t ta e  (7) 

При этом число гармоник в сумме (7), аппроксимирующей исходную 
временную зависимость, на K-м шаге будет равно K (в отличие от метода, 
рассмотренного ранее, где число гармоник в аппроксимирующей сумме 
определяется из числа пиков частотного спектра исходной временной 
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зависимости, превышающих пороговое значение, и остается постоянным 
на протяжении всего итеративного процесса). В (7) ( )Ka t  — приближе-
ние на K-м шаге, при этом ищется аппроксимация остатка KR  одной за-
тухающей гармоникой 1( ) :Ka t  

 ( ) ( ) ( ).K KR t t a t   

Первоначальное приближение параметров гармоники 1( ),Ka t  
1 1 1 1 1, , ,K K K K Kp A  находится в соответствии с положением 

максимального пика спектра Фурье аппроксимируемого остатка ( ).KR t  
Вложенным итеративным процессом и описанным выше методом мини-
мизируется невязка  

 
2 221 1 1 1 1

1 1
.

m m
K K K K K K Kii

i i
F p f p f p a p R   

В этом случае аналог якобиана (6) принимает вид 
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При получении наилучшего приближения остатка одной затухающей 
гармоникой эта гармоника добавляется в сумму (7) и на следующем шаге 
ищется приближение новой гармоникой остатка 1.KR  

При выполнении критерия сходимости, где E  — наперед заданная 
величина относительной ошибки, не происходит перехода на K + 1 шаг  
и итерационный процесс останавливается: 

 1

1
.K K

K

R R E
R

  

Таким образом, в отличие от метода варьирования начального приближе-
ния, число K гармоник в сумме определяется не параметрами начального 
приближения, а числом слагаемых в сумме (7), необходимых для доста-
точного приближения исходной временной зависимости. 

В процессе верификационных расчетов выявлено следующее: по срав-
нению с методом варьирования начального приближения последователь-
ное приближение  одиночными гармониками является более эффектив-
ным с позиции вычислительных ресурсов, существенно реже подвержено 
резкому росту невязки вблизи точки решения, а также менее требователь-
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но к выбору начального приближения — как правило, позволяет избежать  
ситуации, в которой метод варьирования начального приближения схо-
дится к решению, соответствующему локальному минимуму невязки,  
при этом не являющемуся наилучшим приближением исходной времен-
ной зависимости. 

Для проверки реализованных методов сгенерирована сумма затухаю-
щих гармоник вида (1) с известными параметрами амплитуд, частот и де-
крементов колебаний. Для имитации сигналов, поступающих с реальных 
измерительных систем, добавлен случайный шум. 

Модельная зашумленная временная зависимость аппроксимирована 
(рис. 2) с использованием рассматриваемых методов, восстановлены па-
раметры, определяющие исходную имитацию затухающих колебаний 
(табл. 1). 

Рис. 2. Сгенерированная зашумленная имитация затухающих колебаний 
(кривая голубого цвета) и ее аппроксимации методом варьирования начального 

приближения (кривая красного цвета) и методом последовательного 
приближения одиночными гармониками (кривая зеленого цвета) 

Показано, что оба метода обеспечивают хорошее соответствие между 
исходной временной зависимостью и полученной аппроксимацией. Вос-
становленные амплитуды, декременты и частоты близки к изначально 
заданным, что может свидетельствовать об успешной верификации рас-
сматриваемых методов. 

Для реализованных методов проведена апробация на реальных дан-
ных — записях с датчиков ускорений, установленных на борту МКС, по-
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лученных при выполнении динамических операций, сопровождающихся 
внешними механическими воздействиями. 

Таблица 1 

Значения параметров, определяющих используемую имитацию  
затухающих колебаний и установленных в процессе ее аппроксимации 

Параметр

использованный  
для генерации 

установленный методом 
варьирования начального 

приближения 

определенный методом 
последовательного  

приближения одиночными 
гармониками 

Ai i  νi, Гц Ai i  νi, Гц Ai i  νi, Гц 
10 0,03 0,3 9,977 0,030 0,300 9,266 0,028 0,301 
5 0,02 0,5 4,912 0,019 0,500 5,403 0,022 0,498 
7 0,04 0,8 7,087 0,040 0,800 6,191 0,035 0,800 
8 0,01 1,3 8,066 0,010 1,300 7,373 0,009 1,299 
 
Для иллюстрации применимости предлагаемых подходов выбран 

участок, соответствующий затухающим колебаниям конструкции стан-
ции после серии импульсов, осуществленных реактивными двигателями 
системы управления движением и навигацией (СУДН). Одна из рассмот-
ренных временных зависимостей ускорений, зафиксированная в одной 
из точек конструкции станции по оси YМКС, и в тех же осях ее аппрокси-
мации приведены на рис. 3. В целом несмотря на несущественный недо-
бор амплитуд ускорений, в нижнем частотном диапазоне приближение 
выполняется с хорошей степенью точности. 

Практический опыт изучения динамики крупногабаритных изделий 
ракетно-космической техники показывает, что наибольший вклад в их 
динамическое нагружение вносится низшими корпусными тонами кон-
струкций [14, 15]. Таким образом, можно полагать, что реализованные 
методы применимы для выявления динамических и диссипативных па-
раметров конструкции. В свою очередь, это позволяет верифицировать 
расчетные динамические модели натурных объектов. 

Выявленные значения амплитуд, декрементов и частот рассматрива-
емого динамического процесса приведены в табл. 2. Показано, что полу-
ченные различными методами значения согласуются между собой. Кроме 
того, выявленные декременты соответствуют представленным в работах 
[9, 10] и находятся в пределах экспертных оценок для такого типа кон-
струкций. 
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Рис. 3. Запись показаний акселерометра (кривая голубого цвета),  
размещенного на борту МКС, по оси YМКС на фоне затухающих колебаний 

конструкции станции, вызванных серией импульсов реактивных двигателей 
ориентации, ее аппроксимация методом варьирования начального 

приближения (кривая красного цвета) и методом последовательного 
приближения одиночными гармониками (кривая зеленого цвета) 

Таблица 2 

Значения параметров затухающих колебаний, выявленные  
при анализе показаний акселерометра на борту МКС по оси YМКС после серии 
управляющих импульсов, осуществленных реактивными двигателями МКС 

Ai  10–3, м/c2 i  νi, Гц 
0,786/0,798 0,034/0,035 0,091/0,091 
0,239/0,266 0,012/0,013 0,181/0,181 
0,498/0,346 0,022/0,015 0,240/0,239 
0,728/1,010 0,021/0,027 0,273/0,271 

Примечание. В числителе приведены значения параметров, полученные методом 
варьирования начального приближения, в знаменателе — методом последовательно-
го приближения одиночными гармониками. 

Заключение. Изучен подход к аппроксимации затухающих колебаний 
крупногабаритных космических конструкций путем варьирования началь-
ного приближения, основанного на частотных параметрах записей борто-
вых измерительных систем. Предложена его модификация, основанная  
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на последовательной аппроксимации временной зависимости одиночными 
гармониками. Показано, что при верификации на искусственно сгенериро-
ванных временных зависимостях эти подходы дают идентичные и кор-
ректные результаты. Проведена апробация рассматриваемых подходов на 
показаниях бортовых акселерометров МКС на фоне затухающих колебаний 
конструкции. Выявленные частотные и диссипативные параметры дина-
мических процессов согласуются с найденными в аналогичных работах,  
а также с их экспертными оценками. Сделаны выводы о применимости 
рассматриваемых подходов для выявления частотных и диссипативных 
параметров в низшем частотном диапазоне космических конструкций.  
Целесообразным направлением дальнейших исследований является созда-
ние подхода по выявлению отдельных низших тонов колебаний натурных 
объектов и сравнение их с соответствующими тонами колебаний расчет-
ных моделей для обеспечения верификации математической модели дина-
мики ракетно-космической техники. 
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Abstract Keywords 
It is possible to use data recorded by onboard accelera-
tion sensors to verify mathematical models of large mod-
ular space structures in terms of simulating dynamic 
processes. The paper investigates an approach to approx-
imating damped oscillations caused by dynamic impacts 
during operation. Initially, we approximate the response 
of the structure by summing damped harmonics derived 
from analysing the frequency spectrum of the dynamic 
process; then we use the Levenberg — Marquardt algo-
rithm in the parameter space of the harmonic set to find 
the best match between the real dynamic process and its 
approximation. We propose a modification of the ap-
proach considered which involves employing single 
harmonics to perform successive approximations of the 
function of time to be fitted. We show that it is possible 
to apply the approach proposed to identifying the fre-
quency and dissipative parameters of the structure under 
consideration. The paper presents the results of testing 
the approach proposed via artificially generated noisy 
acceleration functions of time with known parameters, 
which were reconstructed with a sufficient degree of ac-
curacy. A real-world example provided comprises the 
results of analysing the ISS accelerometer readings rec-
orded against the background of damped vibrations in its 
structure that were caused by burns of its attitude control 
engines 

Vibration approximation, 
dissipation, dynamic param-
eters, accelerations, perma-
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