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Аннотация Ключевые слова 
Представлены алгоритмы решения осесимметричных 
задач контактного взаимодействия нескольких термо-
упругих тел на несогласованных сетках. Численное 
решение задач теплопроводности и теории упругости 
выполнено с использованием метода конечных эле-
ментов. Для учета контактного взаимодействия при-
менены mortar-метод и метод декомпозиции области. 
При использовании mortar-метода возникает необхо-
димость решения плохо обусловленной системы ли-
нейных алгебраических уравнений с нулевым блоком 
на главной диагонали. Для ее численного решения 
использован модифицированный метод последова-
тельной верхней релаксации (MSSOR), позволяющий 
свести решение системы уравнений для всех контак-
тирующих тел к последовательному решению систем 
уравнений для каждого тела по отдельности. На при-
мере задачи, моделирующей термомеханические про-
цессы в твэле, продемонстрированы результаты ра-
боты алгоритмов, проанализированы особенности 
напряженно-деформированного состояния конструк-
ции, выполнено сравнение результатов, полученных 
при использовании mortar-метода и метода декомпо-
зиции области. В рассмотренной задаче расчетная 
область состояла из 10 топливных таблеток и участка 
оболочки. Результаты анализа показали, что количе-
ственные характеристики напряженно-деформиро-
ванного состояния системы тел, полученные двумя 
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методами, достаточно близки друг к другу. Это под-
тверждает корректность применения указанных алго-
ритмов для решения подобных задач 
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Введение. Исследование механики контактного взаимодействия являет-
ся важной проблемой при анализе характера деформирования и прочно-
сти инженерных конструкций. Для практически важных контактных  
задач невозможно получить аналитическое решение, поэтому для опре-
деления поля перемещений и напряжений используют различные чис-
ленные методы, например метод штрафных функций [1], варианты мето-
да множителей Лагранжа [2, 3], а также варианты метода декомпозиции 
области (МДО) [4, 5]. Каждый метод имеет преимущества и недостатки. 
Так, для метода штрафных функций выбор неудачного значения пара-
метра штрафа может привести либо к значительному захлесту тел, либо  
к формированию плохо обусловленной матрицы. Использование метода 
множителей Лагранжа приводит к решению системы уравнений с нуле-
вым блоком на диагонали. Применение МДО всегда требует проведения 
внешнего итерационного цикла, и следовательно, дополнительных вы-
числительных затрат. Решение задачи для системы тел, включающей  
в себя несколько пар контактных поверхностей, которые могут сдвигать-
ся относительно друг друга, представляет особую сложность. В этом слу-
чае практически всегда отсутствует возможность использования согласо-
ванных сеток. Изменение конфигурации одной пары контактных по-
верхностей влияет на всю систему, поэтому решение можно получить 
только с помощью итерационной процедуры, которая должна быть эф-
фективной и сходиться за разумное число итераций. 

Цель работы — изучить задачу, моделирующую процессы в твэлах  
в осесимметричной термоупругой постановке с учетом контактного взаи-
модействия топливных таблеток и оболочки. Для численного решения ис-
пользован mortar-метод, являющийся одним из вариантов метода множи-
телей Лагранжа [6, 7], а также алгоритм, представляющий собой комбина-
цию аддитивного метода Шварца (вариант МДО с перекрытием вводимых 
подобластей) [8] и метода Неймана — Дирихле (вариант МДО без пере-
крытия) [8, 9]. Проведено сравнение результатов численного моделирова-
ния, полученных с использованием указанных методов. 
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Математическая постановка задачи. Пусть в трехмерном простран-
стве 3  расположена группа осесимметричных термоупругих контакти-

рующих тел, занимающих область 
1

N
G G (  — индекс, обозначаю-

щий номер тела), ограниченную кусочно-гладкой границей 
1

.
N

G G  

Рассмотрим задачу: внутри ци-
линдрической оболочки NG  распо-
ложен столб из нескольких постав-
ленных друг на друга одинаковых 
цилиндрических таблеток 1 ,,G  

1,NG  имеющих внутреннее отвер-
стие и фаски на обоих торцах. Рас-
четная область для случая одной 
таблетки ( 2)N  показана на рис. 1. 
Задача моделирует происходящие  
в твэлах термомеханические про-
цессы. Введем следующие обозначе-
ния для поверхностей тел: 1S  — 
нижний торец тела с номером ;  

1
1 1 1

NS S S  — объединение нижне-
го торца нижней таблетки и нижне-
го торца оболочки; 2S  — внутрен-
няя поверхность тела с номером ;  

2
1

1
2

N
S S  — объединение внут-

ренних поверхностей таблеток; 3S  — верхний торец тела с номе- 

ром ;  4S  — внешняя поверхность тела с номером ;  4
1

1
4

N
S S  — 

объединение внешних поверхностей таблеток (без фасок). 
Предположим, что зависимостью температуры от деформации тела 

можно пренебречь, поэтому задачу теплопроводности будем решать от-
дельно, а полученное температурное поле использовать при решении 
контактной задачи теории термоупругости. 

Рассмотрим начально-краевую задачу для нелинейного уравнения 
теплопроводности в области \p NG G G  (топливные таблетки): 

 

Рис. 1. Схема расчетной области  
для случая одной таблетки  

(N = 2) 
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где ( )c T  — удельная массовая теплоемкость среды;  — плотность среды;  
t — время; ijk  — компоненты тензора теплопроводности; , / ;j jTT x  

,( )q tx  — мощность внутренних источников теплоты; 0( )T x  — начальная 
температура; ,( )T tx  — температура в момент времени ;t  in  — компоненты 
единичного вектора внешней нормали к границе ;pG   — коэффициент 
теплоотдачи на поверхности 4 ;S  ( )fT x  — температура в сходственной точ-
ке, лежащей на внутренней поверхности оболочки. 

В проведенных расчетах принято, что 0T  = 300 K, температура всей 

оболочки является постоянной ( fT  = 623 K), 0, si( ) ( ) 1 ,nq q t zt
L

x  

где L  — высота топливного столба, а величина 0( )q t  меняется во време-
ни следующим образом: за 1 ч линейно возрастает от 0 до номинального 
значения nomq  и далее остается постоянной. 

Математическая формулировка контактной задачи теории упругости 
для случая, когда объемные силы отсутствуют, включает в себя соотно-
шения [10] для каждого тела ,  участвующего в контакте ( , 1, ..., 3):i j  

– уравнения равновесия 

 , ( ) 0, ;( ) ji jL Gu u x  (2) 

– кинематические граничные условия 

 1( ) 0 ;,zu Sx x  (3) 

– силовые граничные условия 

 1( ) ( ), \ ;ji j i Gg Sn xu x  (4) 

– соотношения Коши 

 , ,( ) ( )1 ( ),) ;
2

(ij i j j i Guux x x x  (5) 

– определяющие уравнения (закон Гука) 

 0( ) ( ( ) ( )), .ij ijkl kl klC Gx x x x  (6) 
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Здесь ix  — координаты вектора ;Gx  ij  — компоненты тензора 

напряжений; kl  — компоненты тензора деформации; 0
kl  — компоненты 

тензора начальной деформации (для термоупругого тела таковыми яв-
ляются температурные деформации); iu  — компоненты вектора переме-
щения; ijklC  — компоненты тензора упругих постоянных; ig  — компо-
ненты вектора поверхностных сил; jn  — компоненты вектора внешней 
нормали к соответствующей поверхности .jS  В проведенных расчетах 
полагалось, что нижние торцы оболочки и нижней таблетки закреплены 
по вертикали, ( )ig x  отличается от нуля только на верхнем торце верхней 
таблетки 1

3
NS  (постоянное давление 50 МПа) и на внешней поверхности 

оболочки 4
NS  (постоянное давление 10 МПа). В модели учитывалось, что 

каждая таблетка (кроме 1G  и 1NG ) вступает в контакт с двумя соседними 
(сверху и снизу) таблетками и оболочкой (полагается, что начального за-
зора между ними нет). 

Рассмотрим пару потенциально контактных поверхностей, относя-
щихся к телам с номерами 1  и 2.  Для упрощения записи будем ис-
пользовать индекс «1» вместо « 1 » и «2» вместо « 2 ». Тогда дополни-
тельные условия на поверхности 1

kS  для случая контакта без трения вы-
глядят следующим образом (для поверхности 2

kS  условия записываются 
аналогично) [6, 9]: 

 1
1 11 ( ) 0, ;kSx x  (7) 

 1 2
1 2 1 21 2( ) ( ) 0, , ;n n k kS Sx x x x  (8) 

 1 2
1 2 0 1 1 21 2u ( ) u ( ) ( ), , ;nn n k kS Sx x x x x  (9) 

 1 2
1 1 2 0 1 1 21 1 2( ) u ( ) u ( ) ( ) 0, , .nn n n k kS Sx x x x x x  (10) 

Здесь 1x  — некоторая точка, лежащая на поверхности 1;kS  2x  — сход-
ственная точка, находящаяся напротив нее на поверхности 2;kS  

0 1 0n(x )  — функция, задающая начальный зазор (участки поверхности 
в начальный момент могли не соприкасаться друг с другом); 
u ;n u n  ( ( ) ) ;u n ( ( ) ) .n u n n  

В качестве 1 2( , )k kS S  выступают следующие контактные пары:  
таблетка/таблетка 1

3 1, 2,1, ,, NS S  и таблетка/оболочка 

4 2 1, 1, ,,NS S N  (всего 2 3N  контактные пары). 
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Условия (7)–(10) гарантируют, что на некотором участке 12
kS  поверх-

ности 1
kS  и 2

kS  будут совпадать (заранее конфигурация и положение это-
го участка неизвестны), при этом на контактирующие тела будут дей-
ствовать сжимающие контактные силы. Условия (7)–(10) учитывают си-
туации, когда в начальной конфигурации какие-то участки не соприкаса-
лись друг с другом, но в результате они вступают в контакт, или наобо-
рот: в начальной конфигурации участки соприкасались друг с другом, но 
в итоге они расходятся. 

В рассматриваемой задаче участок поверхности оболочки 2 ,NS  кото-
рый будет контактировать с поверхностью i-й таблетки 4 ,iS  заранее неиз-
вестен. Это связано с тем, что вследствие нагрева топливный столб зна-
чительно смещается относительно начального положения. В контактных 
парах таблетка/таблетка ввиду нагрева большая часть поверхностных 
элементов выходит из контакта (кроме нескольких элементов, располо-
женных ближе к внутреннему отверстию таблетки). 

Для дискретизации уравнений теплопроводности (1) и задачи меха-
ники (2)–(6) использован метод конечных элементов, а для учета кон-
тактного взаимодействия тел — mortar-метод и МДО. 

Применение mortar-метода для решения контактных задач. Реше-
ние задачи (2)–(10) эквивалентно [11] минимизации функционала 

 т т 2 1( ( ) (1 ))
2

k
n n n

SG S
dG dS u u dSσ ε u g x x  (11) 

при выполнении кинематических граничных условий (3), где n  — мно-
жители Лагранжа, являющиеся проекциями векторов напряжений  
на направления внешних нормалей, .r r zn zu u n u n  

Mortar-метод решения контактных задач теории упругости основан 
на независимой конечно-элементной дискретизации непересекающихся 
подобластей. Сетки на этих подобластях являются несогласованными на 
линии контакта, а непрерывность решения достигается за счет использо-
вания множителей Лагранжа [12]. 

Для упрощения записи ограничимся случаем двух тел с одной парой 
контактных поверхностей. Пусть тело mG  является активным (master),  
а тело sG  — пассивным (slave). Линию контакта со стороны тела mG  обо-
значим через ,m  а со стороны тела sG  — через .s  Рассмотрим одно-
мерные конечные элементы второго порядка на линиях контакта m   
и .s  Из узлов этих элементов на линии контакта m  проведем нормали 
на линию контакта .s  По образованным при пересечении нормалей  
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и s  конечным элементам будем вести дальнейшее интегрирование, по-
лагая их также одномерными квадратичными элементами с аналогичны-
ми функциями формы. Являясь во многом условным и неочевидным,  
деление тел на активное/пассивное (master/slave) в конечном счете опре-
деляет дискретизацию множителей Лагранжа [13]. 

Рассмотрим интеграл 

 т т т

1 1
,( )

sm

mi si

k k
m s m

i i
sd d du u u u  (12) 

где ;m s   — вектор, состоящий из множителей Лагранжа,  
соответствующих проекциям векторов напряжений на направления 
внешних нормалей на линии контакта ;s  ,mu  su  — векторы, состоящие 
из нормальных компонент векторов перемещений узлов конечного эле-
мента на линиях контакта m  и ;s  ,mk  sk  — общее число конечных 
элементов, на которые разбиты линии контакта m  и .s  Внутри конеч-
ного элемента с номером ( )e  значения ,n  su  и mu  выражаются следую-
щим образом: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,e e e e e e
n s s s m m mN u N u u N u  

где ( ) ,eN  ( ) ,e
sN  ( )e

mN  — матрицы функций формы одномерного 
квадратичного элемента с номером ( ).e  

Минимизация функционала (11) совместно с интегралом (12) приво-
дит к формированию системы линейных алгебраических уравнений [14]: 

 1
т 2

.
A M

M
u R

R0
 (13) 

Здесь 

 11,diag , ,NNA A A  

( )т ( )т ( ) )

1

) ( ( ;
i

i

e e e e e
ii G i G

k

e G
A a B D B dG a  

 т
1, , ,NM M M  

 10 0 0 0 0 0 0 0 ;i i ij ipM M M M  

 1 ,, ,NR R R  ( )т ( )т ( )

1

i

i

e e e
i S i

k

e G
R a N g dV , 
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 т
1 ,, ;Nu u u  т

1 2 1 ,q q  

где N  — число тел; q  — число контактных пар; ( ) ,e
Ga  ( )e

Sa  — матри-

цы геометрических связей конечного элемента с номером ( );e  ( )e
iD  — 

локальные матрицы упругости конечного элемента; ig  — локальные 
векторы поверхностных сил; ik  — число конечных элементов, на кото-
рые разбито тело ,iG  в матрицах iM  в столбцах, соответствующих номе-
рам тел, контактирующих с телом с номером i, располагаются матрицы 

 ( )т ( )т ( )

1

( ) .
i

si

k e e e e
ij S S

e
M a N N d a  

Матрицы iiA  имеют размерность ,i in n  ,1, ,i N  in  — число не-
известных перемещений в i-м теле, 1 Nnn n  — общее число неиз-
вестных перемещений, матрицы iM  имеют размерность ,in m  

1 qmm m  — общее число неизвестных множителей Лагранжа, мат-
рицы ijM  имеют размерность ,i jn m  jm  — число неизвестных множи-
телей Лагранжа для j-й контактной пары, в которую входит i-е тело. 

Для численного решения системы (13) использован модифицирован-
ный метод последовательной верхней релаксации (MSSOR), позволяю-
щий свести решение общей плохо обусловленной системы уравнений для 
всех контактирующих тел к последовательному решению систем уравне-
ний отдельно для каждого тела [15]. 

Применение метода декомпозиции областей для решения контакт-
ных задач. Задача (2)–(10) может быть решена с использованием МДО 

[8, 16]. Представим область G  в виде объединения 
1

M
G  конечного 

числа подобластей 1, , M  с границами 1, , M  ( i i i ), 
iN  — участок границы i-й подобласти, на котором задано условие 

Неймана (силовое), iD  — участок границы i-й подобласти, на котором 
задано условие Дирихле (кинематическое). Подобласти 1 ,, M  могут 
пересекаться. В МДО можно выделить два класса методов: 1) методы,  
в которых каждая введенная подобласть имеет ненулевое пересечение 
хотя бы с одной другой подобластью (методы Шварца или методы с пе-
рекрытием); 2) методы, в которых введенные подобласти не пересекают-
ся друг с другом. Здесь использован аддитивный метод Шварца. 
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Суть метода состоит в построении последовательности функций 
.nu  На каждой итерации сначала решаются локальные задачи 

( 1, , )Mi  [2]: 

 1 0, ;m iiLu x  

 1 , ;m iNi x xu n p  (14) 

 1( ) ( ), \( ).m m i iNi Gu x u x x  

Итоговое решение в конце каждой итерации определяется по формуле 

 1 1

1
,

M
m m m

i
i

mu u u u  

где  — некоторый итерационный параметр, от значения которого во 
многом зависит сходимость итерационного процесса. 

После дискретизации задачи методом конечных элементов решение 
каждой локальной задачи (14) сводится к решению системы линейных 
уравнений вида (размерность векторов совпадает с числом узлов сетки  
в данной подобласти, умноженным на размерность задачи): [ ]{ } { }.i i iK U R  

В рассматриваемой задаче расчетная область разбита на подобласти 
без перекрытия 1, , ., MV V M N  Подобласть 1V  является объединени-
ем нижней половины нижней таблетки и соответствующего ей участка 
оболочки, подобласть MV  — объединением верхней половины верхней  
таблетки и соответствующего ей участка оболочки, для других случаев  
подобласть iV  — объединение верхней половины i-й таблетки, нижней  
половины ( 1)-йi  таблетки и соответствующего им участка оболочки. 
Подобласть i  получается объединением подобласти iV  и дополнитель-
ных участков соседних подобластей 1iV  и 1iV  с размерами, задаваемыми 
выбранным коэффициентом относительного перекрытия (обычно 0,4). 

Следовательно, при решении каждой локальной задачи необходимо 
учитывать контактное взаимодействие участков соприкасающихся тел. 
Для этого использован метод Неймана — Дирихле, который является од-
ним из вариантов МДО без перекрытия. Рассмотрим алгоритм этого ме-
тода для случая двух тел. 

На каждой итерации сначала решается задача Неймана для первого 
тела [19]: 

 1 11 0, ;mL Gu x  

 1
1 11 ( ) 0, ;m Dx xu n G  
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 1 1 11 , ;m NGu n p x x  

 1 1
1 ( ) ( ), ;m mcn kp Sxx x  

 1 1
1 ( ) 0, .m

kSxx  

Затем решается задача Дирихле для второго тела, которая в общем случае 
является нелинейной: 

 1 22 0, ;mL Gu x  

 1
2 ,22 ( ) 0, ;m Dx xu n G  

 1 2 ,22 ( ), ;m NGx xu n p  

 1 1 2 1
02 1u ( ) ( ) , , ;m m nn n k ku S Sx x (x) x x  (15) 

 1 2
2 ( ) 0, ;m

kSxx  

 1 2
2 ( ) 0, ;m

n kSxx  

 1 1 1 2 1
02 1u ( ) ( ) ( ) 0, , .m m mn nn n k ku S Sx x x x x  

В конце итерации происходит вычисление нового приближения для 
значения нормальных напряжений на границе 1

kS  (на тех участках, кото-
рые после решения (15) находятся в контакте, на всех других участках 

1( ) 0):mcp x  

 1 1
2( ( )) )(1 ( ).m m mc cnp px x x  

В рассматриваемой задаче для подобластей 1,  M  решаются задачи 
контакта двух термоупругих тел (пара контактных поверхностей таблет-
ка/оболочка), для остальных подобластей — задачи контакта трех термо-
упругих тел (пара контактных поверхностей таблетка/таблетка и две па-
ры контактных поверхностей таблетка/оболочка). Все локальные задачи 
решаются независимо друг от друга. Использован следующий вариант 
метода Неймана — Дирихле (  = 0,5): сначала решалась задача для ниж-
ней таблетки (на контактных поверхностях таблетка/таблетка и таблет-
ка/оболочка заданы условия Неймана), затем задача для верхней таблет-
ки (на контактной поверхности таблетка/таблетка задано условие Дирих-
ле, на контактной поверхности таблетка/оболочка — условие Неймана)  
и далее задача для участка оболочки (на контактной поверхности таблет-
ка/оболочка задано условие Дирихле). В качестве начального приближе-



П.С. Аронов, М.П. Галанин, А.С. Родин 

14  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2021. № 3 

ния на первой внешней итерации ставилось нулевое контактное давле-
ние, число внутренних итераций не превышало 5. 

Для оптимизации числа итераций применен двухуровневый адди-
тивный метод Шварца, для которого вектор перемещений в узлах сетки в 
конце каждой итерации рассчитывается по формуле 

 1 1
0

1
,

Mm m m m
i

i
U U UU U  

где 0U  — решение задачи, полученное на грубой сетке и пересчитан-
ное на узлы основной сетки путем интерполяции. 

Грубая сетка строилась в двух телах: первое тело соответствовало 
объединению всех таблеток без учета их фасок, второе — совпадало с 
оболочкой. В радиальном направлении в каждом теле помещалась одна 
ячейка, в осевом направлении размер ячеек брался равным половине вы-
соты таблетки. Для грубой сетки для каждого тела решалась линейная 
задача упругости, значения модуля Юнга эффективного материала в каж-
дой ячейке определялись усреднением значений модуля Юнга в элемен-
тах основной сетки, которые попадали в рассматриваемую ячейку грубой 
сетки. 

Обсуждение полученных результатов. Для сравнения двух пред-
ставленных методов проведены два расчета для 10 таблеток ( 11).N   
В первом использована расчетная сетка из четырехугольных конечных 
элементов второго порядка, на которой решены тепловая задача и кон-
тактная задача с помощью mortar-метода. Во втором расчете использова-
на сетка из четырехугольных элементов первого порядка, на которой ре-
шены тепловая задача и контактная задача с применением МДО. 

Зависимость температуры ( )T z  на внутренней и внешней поверхно-
стях таблеток представлена на рис. 2. На рисунке приведены несколько 
графиков, соответствующих двум расчетам. Поскольку результаты до-
статочно близки, они часто визуально неотличимы друг от друга.  
На внутренней поверхности максимальная температура достигает 1595 K,  
на внешней — 752 K. 

Зависимость радиального перемещения на внешней поверхности 
таблеток 4( )S  приведена на рис. 3, зависимость осевого перемещения на 
внешней поверхности 4( )S  таблеток и внутренней поверхности 2( )NS обо-
лочки — на рис. 4. Максимальные осевые перемещения топливного стол-
ба на порядок больше аналогичных перемещений в оболочке. 
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Рис. 2. Зависимости температуры ( )T z  в узлах сетки на внутренней 2( )S   
и внешней 4( )S  поверхностях таблеток: 

               ,                 —  2 ,S  расчет 1 и расчет 2;                ,                — 4 ,S  расчет 1 и 2 

Рис. 3. Зависимость радиального перемещения ( )ru z  в узлах сетки  
на внешней поверхности 4S  таблеток: 

 — mortar-метод;                —   МДО  

Зависимости радиального напряжения (для mortar-метода) и кон-
тактного давления (для МДО) на внешней поверхности таблеток 4( )S  
приведены на рис. 5. Зависимость радиальных напряжений, полученных 
mortar-методом, на внешней поверхности 4( )S  таблеток и внутренней 
поверхности 2( )NS  оболочки для участка, соответствующего второй, тре-
тьей и четвертой таблеткам, показана на рис. 6, а. Аналогичные графики, 
полученные с использованием МДО, представлены на рис. 6, б.  
На контактных поверхностях тел силовое условие (равенство нормаль-
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Рис. 4. Зависимость осевого перемещения ( )zu z  в узлах сетки на внешней 
поверхности 4( )S  таблеток и внутренней поверхности 2( )NS  оболочки: 

                  ,               — mortar-метод и МДО, таблетка;  
                   ,               — mortar-метод и МДО, оболочка 

Рис. 5. Зависимости радиального напряжения ( )r z  и контактного давления 
( )cp z  в узлах сетки на внешней поверхности таблеток 4( ):S  

 — mortar-метод;                 — МДО 
 

ных напряжений) выполнено достаточно аккуратно, несмотря на несо-
гласованные сетки. Кинематические условия (равенство нормальных пе-
ремещений) также соблюдаются с высокой точностью для обоих методов. 
Наибольшие отличия наблюдаются вблизи фасок, где расположены кон-
центраторы напряжений, поэтому получаемые результаты очень чув-
ствительны к сетке. 
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Рис. 6. Зависимость радиального напряжения ( )r z  в узлах сетки  
(mortar-метод) на внешней поверхности таблеток 4( )S  и на внутренней 

поверхности оболочки 2( )NS  (а) и зависимость контактного давления ( )cp z  
в узлах сетки (МДО) на внешней поверхности 4( )S таблеток и внутренней 

поверхности 2( )NS  оболочки (б): 
       — таблетка;                 — оболочка 

Заключение. Изложены математическая и вычислительная модели 
для задачи контактного взаимодействия тел в твэлах в осесимметричной 
термоупругой постановке. Расчетная область соответствовала 10 топлив-
ным таблеткам и участку оболочки. Изученная постановка включала  
в себя девять пар контактных поверхностей таблетка/таблетка и 10 пар 
контактных поверхностей таблетка/оболочка. Для численного решения 
тепловой и механической задач использован метод конечных элементов. 



П.С. Аронов, М.П. Галанин, А.С. Родин 

18  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2021. № 3 

Для учета условий скольжения без трения на контактных поверхностях 
применены mortar-метод и МДО. 

Выполнены два расчета с использованием указанных методов, прове-
ден сравнительный анализ полученных результатов. Под действием тем-
пературного поля происходит выход из контакта большей части поверх-
ностей торцов таблеток, а также существенное смещение топливного 
столба относительно начального положения и оболочки. Сравнение за-
висимостей радиальных и осевых перемещений, а также контактных дав-
лений показало, что оба метода дали достаточно близкие количественные 
характеристики напряженно-деформированного состояния системы тел. 
Некоторые отличия наблюдались в основном вблизи концентраторов 
напряжений, для которых значения величин очень чувствительны к ис-
пользуемой сетке. Сходство полученных результатов служит показателем 
корректности решенной мультиконтактной задачи. 
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Abstract Keywords 
The paper presents algorithms for solving axisymmetric 
contact interaction problems for several thermoelastic 
bodies using unmatched meshes. We employed the finite 
element method to obtain numerical solutions to problems 
of thermal conductivity and the theory of elasticity. 
We took contact interaction into account by applying the 
mortar method and the method of domain decomposition. 
The mortar method requires solving an ill-conditioned 
system of linear algebraic equations with a zero block at the 
main diagonal. To solve it numerically, we used a modified 
method of successive over-relaxation (MSSOR), which 
makes it possible to reduce solving the system of equations 
for all contacting bodies to sequentially solving systems 
of equations for each body separately. We showcase our 
algorithm results by solving an example problem simulat-
ing thermomechanical processes in a nuclear fuel element. 
We analyse the features of the stress-strain state in the 
structure and compare the results obtained using the mor-
tar method and the domain decomposition method. 
The computational domain in the problem considered 
consisted of 10 nuclear fuel pellets and a cladding section. 
The analysis results showed that the quantitative stress-
strain state properties in a system of bodies obtained by the 
two methods are quite close to each other. This confirms 
the fact that these algorithms may be correctly applied 
to solving similar problems 

Contact problem of elasticity 
theory, finite element meth-
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