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Аннотация Ключевые слова 
Исследовано турбулентное течение потока жидко-
сти во вращающейся трубе, называемое течением Пуа-
зейля —  Куэтта — Тейлора. Для моделирования по-
добных задач линейные модели RANS непригодны, 
поскольку в таких течениях наблюдается сильная ани-
зотропия турбулентности. В связи с этим для указан-
ных задач необходимо использовать модели, которые 
учитывают анизотропию турбулентности. Удовлетво-
рительные решения можно получить при использо-
вании модифицированных линейных моделей, где 
введены специальные поправки на вращение потока. 
К таким моделям можно отнести модель SARC. В по-
следнее время появился новый подход к проблеме 
турбулентности. На основе этого подхода построена 
новая двужидкостная модель турбулентности. Особен-
ность модели заключается в том, что с ее помощью 
можно описывать сильно анизотропные турбулент-
ные течения, модель проста для численной реализации 
и не требует больших вычислительных ресурсов. Про-
веден сравнительный анализ новой двужидкостной 
модели и модели SARC для течения Пуазейля — Куэт-
та — Тейлора. Полученные численные результаты 
исследования новой двужидкостной модели согласу-
ются с экспериментальными данными лучше, чем ре-
зультаты исследования модели SARC 
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Введение. Турбулентные потоки являются наиболее часто встречающими-
ся течениями. Течения, возникающие в технических устройствах, при тех-
нологических процессах, а также в природных явлениях в основном носят 
турбулентный характер. В связи с этим к математическому моделированию 
турбулентности приковано большое внимание многих исследователей на 
протяжении уже более 100 лет. В настоящее время существует несколько 
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подходов к моделированию турбулентности. Первым является подход 
Рейнольдса. В основе этого подхода лежат две гипотезы: 1) скорость тур-
булентного потока состоит из осредненной и флуктуирующей скоростей; 
2) достаточность уравнений Навье — Стокса. Первую гипотезу можно по-
лагать экспериментально подтвержденной. Вторая гипотеза неочевидна, 
поскольку уравнения Навье — Стокса являются точной математической 
моделью для ламинарного потока, а достаточность для описания турбу-
лентного потока еще не доказана. После подстановки турбулентной скоро-
сти в уравнения Навье — Стокса и осреднения по времени получается не-
замкнутая система уравнений, которая называется уравнениями Навье — 
Стокса, осредненными по Рейнольдсу (Reynolds Averaged Navier —  Stokes, 
RANS). Модели, которые направлены на замыкание полученной системы 
уравнений, называются моделями RANS. В настоящее время существуют 
более 120 различных моделей RANS. Однако до сих пор не создана модель 
RANS, обладающая универсальностью. Это означает, что каждая модель  
в состоянии удовлетворительно описывать лишь определенный класс тур-
булентных течений. Это привело к тому, что еще в 1980-е гг. возник тер-
мин «кризис моделей RANS». Поэтому начиная с 1990-х гг. исследователи 
начали создавать практически используемые модели, которые содержат 
множества труднообъяснимых функций и эмпирических констант. Не-
смотря на это, указанные модели во многих случаях адекватно описывают 
турбулентные течения. К таким моделям можно отнести модель SARC [1]. 

Вторым подходом к моделированию турбулентности являются прямые 
численные методы решения уравнений Навье — Стокса, например прямое 
численное моделирование (Direct Numerical Simulation, DNS) [2, 3] и метод 
моделирования крупных вихрей (Large Eddy Simulation, LES) [4]. В основе 
этих методов лежит вторая гипотеза Рейнольдса. Однако эти методы долж-
ны использоваться в трехмерной постановке задачи и расчетные шаги 
должны быть меньше колмогоровского масштаба. Следовательно, приме-
нение этих методов для расчета инженерных задач возможно при наличии 
сверхмощных компьютеров. Перечисленные методы используются для 
простых турбулентных течений с малым числом Рейнольдса [5]. 

Третий подход, получивший широкую популярность в последнее 
время, — гибридный (Detached Eddy Simulation), который объединяет 
методы LES и RANS. Расчеты в пристеночных областях проводятся моде-
лями RANS, а вдали от стенок — методом LES. Такая комбинация позво-
ляет существенно сократить вычислительные ресурсы [6, 7]. 

Краткий обзор моделей турбулентности показывает, что модели RANS 
все еще являются наиболее используемыми моделями для практических 
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задач. Однако недавно опубликована работа, в которой предложена новая 
модель турбулентности на основе двужидкостного подхода [8]. В этой ра-
боте математически доказана возможность представления турбулентного 
потока в виде гетерогенной смеси двух жидкостей, имеющих различные 
скорости. На основе новой модели получены решения для обтекания пла-
стины, круглой и плоской струи, а также для внезапного расширения вра-
щающегося потока. Во всех задачах новая двужидкостная модель показала 
высокую точность и устойчивость. Главные особенности новой модели — 
ее простота в численной реализации и способность описывать сложные 
анизотропные турбулентные потоки. 

Среди турбулентных потоков особое место занимают закрученные,  
которые широко используются в технике, технологических процессах,  
а также распространены в природе. Закрутка потока применяется в боль-
шом числе практических приложений, например для стабилизации и ин-
тенсификации процессов горения в камерах сгорания различных энергети-
ческих установок. В таких течениях воздействие вращения на турбулент-
ность существенно меняет характеристики турбулентного переноса  
импульса, теплоты и массы. Характер влияния закрутки на структуру потока 
определяется и тем, каким способом создается завихренность в потоке.  
В настоящей работе исследовано течение потока во вращающейся цилин-
дрической трубе. Подобные закрученные течения возникают в различных 
технических устройствах, например во входной части гидравлических ма-
шин, теплообменниках и системах охлаждения роторов. 

Как правило, экспериментальное моделирование закрученных турбу-
лентных потоков, включая потоки, создаваемые вращением трубы, за- 
труднительно как с технической, так и с экономической точки зрения. 
Математическое моделирование процессов турбулентного переноса в за-
крученных потоках является наиболее эффективным средством получения 
достоверных данных. Однако сильная анизотропия турбулентного перено-
са в закрученных потоках не позволяет физически корректно вычислять 
статистические характеристики течения с использованием моделей гради-
ентного переноса, основанных на введении эффективного коэффициента 
турбулентной вязкости. 

Как было отмечено, новая двужидкостная модель турбулентности мо-
жет описывать анизотропную турбулентность. Далее приведены численные 
результаты, полученные на основе этой модели для турбулентного течения 
жидкости во вращающейся трубе — течения Пуазейля — Куэтта — Тейло-
ра. Сложность моделирования такого течения связана с тем, что аксиаль-
ная скорость вызывает турбулентность, а тангенциальная подавляет ее.  
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Поэтому это течение является серьезной тестовой задачей для всех моделей 
турбулентности. Результаты экспериментального исследования течения 
приведены в [9–11]. Здесь представлено сравнение численных результатов  
с экспериментальными данными, взятыми из указанных работ. Для срав-
нительного анализа использована линейная модель SARC. 

Постановка задачи. Схема закрученного потока во вращающейся 
трубе приведена на рис. 1. Во вращающуюся трубу входит ламинарный 
незакрученный поток, который по мере движения по трубе приобретает 
вращательное движение. Следовательно, на выходе поток будет полно-
стью турбулентным и закрученным. В связи с этим рассмотрена доста-
точно длинная труба, т. е. ее длина существенно больше ее диаметра;  
небольшие скорости потока, среда полагается несжимаемой. Поток ха-
рактеризуется числом Рейнольдса Re = 20 000, которое определяется  
по среднерасходной скорости и радиусу трубы. В условиях вращения 
введен еще и параметр вращения 2( )/(4 ),N D R Q  где 2 ;D R   — 
угловая скорость вращения трубы; R  — радиус трубы; Q  — объемный 
расход. 

Рис. 1. Схема закрученного потока во вращающейся трубе: 
1 — профиль скорости на входе (ламинарный, без вихря); 2 — профиль скорости  

на выходе (полностью развитый, турбулентный, с вихрем) 
 
Новая двужидкостная модель подробно описана в [8, 12]. Задача яв-

ляется осесимметричной, поэтому для численного исследования удобно 
использовать цилиндрическую систему координат. Для численной реали-
зации гидродинамических уравнений применен метод установления. 
Суть метода заключается в том, что рассматривается нестационарная си-
стема уравнений, решение которой асимптотически приближается к ста-
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ционарному. Следовательно, в этом методе интегрирование по времени 
играет роль итерации. 

Нестационарная система уравнений двужидкостной модели в цилин-
дрических координатах 
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Здесь , ,U V W — аксиальная, радиальная и тангенциальная скорости по-
тока; , ,u v w  — их соответствующие относительные скорости; sC  — ко-
эффициент силы Сеффмена; rC  — коэффициент силы трения,  
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  (2) 

где 1C  = 0,7825, 2C  = 0,306 — поправочные коэффициенты; max  — 
наибольший корень характеристического уравнения; d  — ближайшее 
расстояние до твердой стенки. Молярные вязкости определяются по со-
отношениям: 
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Здесь  — молекулярная вязкость. Наибольшим корнем характеристиче-
ского уравнения является [12]: 
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Для численного решения системы (1) вводятся функция тока ,  которая 
удовлетворяет условию неразрывности для воздушной среды [13]: 
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Во втором уравнении системы (1) берем производную по ,r  а в третьем 
уравнении — по .z  Вычитая полученные результаты, исключаем давле-
ние и получаем систему уравнений для воздушного потока в новых пере-
менных: 
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В правой части системы (6) продольными производными турбулент-
ных напряжений пренебрегают ввиду их малости. Для численного реше-
ния уравнения переноса системы (6) для конвективных членов использо-
вана конечно-разностная схема против потока, а для диффузионных чле-
нов — центральная неявная схема: 
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Схема против потока имеет вид: 
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Аналогичная численная методика использована в [13]. 
Как было отмечено, в работе для исследования поставленной задачи 

использована модель SARC, которая применялась для исследования мно-
гих проблем. Для рассматриваемой задачи система уравнений гидроди-
намики с учетом модели SARC имеет вид: 
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Здесь  — молекулярная вязкость. Методика решения системы уравне-
ний (9) аналогична методике решения системы (1), которая также описа-
на в [14]. 

Результаты исследования. Численные результаты исследования мо-
дели SARC и двужидкостной модели для продольной скорости приведе-
ны на рис. 2, а. Результаты, полученные с использованием модели SARC, 
качественно описывают продольную скорость, а результаты, определен-
ные с помощью двужидкостной модели, соответствуют эксперименталь-
ным данным из работы [15]. Численные результаты исследования обеих 
моделей для тангенциальной скорости потока представлены на рис. 2, б. 

Рис. 2. Профили осевой (а) и тангенциальной (б) скоростей потока  
во вращающейся трубе: 

,   — экспериментальные данные при N = 0,5 и 1,0; штриховые линии: красная, фиоле-
товая — для новой двужидкостной модели при N = 0,5 и 1,0, синяя, черная — для моде-

ли SARC при N = 0,5 и 1,0 
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Результаты исследования модели SARC (см. рис. 2, б) соответствуют 
ламинарному потоку. Следовательно, модель SARC не может качествен- 
но описывать тангенциальную скорость. Это утверждение отмечено  
и другими исследователями (например, см. [5]). Для новой двужидкост-
ной модели наблюдается хорошее соответствие с экспериментальными 
данными. 

Заключение. Двужидкостная модель имеет большой потенциал для 
моделирования турбулентных закрученных потоков. Модель проде-
монстрировала простоту для численной реализации и хорошую устойчи-
вость. Новая модель экономична для численной реализации. Так, новая 
модель позволяет интегрировать с шагом по времени в 20 раз большим 
по сравнению с шагом модели SARC. 
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Abstract Keywords 
The paper considers a turbulent fluid flow in a rotating 
pipe, known as the Taylor — Couette — Poiseuille flow. 
Linear RANS models are not suitable for simulating this 
type of problems, since the turbulence in these flows 
is strongly anisotropic, which means that solving these 
problems requires models accounting for turbulence anisot-
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ropy. Modified linear models featuring corrections for flow 
rotations, such as the SARC model, make it possible to 
obtain satisfactory solutions. A new approach to turbulence 
problems has appeared recently. It allowed a novel two-fluid 
turbulence model to be created. What makes this model 
different is that it can describe strongly anisotropic turbu-
lent flows; moreover, it is easy to implement numerically 
while not being computationally expensive. We compared 
the results of solving the Taylor — Couette — Poiseuille 
flow problem using the novel two-fluid model and the 
SARC model. The numerical investigation results obtained 
from the novel two-fluid model show a better agreement 
with the experimental data than the results provided by the 
SARC model 
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