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Аннотация Ключевые слова 
На основе линейной механики разрушения получен 
полный набор асимптотических формул для описания 
напряженно-деформированного состояния у верши-
ны узкого U-образного выреза. Такой вид дефекта 
способна иметь трещина, которая подверглась корро-
зионному воздействию среды, или трещиноподобный 
дефект в сварном соединении (непровар, подрез), 
узкая прорезь в детали. Для сравнительной оценки 
опасности трещинообразования в вершинах узких 
U-образных вырезов, а также для выявления мест 
и направления инициации разрушения показана воз-
можность использования таких энергетических кри-
териев, как плотность энергии деформации W  и .W  
Ранее указанные критерии были предложены автором 
настоящей работы для классических трещин-разрезов. 
Здесь на основе сингулярных решений линейной ме-
ханики разрушения проведено исследование напря-
женно-деформированного состояния в терминах W  
и W  около вершин предельно узких U-образных 
вырезов (blunt cracks) в сравнении с классическими 
трещинами-разрезами 
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Введение. В настоящее время существует значительное число как теоре-
тических, так и экспериментальных работ, посвященных изучению на-
пряженно-деформированного состояния тел с U-образными вырезами  
с большими или малыми радиусами  у вершины. Проведем краткий об-
зор по рассматриваемой тематике. 

Современной технике требуется максимальное уменьшение веса кон-
струкций и сооружений. Возможность осуществления этого требования 
тесно связана с точным знанием действительного распределения напря-
жений в частях конструкций и сооружений. Без этого надежный расчет  
на прочность невозможен. Однако точное определение напряжений  
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в телах сложной формы является весьма трудной задачей. Как правило, 
она решается экспериментально и в основном на соответствующих моде-
лях тел. Естественно, что такой путь решения задачи не обладает общно-
стью. Поэтому необходимо развитие теоретических способов определения 
напряжений в телах сложной формы. Такая попытка сделана Г. Нейбером 
в работе [1] (1947), где содержится значительное число результатов, отно-
сящихся к решению плоских и пространственных задач теории упругости 
о распределении напряжений в местах резкого изменения геометрической 
формы нагруженной детали. 

Задачи, связанные с определением напряженного состояния изо-
тропных пластин, ослабленных отверстиями, при действии различных 
нагрузок описаны в [2], там же подробно изложены различные методы 
решения указанных задач. Приведены графики и таблицы, наглядно по-
казывающие закономерности в напряженном состоянии многосвязных 
пластин. Изложены методы решения термоупругих, упругопластических 
и обратных задач теории упругости, определена концентрация напряже-
ний в пластинах с вырезами и выступами. 

Обширные сведения о коэффициентах концентрации напряжений  
в наиболее характерных элементах конструкций, широко распространен-
ных в различных отраслях машиностроения (в ракетно-космической тех-
нике, авиа-, судо- и станкостроении и др.), приведены в [3]. Основную 
часть работы занимают графики, характеризующие зависимость коэф-
фициентов концентрации напряжений в различных конструктивных 
элементах от геометрических параметров и значительно облегчающие 
проведение расчетов. Главное достоинство работы — ее практическая 
направленность. 

Общий подход к решению задач о распределении напряжений в дета-
лях машин изложен в [4]. Рассмотрены различные классы расчетных мо-
делей деталей, показаны возможности использования интегральных оце-
нок распределения напряжений при проектировании деталей. Рассмот-
рены задачи о распределении напряжений и деформаций в деталях  
машин в условиях упругости, пластичности и ползучести. 

Функциональные возможности программы «КоКон», технология ее 
использования и рекомендация по применению описаны в [5]. Програм-
ма предназначена для специалистов-проектировщиков, обладающих ми-
нимальными навыками работы с компьютером. 

Решение задачи о напряжениях в упругой пластине с эллиптическим 
отверстием, подкрепленным перемычкой, перманентно разрушающейся 
при росте нагрузки на краях пластины, получено в [6]. 



Теория узких U-образных вырезов в линейной механике разрушения 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2021. № 1 59 

Задача об одноосном растяжении бесконечной пластины с эллипти-
ческим отверстием в рамках линейной теории упругости рассмотрена  
в [7]. Предложен вариант асимптотической формулы для напряжений. 

Модели и критерии механики разрушения тел с трещинами для анали-
за деформирования и разрушения тел с вырезами и надрезами рассмотре-
ны в [8]. Приведены критериальные уравнения и соответствующие диа-
граммы трещиностойкости тел с вырезами, учитывающие изменение сте-
пени стеснения деформаций у вершины выреза в результате конечности 
радиуса скругления его вершины и несингулярной составляющей напря-
жений (T-напряжений). Представлены аналитические соотношения для 
расчета  J-интеграла в случае тел с тупыми  U- и острыми V-образными 
вырезами и надрезами при упругом и упругопластическом нагружении. 
Представлены возможности метода сепарабельных функций для экспери-
ментального исследования упругопластической трещиностойкости не-
стандартных образцов с надрезами. 

Выражения для напряженного состояния у вершины узкого U-образ-
ного выреза аналитически получены в [9] для схем нагружения mode I,  
mode II и mode III в линейной механике разрушения: 

 I 1/2

3 3cos 1 sin sin cos2 2 2 2 2
3 3cos 1 sin sin cos ;2 2 2 2 22

3 3sin cos cos sin2 2 2 2 2
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 II 1/2
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 III 1/2
sin 2 .

2 cos 2

xz

yz
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Выражения (1)–(3) при 0  представляют собой формулы для трещин  
Вестергарда — Ирвина. Эти формулы могут быть применимы, когда a priori 
известны коэффициенты интенсивности напряжений I,K  IIK  и IIIK   
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для того же тела с виртуальной трещиной, которая аналогична узкому  
U-образному вырезу по плоскостному расположению и размеру. 
 В схеме нагружения mode III при наличии достаточно малого радиуса  
формула (3) совпадает с аналогичной формулой для острых трещин-
разрезов, т. е. наличие незначительного радиуса  у вершины узкого  
U-образного выреза никак не влияет на напряженное состояние в рамках 
рассматриваемой концепции (радиус  достаточно мал). В связи с этим  
далее не предполагается никакой речи о схеме нагружения mode III  
с присутствующим малым радиусом  . 
 Схемы узких U-образных вырезов приведены на рисунке. Узкий  
U-образный вырез в теоретическом плане интересен тем, что в некото-
рых случаях вершина реальной трещины затупляется пластически до не-
которого радиуса кривизны  прежде, чем начнется разрушение. По воз-
можности, это следует учитывать. При хрупком разрушении, когда  
у вершины трещины предполагается существование весьма малой зоны 
предразрушения радиусом , в силу сингулярности напряжений матери-
ал в этой зоне нельзя рассматривать как сплошную среду. 

Схемы узких эллиптического отверстия (а) и гиперболического выреза (б) [9] 

 Начало полярной системы координат (см. рисунок) располагается  
на расстоянии / 2  от дна выреза. Указанное расположение этой систе-
мы позволило в [9] получить асимптотические формулы (1)–(3) для 
напряжений (в индивидуальной декартовой системе координат, начало 
которой совпадает с началом полярной системы). 
 Для получения формул (1) и (2) автор работы [9] использовал ком-
плексные функции z  и z  для эллиптических отверстий, а также 
комплексные функции z  и z  для гиперболических вырезов, взя-
тые из [10]. Для эллиптического отверстия: 
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где S  — внешняя нагрузка, приложенная под углом  (см. рисунок а); ,c  
0  — параметры эллиптического отверстия; ,i  ,   — эллипти-

ческие координаты. 
 Для гиперболического выреза (после некоторых преобразований): 
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Здесь F  — внешняя нагрузка параллельно вертикальной оси y (см. рису-
нок б); ,c  0  — параметры гиперболического выреза. 
 Автор работы [9] рассматривал предельно узкие вырезы: эллиптиче-
ское отверстие и гиперболический вырез ( 0).  В связи с этим при рас-
смотрении приведенных выше комплексных функций он осуществлял 
предельные переходы с отбрасыванием членов высокой степени малости. 
Получен тождественный результат для эллиптического отверстия и ги-
перболического выреза [13, 14]: 

для mode I 
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I 1/2 1/2
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22

Kz z

Kz z z
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для mode II 

 

II 1/2
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Из (5) и (6) следуют формулы (1) и (2), которые автор работы [9] и другие 
авторы использовали для прочностных исследований blunt cracks [11, 12]. 
 Теоретический анализ. Далее с использованием сингулярных реше-
ний линейной механики разрушения выполнено исследование напря-
женно-деформированного состояния около вершины предельно узкого 
U-образного выреза в упругой постановке. 
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 Использование (5) и (6) позволяет добавить к (1) и (2) формулы для 
перемещений u и v с помощью комплексных выражений Колосова [10] 
(для декартовой системы координат): 

 2 ;x y z z  

 2 2 ;y x xyi z z z  

 2 .u iv z z z z  

Отсюда для схемы нагружения mode I выражения для перемещений име-
ют вид 

 I 1/2
31 1cos cos cos2 2 2 2 2 2 ,

2 2 31 1sin sin sin2 2 2 2 2

u K rr
v

r

 

для mode II —  

 II 1/2

3 31sin sin sin2 2 2 2 2 2 .
2 2 3 31cos cos cos2 2 2 2 2

u K rr
v

r

 

Здесь  — модуль сдвига;  — параметр, который находится по формуле 
3 1  для задачи о плоском напряженном состоянии и по 

формуле 3 4  для задачи о плоской деформации,  — коэффици-
ент Пуассона. Таким образом, завершен полный набор асимптотических 
формул для описания напряженно-деформированного состояния у вер-
шины узкого U-образного выреза (в декартовой системе координат). 
 Выпишем комплексные выражения Колосова [10] (для полярной си-
стемы координат), которые понадобятся далее: 

 2

2 ;

2 2 ;

2 .

r

ir r

ir

z z

i e z z z

u iu e z z z z

  (7) 

Используя (7), формулы для напряжений и перемещений в полярной си-
стеме координат для суммы схем нагружения mode I и mode II можно 
представить в виде: 
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 I 1/2
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 II 1/2
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 (8) 

 I 1/2
311 cos cos cos2 2 2 2 2

2 32 1 1sin sin sin2 2 2 2 2

ru K rru
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 II 1/2
3 31 sin sin sin2 2 2 2 2 .
3 32 1 cos cos cos2 2 2 2 2

K rr

r

 (9) 

 Представим (8) и (9) в более простом и удобном для дальнейших пре-
образований виде: 

 

1 2I II1/2 1/21 2
1 2

1 1 ;2 22 2

r

r

A AK Kr B r B
D D  

 

1 2I II1/2 1/2
1 2

2
,

2 2 2
ru E EK Kr r

u F F  
где 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,A A B B D D E E F F  — переменные параметры, которые 
определяются сравнением последних формул с формулами (8) и (9). 
 Плотность энергии деформации. Наличие радиуса  у вершины вы-
реза (хотя и очень малого) с позиции теории упругости вносит суще-
ственное изменение в напряженно-деформированное состояние. В этом 
случае по сравнению с абсолютно острой трещиной сингулярность 
напряжений пропадает. Напряжения становятся конечными, причем  
с другими законами развития. Следовательно, применять напрямую ко-
эффициенты интенсивности напряжений IK  и IIK  для оценки напря-
женно-деформированного состояния у вершины узкого U-образного вы-
реза некорректно. Оставаясь на позициях линейной механики разруше-
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ния, в работе предлагается оценивать напряженно-деформированное со-
стояние у вершины рассматриваемого узкого U-образного выреза через 
два критерия плотности энергии упругой деформации W  и .W  
 Критерии плотности энергии деформации W  и W  в полярной си-
стеме координат (по аналогии с теми же критериями для трещин-
разрезов [15]) представим как 

       2 211 1 2 12 221 2
1 1 1 ;2

r r
r

uu uW C a C C a C ar r r r   (10) 

 2 2
11 1 2 12 221 2

1 1 1 .2
r

r
u uuW C a C C a C ar r r r   (11) 

Здесь для упрощения записи введены обозначения 

 
I

1 ;
2

KC
 

II
2 .

2
KC

 
После преобразований (10) и (11) можно получить выражения 
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11
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22
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2
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где 1 2 1 2, , ,E E F F  — величины, представляющие собой продифференци-
рованные по  функции 1 2 1 2, , , .E E F F  
 Основываясь на гипотезе Бельтрами, будем полагать, что разрушение 
в точке с координатой cr  в поверхностном слое на контуре вершины уз-
кого U-образного выреза происходит тогда, когда плотности энергии де-
формации W  или W  равны или больше своих критических значений: 

crW W  или .crW W  
 Примечание. Согласно [9], в эллиптических координатах плотность 
энергии деформации W  в поверхностном слое вершины выреза можно пред-
ставить как (1/ 2) ,W  где r  и 21 E  
(плоская деформация). Если не учитывать деформационные свойства ма-
териала (т. е. деформацию ), то фактически имеет место критерий 
максимального напряжения  [15]. 
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 Эпюры плотностей энергии деформации W  и W  на кромках вер-
шины узкого U-образного выреза для различных схем нагружения при-
ведены в табл. 1.  

Таблица 1 
Сравнение эпюр плотностей энергии деформации W  и W   

при различных схемах нагружения на кромке и внутри плоского тела  
с узким U-вырезом 

Параметр  
интенсивности 

напряжений 

1
2 r rW

 
1
2 r rW

 

1 1C  

Схема mode I
 

2 1C  

Схема mode II

 

1 1C  
2 1C  
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Эпюры построены для задачи плоской деформации при следующих 
условных исходных данных: модуль сдвига 0, 4,  коэффициент Пуас-
сона 0, 25.  Параметры интенсивности напряжений  

 I
1 1,

2
KC  II

2 1,
2

KC   

где I,K  IIK  — параметры, рассматриваемые как нагрузочные.  
Радиус вершины узкого U-образного выреза 1.  Для нормального 

разрыва (mode I) максимальная плотность энергии деформации W
наблюдается для точки контура в направлении 0.  Это направление 
возможного разрушения хрупкого материала не вызывает сомнений  
ни с позиции теории, ни с позиции практики. Для поперечного сдвига 
(mode II) максимальная плотность энергии деформации W  наблюдается 
на кромке при ±90,2 , и в критическом случае разрушение начнется  
за счет сдвига (скола). 

Кроме эпюр W  и W  на контуре у вершины узкого U-образного вы-
реза, в табл. 1 для сравнительных целей приведены эпюры плотностей 
энергии деформации, которые имеют место на небольшой глубине  
(в частности, 1r ) от вершины. Есть похожие картины, но есть и отли-
чия в связи с разными исходными геометрическими факторами. 

Качественные трансформации, происходящие с эпюрами плотности 
энергии деформации при 0,  показаны в табл. 2 (т. е. когда радиус  
настолько мал, то можно полагать, что имеем дело с классической тре-
щиной-разрезом). В таблицах в изображениях соответствующих эпюр 
можно найти приблизительно похожие картины. Кроме типовых схем 
нагружения (mode I или mode II), для сравнительных целей показаны не-
сколько усложненные схемы нагружения (mode I + mode II). При этом 
также можно найти достаточно похожие картины эпюр плотности энер-
гии деформации. 

Следует отметить, что при рассмотрении эпюр, приведенных в табл. 1 
и 2, при коэффициенте интенсивности IK  могут рассматриваться веро-
ятные разрушения не только отрывом, но и сдвигом (сколом). При ко-
эффициенте интенсивности напряжений IIK  могут рассматриваться ве-
роятные разрушения не только за счет сдвига (скола), но и отрыва. Такое 
разнообразие картин разрушения связано с тем, что здесь рассмотрены 
два отдельных независимых критерия разрушения W  и W  вместо од-
ного ,W W W  как в [16]. 
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Таблица 2 
Сравнение эпюр плотностей энергии деформации W  и W  
при различных схемах нагружения трещины-разреза ( 0)  

Параметр  
интенсивности 

напряжений 
1
2 r rW  1

2 r rW  

1 1C  

Схема mode I 

2 1C  

Схема mode II 

1 1C  
2 1C  

Схема mode I + mode II 
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 Точность полученных асимптотических формул. Установим точ-
ность формул, например, для плотности энергии деформации W  у вер-
шины узкого U-образного выреза (см. [13, 14]). В качестве объекта иссле-
дования выберем схему mode I и направление 0,  где / 2r  (кромка 
U-образного выреза). Сравним точные решения, полученные по формуле 

 1 ,2 x x y yW   (12) 

и асимптотические, полученные из (10) и представленные формулой 

 
2

21 1 2 1 .
8 2

аW Sr r   (13) 

Для (12) точные значения для x  и y  рассчитывались на основе ком-
плексных выражений (4). Точные значения деформаций x  и y  опреде-
лялись из обобщенного закона Гука для плоской деформации. 
 Относительная погрешность определялась для двух вариантов ис-
ходных данных эллиптического отверстия: 1) 0,1;  2) 1.  В обоих 
вариантах условно принимались следующие значения: внешняя нагрузка 

1;S  модуль сдвига 1;  большая полуось эллиптического отверстия 
100;a  коэффициент Пуассона 0, 3.  Характеристика эллипса опреде-

лялась по формуле 10 ch a
a

. 

 Для варианта 1 относительная погрешность равна –3 %, для второго 
варианта  –10 %. Во многих случаях это вполне применимо для практиче-
ского использования асимптотической формулы (10). 
 Заключение. Представлены исследования напряженно-деформиро-
ванного состояния у вершины узкого U-образного выреза на основе ком-
плексных функций z  и z  с позиции линейной механики разру-
шения. Приведены полные наборы асимптотических формул для напря-
жений и перемещений, выражения для плотности энергии деформации 
W  и W  у кромки вершины эллиптического выреза через коэффициен-
ты интенсивности напряжений IK  для схемы mode I и IIK  для схемы 
mode II. На основе гипотезы Бельтрами предположено, что начальное 
трещинообразование в вершине эллиптического или гиперболического 
выреза происходит, когда плотность энергии деформации W  или W   
в поверхностном слое при некоторой координате  достигает критиче-
ского значения crW  или .crW  Показано, что с уменьшением радиуса  
асимптотические решения для плотности энергии деформации у верши-
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ны U-образного выреза становятся все более точными. Это также харак-
теризует точность представленных асимптотических формул для напря-
жений и перемещений. 
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Abstract Keywords 
On the basis of linear fracture mechanics, a complete set of 
asymptotic formulas is obtained to describe the stress-strain 
state at the top of a narrow U-shaped notch. This type of 
defect can be possessed by a crack that has undergone a 
corrosive effect of the environment, or there can be a crack-
like defect in a welded joint, e.g. lack of penetration, under-
cut, or a narrow slot in the part. To comparatively assess the 
risk of cracking at the tops of narrow U-shaped notches, 
and identify the places and directions of fracture initiation, 
we reveal the possibility of using such energy criteria as the 
deformation energy density W  and .W  The previously 
indicated criteria were proposed by the author of this work 
for classical cracks-cuts. The purpose of this work was to 
study, on the basis of singular solutions of linear fracture 
mechanics, the stress-strain state in terms W  and W  near 
the tops of extremely narrow U-shaped notches, i.e., blunt 
cracks, in comparison with classical cracks-cuts 
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