
4 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2021. № 1   

УДК 519.234+519.254+519.7 DOI: 10.18698/1812-3368-2021-1-4-17 

НЕКОТОРЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
РЕШЕНИЙ КОСОСИММЕТРИЧЕСКИХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

А.О. Багапш  bagapsh@bmstu.ru 

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Российская Федерация  
ФИЦ ИУ РАН, Москва, Российская Федерация 

Аннотация Ключевые слова 
Изучены свойства комплекснозначных функций ком-
плексного переменного, его вещественная и мнимая 
части удовлетворяют кососимметрической сильно 
эллиптической системе второго порядка с постоян-
ными вещественными коэффициентами на плоскости. 
Исследовано поведение таких функций и их дилата-
ции вблизи особых точек, установлена зависимость 
типа особенности от вида лорановского разложения 
рассматриваемой функции. Установлен принцип ар-
гумента для изучаемых функций с полюсами, доказа-
ны аналоги теорем Руше и Гурвица 
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Введение. Рассмотрим уравнение 
 2 0xx xy yyaf bf cf   (1) 

относительно комплекснозначной функции f комплексного переменного 
z x iy  с постоянными коэффициентами , , .a b c  Пусть 1 2,a a ia  

1 2 1 2, .b b ib c c ic  Уравнение (1) можно записать в виде системы 
уравнений 

 
2 2 2

2 2
0  2 0

uA B C vx yx y
  (2) 

относительно функций Re  ,u f  Im v f  с матрицами 

 1 2 1 2 1 2
2 1 2 1 2 1

  ,      ,       .a a b b c cA B Ca a b b c c   (3) 

Будем полагать, что система (2) относится к эллиптическому типу,  
что означает выполнение условия 2 22 0A B C  при 2 2 0.   
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Кроме того, если det 2 0A B C  при 2 ,  то система сильно эл-
липтическая (см. [1–4]). Далее рассматриваем именно сильно эллиптиче-
ский случай, который эквивалентен тому, что уравнение 2 2 0b c  
имеет два различных корня, лежащих в разных полуплоскостях относи-
тельно вещественной прямой. 
 С использованием линейной замены координат , ,x y  линейной замены 
искомых функций ,u v  и линейной комбинации уравнений системы (2)  
с матрицами вида (3) эту систему можно привести к уравнению 0f   
относительно новой функции f  новой комплексной координаты z  с опе-
ратором 

 
2 ,    0,1     

(см. [5–7]), где 

 1 1,       
2 2

i i
x y x y

 

— производные Коши — Римана. Отсюда при 0  получаем уравнение 
Лапласа 4 0.f f  Оператор  можно представить в виде ,  
где ,  из которого видно, что 0,f  если f  имеет вид 

   , f z h z g z   (4) 

где ;z z z  ,g  h  — голоморфные функции своих аргументов,  
см., например, [7]. Кроме того, фундаментальное решение для оператора 

 имеет вид 

 1  logz z z  

с главной ветвью логарифма, т. е. 0 ,z z  где 0  — дельта-
функция Дирака с центром в нуле. 
 С использованием фундаментального решения выводится следующее 
представление типа Лорана для решений рассматриваемого уравнения 
(см. [8] с другими обозначениями). 
 Теорема 1 (о лорановском разложении). Пусть функция f удовле-
творяет уравнению 0 f z  в кольце 

 : ,     0,   .V z r z R r R  
Тогда для всех точек z  из кольца 

 

1 1:
1 1

V z r z R V
 

имеет место следующее разложение лорановского типа: 
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       log[ ) ( ( ) ) .n nn n
n

f z c z z a z b z   (5) 

Здесь  

 
0

0

1  log[ ) ; 
2

1 ; 0;
2

f d
a f d

i

c f d b
i

   

 1
1 1  ;

2 2( ) ( ) ( )n nn n n
f d f d f da b

in in n
    

— коэффициенты, вычисляемые через интегралы по окружности 
,  не зависящие от выбора радиуса ,  .r R  

Как обычно, будем называть регулярной частью z  функции f z   
в окрестности точки  ряд по неотрицательным степеням z   
и ,z  а главной частью z  —  ряд по отрицательным степеням,  
т. е. 

 
0 1

,    ,n n n
n n n n

n

n

n

a bz a z b z z
z z

 

где 0 0.b  В представлении (5) аналитические компоненты h  и g имеют 
вид 

 

log ;  

   log

n
n

n
n

n
n

h z c z a z

g z c z b z
  (6) 

с выбором главной ветви логарифма, причем функция f однозначна  
в проколотой окрестности точки ,  ввиду того, что приращение аргу-
мента функции z z  при обходе начала координат равно нулю. 
 Для решений уравнения 0f  справедливы аналоги нескольких 
классических теорем комплексного анализа, известных для голоморфных 
и гармонических функций. Далее получены предварительные результаты 
о свойствах дилатации для изучаемых функций, установлен принцип ар-
гумента для функций с полюсами. Этот результат обобщает соответству-
ющие теоремы, приведенные в [9–11]. Доказаны следствия из принципа 
аргумента: аналоги теорем Руше и Гурвица. 
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 Якобиан и дилатация. Якобиан отображения, задаваемого функцией 
,f  вычисляется по формуле 

 
222 2

22| | 1 ,

J z f z f z h z g z h z

h z z
 

где  

 f z g zz
f z h z

  (7) 

— функция, называемая дилатацией. 
 В гармоническом случае, т. е. при 0,  чаще используют так называ-
емую вторую дилатацию (например, см. [12–14]) /z f z f z  

/ ,g z h z  поскольку она по абсолютной величине совпадает с дила-
тацией ,  но при этом является мероморфной функцией во всех точках 
регулярности функции f в отличие от функции ,  которая может  
иметь неоднозначность ввиду наличия выражений вида / .z z  В общем 
случае значения  дилатация  имеет более простой вид, чем z  

/ ,g z h z h z   и, что более существенно, обе функции могут 
быть неоднозначными. В этом состоит отличие общего сильно эллипти-
ческого случая от гармонического, связанное с тем, что оператор   
не инвариантен относительно поворота системы координат. Вместе с тем 
справедливо следующее утверждение. 
 Предложение 1. Если главная часть лорановского разложения (5) 
функции f  в окрестности точки  имеет конечное число слага- 
емых, то для любого угла 0 0, 2  существует предел дилатации 

0
0

lim   .i
r

re  

 ◀ Пусть в формулах (6) будет 0,ka  0na  при ,n k  где k  — не-
которое фиксированное число, и 0,mb  0nb  при ,n m  где  
m  — также фиксированное число. Предположим, что 0,k  0m   
(в противном случае доказательство проводится аналогичным образом). 
Тогда для 0iz re  имеем 

 

1

0 0 0 1
lim lim lim

( )

n
n

n m

r r r n
n

n k

c nb z
zg zz

h z c na z
z
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0

0 0

1 1

1 10 0
  lim lim   .

m i m
m mm k

k kr r i ik k

mb z mb er
ka z ka e e

 

Отсюда при m k  получаем ,  при m k  будет  и, наконец, 

при m k  имеем 0
12 .

mm i

m

b e
a

 Предложение доказано. ▶ 

 Запишем 1,  если для любого угла 0 0, 2  выполняется 
неравенство 0

0
lim   1,i
r

re  и аналогично для 1.  Если 

1,  то будем говорить, что функция f  сохраняет ориентацию  
в точке ,  а если 1,  то меняет ориентацию. 

Отметим, что если h z  и 1,z  то якобиан J z  обраща-
ется в нуль. 
 Особые точки. Пусть функция f  удовлетворяет уравнению 0f   
в проколотой окрестности точки .  Введем обозначение ind f z  

1(2 ) argC f z   для деленного на 2  приращения аргумента функ-
ции f  вдоль произвольной окружности :C z z r  с доста-
точно малым радиусом ,r  лежащей в области регулярности функции .f  
Эта величина совпадает с индексом образа окружности C  при отобра-
жении f  относительно точки  и не зависит от выбора окружности  
(доказательство последнего факта аналогично гармоническому случаю,  
см. [10, лемма 2.1]). 

Определение 1. Пусть функция f  удовлетворяет уравнению 0f   
в окрестности точки ,  причем 0.f  Если f  сохраняет ориента-
цию в точке ,  то эта точка называется нулем f  порядка ind ,f z   
а если меняет ориентацию, то нулем порядка ind .f z  
 Определение 2. Пусть функция f  удовлетворяет уравнению 0f  
в окрестности точки ,  причем lim   .

z
f z  Если f  сохраняет ори-

ентацию в точке ,  то эта точка называется полюсом f  порядка 
ind ,f z  а если меняет ориентацию, то полюсом порядка ind .f z  

Полином p  относительно переменных ,x y  называется -полиномом, 
если 0p  в .  Любой -полином является суммой полиномов относи-
тельно переменных z x iy  и .z z z  Для изучения особых точек ре-
шений уравнения 0f  сначала рассмотрим однородные -полиномы. 
Понадобится следующее утверждение из [11, лемма 1]. 
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Лемма 1. Однородный -полином ,n np z az bz  0,n  ,  0,a b  при 
0,  1  имеет неизолированные нули тогда и только тогда, когда 

02/ ( )i nb a e  при некотором 0 0,  .  Если 0 0,  то p z  об-
ращается в нуль на вещественной прямой, при остальных значениях 

0 0,   — на паре прямых, симметричных относительно веществен-
ной оси, одна из которых наклонена к ее положительному направлению 
под углом 0 .  

Отметим, что в гармоническом случае, отвечающем значению 0,  
полином p  обращается в нуль неизолированно на n  прямых, делящих 
угол 2  на равные углы. 

Лемма 2. Точка 0z  является при 1 для функции q z   

,n naz bz  0,n  ,  0,a b  существенно особой, если 02/ nia b e  

при некотором 0 0,  ,  и полюсом в противном случае. Если она суще-
ственно особая, то множество пределов при 0z  представляет собой 
прямую, проходящую через начало координат под углом 

 0
0

0

sin 2   arg 2 arctg
2 1 cos 2

b n   (8) 

к положительному направлению вещественной оси. 
 ◀ Введем полярные координаты, приняв ,iz re  и представим 
функцию q z  в виде 

 

2
.

n nin i i in n

n n nn i i in n i i

ae b e e a b eaz bzq z
z z r e e e r e e

 
Отсюда при 0z  по некоторой последовательности точек предел q z  
может быть конечным, если коэффициенты a  и b  такие, что найдется 

угол 0 0,  ,  при котором 02/ ,
nia b e  что обращает чис-

литель в нуль. В этом случае можно записать 

 

0

0

2 2

2 2
0

0

2 sin ,
2 sin

n ni i

nn i i

n ni i

n ni i

b e e
q z

r e e

e eb
re e
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причем последняя дробь при 0  стремится к 0
12 .niin e  Сле-

довательно, конечные пределы при 0z  возникают тогда и только то-
гда, когда 0 r  и 0,  причем 02 sin .nr  Такое 
стремление точки z  к нулю возможно для любого вещественного числа 

,  например, вдоль кривой, определяемой уравнением в полярных ко-
ординатах 02 sin .nr  При этом множество пределов 

 
0

0

2

20
lim   ,   , ,

1

i n

iz

ibneq z
e

 

представляет собой прямую, проходящую через начало координат под 
углом ,  определяемым по (8). ▶ 
 Предложение 2. Пусть лорановское разложение (7) функции f  в окре-
стности точки  содержит только регулярную часть, начинающуюся  
со степени 0,n  т. е. 0,c 0k ka b  при 0 1k n  и 2 2| | 0.n na b  
Тогда если 1,  то точка  — изолированный нуль функции f   
порядка n  при  1  и порядка n  при 1.  
 ◀ Без ограничения общности можно полагать, что 0.  Кроме того, 
предположим, что 0na  (при 0na  рассуждения принципиально  
не отличаются), и разберем случай, когда 1  (при 1  дока-
зательство аналогично). 

Лорановское разложение функции f в окрестности точки 0 имеет 
вид 

    ,   0. k kk k
k n

f z a z b z n   (9) 

Предположим, что 0 — неизолированный нуль для однородного поли-
нома .n nn n np z a z b z  Тогда, согласно лемме 1, имеем n nb a   

02 nie  при некотором угле 0.  Следовательно, обозначая 

,iz re  для дилатации функции f  при 0,r  согласно (7), получаем 

 

0

1 1
11
1

1 1

1

2

12

1

1 .

n kn k nk n n
nnn kn k

k n
ni

ni

nb z kb z
b zz o
a zna z ka z

e
o

e
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Отсюда находим, что предел 0 02
0

lim   i i
r

re e  равен по модулю еди-

нице, а это противоречит условию теоремы и доказывает, что 0 — изоли-
рованный нуль для .np  Однако тогда из (9) вытекает, что 

1 1nf z p z o  при 0,z  откуда следует, что, во-первых, и для f 
точка 0 тоже изолированный нуль, а во-вторых, 0 0ind ind .nf z p z  

Обозначим /n nb a  и запишем условие сохранения ориентации: 

 12
1 1.ni

z o
e

 

Из него следует, что 

 2
12

1 ,i
ni

o e
e

 

где ,  — числа, зависящие от r  и ,  причем 0 1.  Здесь выразим  

 2 1 2( ) 1i n ie e o  

и получим  

 
2

12 2 2 1 .

nn n n in in n n

nn in i i in

p z a z z a r e e

a r e e e e o
 

Отсюда ввиду того, что 1,  находим 0 0ind ind nf z p z  
2 1 2 .n n n  ▶ 

 Предложение 3. Пусть главная часть лорановского разложения (5) 
функции f  в окрестности точки  содержит конечное число 0n  сла-
гаемых, т. е. 0k ka b  при 1 1k n  и 2 2| | 0.n na b  Тогда если 

1 , то точка   — полюс функции f порядка n  при 1   
и порядка –n  при  1.  
 ◀ Лорановское разложение функции f  в проколотой окрестности 
точки 0 имеет вид  

 
1

   log .
n k k

k k
k

a bf z c z z z
z z

  (10) 

Предположим, что 0 — существенно особая точка для функции nq z  

.n nn na z b z  Тогда, согласно лемме 2, имеем 02 nin na b e   
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при некотором угле 0 .  Следовательно, обозначая ,iz re  для дилата-
ции функции f получаем выражение 

 

0

1

1 1
1

1

1 1
1

121

1 2

1

1 1 .

nn k
n k

k
nn k

n k
k

ninn
n nin

nb kb c z
z zz z

z
na ka c z

zz z

eb z o o
a z e

 

Отсюда находим 0 0
0

lim ,i i
r

re e  а это противоречит условию 

0 1  и доказывает, что 0 — полюс функции .nq  Тогда (10) можно 
переписать в виде 1 1nf z q z o  при 0,z  откуда следует, что 
0 является полюсом для f  и, кроме того, 0 0ind ind .nf z p z Обозна-
чим /n nb a  и запишем условие сохранения ориентации 

 2 1| ( ) 1 | 1.i nz e o  

Отсюда  
 2 1 2( )     1 ,i n ie e o  
где ,  — числа, зависящие от r  и ,  причем 0 1.  Выразим 

 
2

2 1
  1

( )

i

i n
e o

e
 

и получим  

 

2

12 2

2 2

12

1   1

  1
,

n in n inn nn n n ni i

in i in
nn i

a z eq z a r e o
z z e e

a e e e o

r e

 

откуда ввиду того, что 1,  находим 

  0 0ind ind 2 1 2 .nf z q z n n n  ▶ 

 Пример 1. Найдем порядок полюса 0z  функции logf z z z  
при 0,1  .  Используя полярные координаты ,iz re  запишем 
 22 log log 1 .i if re r e  
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Найдем число оборотов вокруг начала координат, осуществляемых точ-
кой 2log 1 ,iw e  где 2 ,  при constr  и ,  изменяющемся  
от 0  до 4 .  Выделим вещественную и мнимую части числа :w  

 21 sin2 log log 1 2  cos ,    arctg .
2 1  cos

u r v  

Отсюда находим, что 20 log 1 ,u r  0 0v  и u  
2log 1 ,r   0.v  Кроме того, при 0,   имеем 0.v  По-

скольку ,u u  ,v v  дуга, отвечающая зна-
чениям , 2 ,  симметрична дуге, отвечающей значениям 0,  ,  
относительно вещественной оси. При достаточно малых значениях r 
кривая, являющаяся образом окружности const,r  полностью лежит  
в левой полуплоскости 0u  так, что число оборотов вокруг начала  
координат равно нулю. Отметим, что в отличие от гармонического слу-
чая ( 0)  при 1/ 1r  получаем два оборота по ходу часовой стрел-
ки. Таким образом, 0ind log 0,z z  т. е. рассматриваемая функция 
имеет в точке 0 полюс нулевого порядка, который естественно называть 
(как в гармоническом случае) логарифмическим. 

Принцип аргумента и его следствия. Теорема 4 (принцип аргумен-
та). Пусть функция f  удовлетворяет в односвязной жордановой области 

 уравнению 0f  всюду, кроме конечного числа полюсов, и при этом 
не имеет нулей ,  в которых 1  в смысле предела хотя бы по од-
ному отрезку. Предположим, что f  также не имеет нулей и полюсов  
на замкнутой жордановой кривой .  Тогда arg 2 ,f z N P  
где N  — суммарный порядок нулей, а P  — полюсов, лежащих в области, 
ограниченной кривой .  

◀ Утверждение теоремы доказывается применением предложений 2  
и 3. ▶ 

Теорема 5 (аналог теоремы Руше). Пусть функции f  и 0f  удовле-
творяют уравнениям 0f  и 0 0 f  в области  и сохраняют 
ориентацию, а область D  ограничена кусочно-гладкой кривой .D  
Тогда если 0f z f z  при всех ,z D  то функции f  и 0f f  име-
ют одинаковое число нулей в .D  

◀ Поскольку у функций f  и 0f  нет особых точек в  и 0 0f f   
на ,D  согласно установленному в теореме 4 принципу аргумента, число 
нулей функции 0f f  в D  равно 
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 0
0

1 1 1arg arg 1 arg ,
2 2 2D D D

fN f f f f
f

 

поскольку 0f f  на .D  Однако 12 argD f  в силу той же теоре-
мы 4, есть число нулей функции f  в .D  Теорема доказана. ▶ 
 Теорема 6 (аналог теоремы Гурвица). Пусть последовательность 
функций ,nf  удовлетворяющих уравнению 0nf  в области D  и со-
храняющих ориентацию в ней, сходится локально равномерно в D  к 
функции const .f  Если точка D  является нулем функции f, то в 
любом круге z r D  все функции ,nf  начиная с некоторого номе-
ра ,n  также имеют нуль. 
 ◀ Отметим, что в силу эллиптичности оператора  равномерный 
предел  f  последовательности функций ,nf  являющихся решениями 
уравнения   0,nf  есть также решение уравнения 0.f  Дальнейший 
ход доказательства воспроизводит рассуждения из классической теоремы 
Гурвица для голоморфного случая (см. [15]), причем используется дока-
занный в теореме 5 аналог теоремы Руше. ▶ 
 Следствие 1. Если последовательность функций ,nf  удовлетворяю-
щих уравнению   0nf  в области D  и однолистных в ней, сходится ло-
кально равномерно в D  к функции const,f  то f  однолистна в D. 

Заключение. Для решений кососимметричных сильно эллиптиче-
ских систем второго порядка на плоскости, имеющих полюсы, установ-
лена справедливость принципа аргумента и вытекающих из него анало-
гов теорем Руше и Гурвица. 
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satisfy a second-order skew-symmetric strongly elliptic 
system with constant real coefficients in the plane. The 
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singular points is investigated and the dependence of the 
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