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Aннотация Ключевые слова 
Получены аналитические выражения объемного 
коэффициента теплового расширения в зависимо-
сти от различий в геометрической структуре исход-
ных моносистем (геометрический фактор) для би-
нарных систем с отношением объемов частиц  
в области от 1 до 8, моделируемых зернистой сре-
дой. Установлены причины различий кажущейся 
избыточной функции и избыточной функции объ-
емного коэффициента теплового расширения.  
В системах, состоящих из значительно различаю-
щихся по форме молекул, основной вклад в это 
различие вносит разное поведение коэффициентов 
упаковки молекул смешиваемых компонентов в 
зависимости от температуры, а в системах со сход-
ной формой молекул — разности их размеров.  
В системе вода–ацетон оценен вклад геометрическо-
го фактора в концентрационное поведение избы-
точных функций мольного объема и объемного 
коэффициента теплового расширения и установле-
но, что степень его влияния на поведение избыточ-
ных функций этих свойств значительно различается 
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Введение. Термодинамический критерий идеальности позволяет предска-
зать поведение свойств раствора, исходя из свойств чистых компонентов, 
однако из него невозможно установить условия, при которых раствор ста-
новится идеальным. В литературе можно встретить структурные и энерге-
тические условия, которые приписывают термодинамически идеальному 
раствору (т. е. подчиняющемуся закону Рауля): «строгое определение иде-
ального раствора требует равенства молекулярных полей и размеров мо-
лекул 1 и 2» [1, с. 12] или «строго говоря, жидкости, образующие идеаль-
ный раствор, должны быть одинаковы по молекулярным свойствам, ха-
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рактеристикам межмолекулярных взаимодействий» [2, с. 12]. Основанное 
на статистико-механическом обосновании энтропии идеального раствора 
более корректным является условие «образование идеального раствора 
вероятно, лишь если массы, размеры молекул и парциальные силы взаи-
модействия мало отличаются друг от друга» [3, с. 32]. Несмотря на некото-
рую неопределенность в приведенных условиях, при которых раствор ста-
новится идеальным для суждения о структурных и энергетических изме-
нениях, возникающих при смешении, обычно рассматривают не изотерму 
исходного свойства, а изотерму отклонения этого свойства от идеального 
состояния. Одна из характерных черт современной физической химии 
растворов — структурная ориентированность интерпретаций результатов 
исследований, проводимых разнообразными методами. При рассмотрении 
структуры жидкости обычно выделяют два аспекта: 1) геометрический;  
2) силовой. Первый из них описывает взаимное расположение частиц в 
системе и характеризуется значениями координационных чисел, плотно-
сти укладки частиц и т. п. Второй из них связан с потенциальной энергией 
межчастичных взаимодействий. В настоящей работе исследован геометри-
ческий аспект и для его изучения использована зернистая среда. Под зер-
нистой средой понимают механическую систему из дискретных случайно 
засыпанных под действием сил тяжести твердых частиц, которые образу-
ют определенную упаковку в пространстве. Изучение зернистых сред осу-
ществляется по двум направлениям: 1) с позиции механики зернистых 
сред; 2) с позиции теории упаковок. В работе изучение проведено с пози-
ции теории упаковок, т. е. основано на расположении твердых частиц в 
пространстве с учетом их геометрической формы и размеров. 

Цель работы — разработка новых подходов к расчету структурных 
характеристик модельных полидисперсных систем в рамках зернистой 
среды и оценка вклада геометрического фактора в отклонение от идеаль-
ного поведения объемного коэффициента теплового расширения. 

Поведение структурных характеристик и объемного коэффициен-
та теплового расширения в зернистой среде с нулевым объемным эф-
фектом смешения. При смешении частиц различного размера структур-
ные изменения в системе отражаются на поведении коэффициента плот-
ности упаковки (отношение суммарного объема частиц к занимаемому 
ими объему) и взаимообратного к нему свойству — кажущегося удельно-
го объема. Поэтому сначала необходимо установить поведение этих 
структурных характеристик в зернистой среде для системы с отношением 
объемов частиц 0(

iwV  — объем i-й частицы, 
2 1

0 0
w wk V V — размерный 
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фактор), равным единице. А. Уэстман и Х. Хьюждил [4] интуитивно по-
лагали, что при k = 1 концентрационное поведение кажущегося удельно-
го объема линейно относительно объемной доли частиц. Однако,  
во-первых, когда объемы частиц равны, то нет разности объемной доли 
частиц и мольной доли, а, во-вторых, в работах [5–6] экспериментально 
показано, что аддитивная зависимость по объемной доле частиц кажущего-
ся удельного объема наблюдается и в случае k  1. Случайная идеализиро-
ванная упаковка, т. е. при k  , и близкие к ней подробно изучены, но нет 
ясности в теоретическом описании структурных свойств систем, далеких  
от идеализированной упаковки. Рассмотрим эти системы. Отсутствие объ-
емного эффекта при образовании смеси из чистых компонентов указывает 
на то, что перемешивание молекул А и В, происходящее при его образова-
нии, сохраняет структуру исходных компонентов. Такое возможно при трех 
вариантах структурных условий в зернистой среде. Начнем с жестких усло-
вий, при которых образование смеси можно рассматривать как замещение 
молекул одного вида молекулами другого, причем положение самих моле-
кул можно отождествить с узлами некоторой пространственной решетки.  
Параметры этой решетки при изменении состава смеси не меняются в том 
случае, когда размеры и форма молекул исходных компонентов одинаковы. 
Идентичность формы и размеров молекул смешиваемых компонентов 
означает равенство коэффициентов плотности упаковки молекул в этих 
компонентах и смеси. Эти условия приводят к линейному поведению отно-
сительно мольной доли плотности бинарной системы [7]. Продифференци-
руем эту зависимость плотности по температуре при постоянном давлении 
для определения концентрационного поведения объемного коэффициента 
теплового расширения: 
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где нижний индекс «m» относится к бинарной системе, верхний индекс 
«0» — к чистому компоненту; xi, 0 ,id  0

ip  — мольная доля, плотность  
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и объемный коэффициент теплового расширения i-го компонента. Учи-
тывая, что объемы молекул и коэффициенты упаковки молекул исход-
ных компонентов равны, отношение плотностей исходных компонентов 
полностью определяется отношением молярных масс 0 0 0 0

2 1 2 1d d M M  
и, следовательно, производная третьего слагаемого в правой части по-
следнего выражения по температуре равна нулю, т. е. объемный коэффи-
циент теплового расширения подчиняется мольно-аддитивному правилу 
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а не аддитивному по объемной доле, как это установлено в случае иде-
альных растворов, подчиняющихся закону Рауля. Следовательно, если 
раствор состоит из двух жидкостей с молекулярными структурами мак-
симально близкого геометрического строения, то даже не существенные 
на первый взгляд различия (молекулы имеют одинаковый объем, но не-
значительно отличаются по форме) повлияют на поведение структурных 
характеристик системы. В свою очередь, их изменение приведет к изме-
нению концентрационного поведения объемного коэффициента тепло-
вого расширения. 

Если смешиваются компоненты с одинаковым объемом молекул, а 
коэффициенты плотности упаковки различаются, то коэффициент плот-
ности упаковки и кажущийся удельный объем изменят свою зависимость 
от неизменности состава на зависимости 
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что приведет к отклонению объемного коэффициента теплового расши-
рения относительно зависимости (1), характерной для систем, состоящих 
из геометрически идентичных частиц: 
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0 ,iy  0
ia  — коэффициент плотности упаковки и кажущийся удельный 

объем i-го компонента. Зависимость (2) хорошо описывает эксперимен-
тальные результаты, полученные в работе [8], концентрационного пове-
дения коэффициента плотности упаковки бинарной системы сфероци-
линдр–сфероцилиндр с одинаковым объемом, но разным фактором 
формы (рис. 1). 

Рис. 1. Зависимость коэффициента упаковки бинарной системы  
сфероцилиндров с одинаковым объемом и с w = 0,35 (1), 1,0 (2), 2,0 (3),  

2,5 (4), 3,0 (5) и 3,5 (6) от мольной доли сфероцилиндра с w = 0,35  
(открытые и закрытые значки — экспериментальные данные,  

взятые из работы [8]; сплошная линия — расчет по выражению (2)) 
 
В случае изохорной смеси могут не выполняться оба геометрических 

условия
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1 2 ,y y  что следует из результатов компьютерного 
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моделирования и физических визуальных экспериментов по засыпке сфер и 
сфероцилиндров в стеклянную емкость известного объема [5]. В этом случае 
кажущийся удельный объем изменяет свой тип зависимости с аддитивной 
по мольной доле (3) на аддитивную по объемной доле частиц ( ):  
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В свою очередь, это приводит к добавлению слагаемого, связанного с 
размерным фактором, в отклонение объемного коэффициента теплового 
расширения относительно (1): 
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Согласно выражению (5), источником разности кажущейся избыточ-
ной функции и избыточной функции объемного коэффициента теплово-
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го расширения являются структурные различия смешиваемых компонен-
тов, т. е. разность объемов молекул и их плотностей упаковки, а также 
различие в поведении плотностей упаковки с температурой. Таким обра-
зом, кажущаяся избыточная функция объемного коэффициента теплово-
го расширения определяет объемно-термические изменения относитель-
но системы, состоящей из геометрически идентичных частиц, а избыточ-
ная функция — относительно изохорной системы. 

Поведение плотности упаковки и объемного коэффициента тепло-
вого расширения в зернистой среде с объемным эффектом смешения, 
отличным от нуля. Согласно результатам физического эксперимента по 
засыпке шаров в контейнер [9] и компьютерного моделирования этого 
процесса [10, 11], в диапазоне изменения размерного фактора k от 1 до  
8 коэффициент плотности упаковки бинарной системы линейно изменя-
ется от объемной доли сфер: 
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Зависимость (6) наблюдается также и в бинарных системах  
сфера−цилиндр [12]. Эта зависимость не свидетельствует о том, что в обла-
сти изменения размерного фактора от 1 до 8 коэффициент плотности упа-
ковки не чувствителен к его влиянию, так как в зависимость  (6) он входит в 
неявном виде в объемную долю частиц. Кроме того, в работе [13]  
коэффициент плотности упаковки построен в зависимости от мольной до-
ли, там же и установлено, что в области его изменения от 1 до 5 он отклоня-
ется от линейной зависимости по мольной доле тем больше, чем выше раз-
мерный фактор. Для системы, в которой коэффициент плотности упаковки 
подчиняется зависимости (6), объемный коэффициент теплового расшире-
ния имеет дополнительное слагаемое к его поведению в изохорной системе: 
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Выражение (7) позволяет выделить вклад геометрического фактора в 
концентрационном поведении объемного коэффициента теплового рас-
ширения реальных систем. Для того чтобы отделить вклад геометриче-
ского фактора от вклада межмолекулярных взаимодействий вследствие 
сил притяжения в объемно-термических свойствах реальных растворов 
необходимо экспериментальные данные избыточного объемного коэф-
фициента теплового расширения представить в виде относительной 
функции 
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где rmY  — коэффициент упаковки реального раствора. Последнее слагае-
мое выражения (8) с учетом (7) определяет вклад геометрического фак-
тора, а первые два слагаемых возникают вследствие межмолекулярных 
взаимодействий в результате сил притяжения и определяются отклоне-
нием коэффициента упаковки реальной системы относительно его пове-
дения, моделируемого зернистой средой и различным поведением коэф-
фициента упаковки реальной и зернистой среды с изменением темпера-
туры. Представление объемного коэффициента теплового расширения  
в виде кажущейся избыточной функции добавит еще одно слагаемое к 
выражению (8), определяемое различием в геометрическом строении 
смешиваемых компонентов (см. (5)). 

Оценка вклада геометрического фактора в избыточный объемный 
коэффициент теплового расширения реальных систем. Избыточные 
функции позволяют наглядно указать на отклонение от идеальности. Од-
нако очень часто термодинамические свойства, полученные в экспери-
менте, представляют не в виде избыточной функции, а в виде кажущейся 
избыточной функции, хотя представление в таком виде критикуют [14, 
15], так как источник разности этих функций не установлен, а она часто 
значительна по величине и иногда различается по знаку. Исследуем раз-
ность кажущейся избыточной функции и избыточной функции объемно-
го коэффициента теплового расширения ( )P с использованием (5) для 
различных типов бинарных систем. В случае взаимных смесей н-алканов 
(СnН2n+2–н-С6Н14) эта разность увеличивается по абсолютному значению 
с ростом различий в структурных характеристиках: 
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1) для n = 7: k–1 = 0,15, y = 0,015, 0
1 0, 074;P P

y T y T  

2) для n = 8: k–1 = 0,30, y = 0,025, 0
1 0,137;P P

y T y T  

3) для n = 10: k–1 = 0,60, y = 0,039, 0
1 0, 228;P P

y T y T  

4) для n = 16: k–1 = 1,50, y = 0,062, 0
1 0, 404.P P

y T y T  

В соответствии с результатами анализа выражения (5) вклад сомно-
жителя, заключенного в фигурных скобках, в разность P  определяется 
отклонением размерного фактора от единицы, а вклад сомножителя, за-
ключенного в квадратных скобках, — различием в поведении коэффици-
ентов плотности упаковки молекул н-алканов (n > 7) и н-гексана с темпе-
ратурой. В смеси С7Н14–н-С6Н14 оба эти вклада практически равнознач-
ны и с увеличением номера гомолога (n = 8–16) вклад сомножителя, за-
ключенного в фигурных скобках, растет быстрее, чем вклад сомножите-
ля, заключенного в квадратных скобках, но превышает последний не бо-
лее чем в 3 раза.  

Знаки разности кажущейся избыточной функции и избыточной 
функции P  противоположны для систем с преимущественно ван-дер-
ваальсовыми взаимодействиями, состоящих из молекул со сходной  
(н-С7Н16–н-С6Н14) и различной (н-С7Н16–с-С6Н12) формой. Это связано с 
тем, что значение изменения коэффициента упаковки н-гептана с темпе-
ратурой ниже, чем н-гексана, однако оно выше, чем циклогексана. Таким 
образом, слагаемое Py T  оказывает существенное влияние на по-
ведение функции P  не только количественно, как в случае взаимных 
смесей н-алканов, но и качественно. Если в системе н-С7Н16–н-С6Н14 

вклады от сомножителей, заключенных в квадратных и фигурных скоб-
ках, в функцию P  равнозначны, то для системы н-С7Н16–с-С6Н12 
сомножитель, определяемый отклонением размерного фактора от еди-
ницы, на порядок выше вклада, определяемого различием в поведении 
коэффициентов плотности упаковки молекул н-гептана и с-гексана с 
температурой. 

В случае взаимных смесей н-спиртов наблюдается аналогичная картина, 
как и для взаимных смесей н-алканов, т. е. с увеличением n растет разность 

P  по абсолютному значению. В системах CnH2n+1OH–CH3OH (n = 2–10) 
вклад в величину P  сомножителя, определяемого размерным фактором, 
превышает в 3−5 раз вклад, определяемый различием в поведении коэффи-
циентов плотности упаковки молекул н-спиртов с температурой. Из срав-



Е.С. Баланкина 

82  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2019. № 5 

нения взаимных смесей н-алканов и н-спиртов с приблизительно  
одинаковыми размерными факторами (н-С9Н20–н-С6Н14 k–1 = 0,46;  
C2H5OH–CH3OH k–1 = 0,48), установлено, что разность P  примерно  
в 3 раза выше в системе н-С9Н20–н-С6Н14. Это вызвано в основном тем, 
что значение сомножителя в выражении (5), содержащего слагаемое, 
определяемое различным поведением плотностей упаковки смешивае-
мых компонентов с температурой, в случае системы н-С9Н20–н-С6Н14  
выше, чем в системе C2H5OH–CH3OH. 

В случае Н2О–CnH2n+1OH отклонение P  с увеличением номера n 
меняется незначительно, особенно при переходе от системы вода–
этиловый спирт» к системе «вода–пропиловый спирт» (рис. 2). Это свя-
зано с тем, что рост отклонения размерного фактора от единицы (n = 2: 
k–1 = 3,63  n = 3: k–1 = 5,16) частично компенсируется уменьшением 
относительной разности изменения коэффициентов упаковки воды и 
пропанола с температурой (n = 2: 0

1 5,12P P
y T y T   n =  

= 3: 0
1 4, 76P P

y T y T ). 

Рис. 2. Концентрационные изотермы разности кажущейся избыточной 
функции и избыточной функции объемного коэффициента теплового 

расширения в водных растворах спиртов СН3ОН (1), С2Н5ОН (2), С3Н7ОН (3), 
С2Н4(ОН)2 (4) и С3Н5(ОН)3 (5) при Т = 298,15 K 

При переходе от водных растворов моноспиртов к водным растворам 
полиспиртов разность P  уменьшается в 2,5–3,2 раза в результате  
влияния вклада, заключенного в квадратных скобках (см. (5)), вследствие 
значительного уменьшения относительной разности изменения коэффи-
циента упаковки воды и полиспирта с температурой  
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 2 2 5Н О–C H OH:  0
1 5,12P P

y T y T    

 Н2О–С2Н4(ОН)2: 0
1 2, 84;P P

y T y T  

Н2О–C3H7OH: 0
1 4, 76P P

y T y T   

 Н2О–С3Н5(ОН)3: 0
1 2, 26).P P

y T y T  

При этом вклад сомножителя, определяемого размерным фактором и 
разностью плотностей упаковки молекул, остается практически неизмен-
ным. Другими словами, для систем, состоящих из молекул, сильно разли-
чающихся по форме, вклад в ,P  определяемый различием в поведении 
коэффициентов упаковки молекул смешиваемых компонентов с темпе-
ратурой, значителен. 

Задача анализа данных избыточных объемно-термических свойств от 
состава весьма сложна и, как правило, требует применения аппарата мо-
дельных теорий растворов. В связи с этим выделение в поведении этих 
свойств составляющих, отражающих различные виды взаимодействий, 
дает возможность интерпретации их на молекулярном уровне. Для си-
стемы вода–ацетон вклад геометрического фактора в относительные из-
быточные функции коэффициента теплового расширения и мольного 
объема показан на рис. 3. В области концентрации ацетона 0 < x2 < 0,1 

Рис. 3. Концентрационные изотермы вклада геометрического фактора (1)  
в относительный избыточный (а) коэффициент теплового расширения  

и в мольный объем водного раствора ацетона (б) (2 — экспериментальные 
данные, взятые из работы [16]) 
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вклад геометрического фактора в избыточный мольный объем доминирует 
и составляет примерно 65…90 % от экспериментально определяемого зна-
чения .EV  В избыточный объемный коэффициент теплового расширения, 
который отражает изменение баланса энергий межмолекулярного притя-
жения и отталкивания при изменении температуры, доминирующий вклад 
вносят межмолекулярные взаимодействия вследствие сил притяжения 
(первые два слагаемых выражения (8)), а вклад геометрического фактора 
приблизительно составляет 10…35 % от экспериментально определенного 
значения .

m
Е
P  Из двух первых слагаемых выражения (8), определяющих 

вклад межмолекулярных взаимодействий вследствие сил притяжения, ос-
новной вклад вносит второе слагаемое, т. е. различие в поведении коэффи-
циентов упаковки реальной системы и системы, моделируемой зернистой 
средой. 

Заключение. В диапазоне значений размерного фактора 1−8 получе-
но аналитическое выражение концентрационного поведения объемного 
коэффициента теплового расширения. 

В рамках модели зернистой среды установлено, что избыточный объ-
емный коэффициент теплового расширения определяет объемно-
термические изменения относительно изохорной системы, а кажущийся 
избыточный объемный коэффициент теплового расширения — относи-
тельно системы, состоящей из геометрически идентичных частиц. 

Доминирующий вклад в разность кажущейся избыточной функции и 
избыточной функции объемного коэффициента теплового расширения 
во взаимных смесях гомологов вносит размерный фактор, а в случае си-
стем, состоящих из молекул, сильно различающихся по форме, — разли-
чие в поведении коэффициентов упаковки молекул смешиваемых ком-
понентов с температурой. 

Степень влияния геометрического фактора на поведение избыточных 
объемных и объемно-термических свойств значительно различается в си-
стеме вода–ацетон при концентрации ацетона 0 < x2 < 0,1. В случае избы-
точного мольного объема вклад геометрического фактора составляет при-
мерно 65…90 % от экспериментально определенного значения, а в случае 
избыточного объемного коэффициента теплового расширения — около 
10…35 % от экспериментально определенного значения. 
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Abstract Keywords 
The paper focuses on the analytical expressions obtained 
for the volumetric coefficient of thermal expansion 
depending on the differences in the geometric structure 
of the initial monosystems, i.e., the geometric factor, for 
binary systems with a ratio of the particles volumes in 
the range from 1 to 8, simulated by a granular medium. 
Within the research, we established the reasons for the 
differences between the apparent excess function and 
the excess function of the volumetric coefficient of 
thermal expansion. In systems consisting of molecules 
that differ significantly in shape, the main contribution 
to this difference is made by the different behavior of the 
packing coefficients of the molecules of the mixed com-
ponents with temperature, while in systems where mole-
cules are of similar shape the main contribution is made 
by the difference in their sizes. We estimated the geo-
metric factor contribution to the concentration behavior 
of the excess functions of the molar volume and the 
volumetric coefficient of thermal expansion in the wa-
ter–acetone system, and found that the degree  
of its influence on the behavior of the excess functions  
of these properties varies significantly 
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