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Aннотация Ключевые слова 
Рассмотрен процесс стационарной теплопроводно-
сти в шаровом слое теплозащитного покрытия, 
выполненном из анизотропного материала. Внут-
ренняя поверхность слоя принята идеально тепло-
изолированной, а его внешняя поверхность под-
вержена нагреву за счет конвективного теплообмена 
с окружающей средой, температура которой изме-
няется вдоль этой поверхности. На основе получен-
ного решения линейной задачи теплопроводности 
проведена количественная оценка влияния степени 
анизотропии материала покрытия, его относитель-
ной толщины, интенсивности конвективного тепло-
обмена и неравномерности распределения темпера-
туры окружающей среды на выравнивание распре-
деления температуры в шаровом слое. Полученные 
результаты могут быть использованы для подбора 
характеристик анизотропного материала покрытия 
в целях снижения температуры внешней поверхно-
сти шарового слоя в зоне наиболее интенсивного 
нагрева 
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Введение. Большинство материалов, применяемых для изготовления теп-
лозащитных покрытий, неоднородно по своей структуре, в которой обычно 
выделяют включения и связующее (матрицу) [1, 2]. В зависимости от про-
странственной ориентации и формы включений такие материалы, называе-
мые композиционными (композитами), могут обладать анизотропией не 
только механических характеристик, но и иметь в разных направлениях 
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различные значения коэффициента теплопроводности [3–6]. В общем слу-
чае характеристикой теплопроводности композита является симметричный 
тензор второго ранга, который в частном случае изотропного композита 
будет шаровым. Для анизотропного композита тензор коэффициентов теп-
лопроводности может быть преобразован к ортогональным главным осям,  
в которых ему можно поставить в соответствие диагональную матрицу тре-
тьего порядка. 

Анизотропия теплопроводности композита, применяемого в каче-
стве материала теплозащитного покрытия, может быть использована для 
рационального перераспределения степени нагрева поверхности покры-
тия при интенсивном локальном тепловом воздействии на эту поверх-
ность. Такое воздействие возникает, например, при облучении твердого 
тела концентрированным тепловым потоком или при гиперзвуковом об-
текании летательного аппарата, когда перед затупленным участком его 
поверхности возникает отошедшая ударная волна, формирующая слой 
нагретого до высокой температуры воздуха [7, 8]. 

Процессы теплопроводности в анизотропном твердом теле рассмот-
рены во многих работах, обзор которых приведен в статье [9] и моногра-
фии [10]. Применительно к плоскому слою теплозащитного покрытия, 
выполненного из анизотропного материала, следует отметить исследова-
ния, в которых представлены решения как при стационарном, так и не-
стационарном режимах процессов теплопроводности, а также постанов-
ки и решения задач по оптимизации параметров, определяющих условия 
работы такого покрытия [11–14]. В нескольких работах установлено, что 
применение анизотропного теплозащитного материала, теплопровод-
ность которого вдоль нагреваемой поверхности превосходит теплопро-
водность в направлении нормали к этой поверхности, может способство-
вать более равномерному распределению температуры на этой поверхно-
сти и тем самым повысить работоспособность материала покрытия в 
зоне наиболее интенсивного нагрева. При высокой степени анизотропии 
материала покрытия, определяемой отношением коэффициентов тепло-
проводности в продольном и поперечном направлениях, и некоторых 
режимах обтекания покрытия высокотемпературным потоком расчет-
ным путем прогнозируется инверсия теплового потока на поверхности 
теплообмена [15–17]. 

Следует ожидать, что проявление аналогичного эффекта возможно и 
в случае обтекания анизотропного теплозащитного покрытия на осесим-
метричном теле с затуплением в виде фрагмента сферической поверхно-
сти. При фиксированной интенсивности теплообмена и неравномерном 
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распределении температуры окружающей среды увеличение степени ани-
зотропии материала покрытия должно привести к снижению температуры 
этой поверхности в зоне наибольшей интенсивности нагрева и, наоборот, 
некоторому повышению температуры на остальной части поверхности.  
В настоящей работе в целях количественной оценки предполагаемого  
эффекта применительно к сферическому затуплению приведена постанов-
ка и получено аналитическое решение осесимметричной стационарной 
задачи теплопроводности в анизотропном шаровом слое теплозащитного 
покрытия при произвольной степени неравномерности распределения 
температуры окружающей среды. 

Постановка задачи. Рассмотрим шаровой слой из анизотропного мате-
риала с коэффициентами теплопроводности = constr  в направлении ра-
диальной координаты r  и = const  в любом из тангенциальных направ-
лений. На внешней поверхности слоя радиусом 1r  заданы коэффициент 
конвективного теплообмена = const  и зависящая от угловой координаты 

 (полярного угла) температура *( )T  окружающей среды. Внутреннюю 
поверхность слоя радиусом 0r  примем идеально теплоизолированной. 

Установившееся распределение температуры в шаровом слое описы-
вает искомая функция ( , ),T r  удовлетворяющая дифференциальному 
уравнению в сферической системе координат:  

 2 0 1
( , ) ( , )

sin = 0, ( , ), (0, ).
sinr

T r T r
r r r r

r r
 (1) 

Решение уравнения (1) должно удовлетворять граничным условиям  

 
0 1

*( , ) ( , )
= 0, = ( ) ( , ) ,r

r r r r

T r T r
T T r

r r
 (2) 

 
0

( , ) ( , )
= = 0.

T r T r
 (3) 

Зависимость температуры окружающей среды от полярного угла при-
мем в виде * *

0( ) = (1 ( )),T T f  где *
0 = const > 0,T  = const > 0,  ( )f  — 

безразмерная функция угловой координаты [0, ].  В целях сокращения 
числа определяющих параметров введем безразмерные величины 1= / ,r r  

0 0 1= / ,r r  = / ,r  *0*( , ) = ( , ) /T r T  и число Био 1Bi = / .rr  Тогда 
вместо соотношений (1)–(3) запишем дифференциальное уравнение  



Температурное состояние анизотропного шарового слоя при конвективном теплообмене… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2019. № 4 43 

 * *2 0
( , ) ( , )

sin = 0, ( , 1), (0, )
sin

(4) 

с граничными условиями  

 
0

* *

1

( , ) ( , )
= 0, Bi (1 ( ) ( , )),f  (5) 

 * *

0

( , ) ( , )
= = 0.  (6) 

В силу линейной формулировки задачи (4)–(6) для ее решения удоб-
но использовать метод редукции. 

Решение задачи. Выбранный вариант зависимости температуры 
окружающей среды от угловой координаты позволяет в искомой функ-
ции, описывающей распределение безразмерной температуры в анизо-
тропном шаровом слое, выделить равную единице постоянную состав-
ляющую, записав *( , ) =1 ( , ).  Ясно, что функция ( , )  будет 
удовлетворять уравнению (4), первому равенству (5) и условиям (6), а 
второе равенство (5) примет вид неоднородного граничного условия  

 
1

( , )1 (1, ) = ( ).
Bi

f  (7) 

В этом случае для нахождения функции ( , )  можно применить 
метод разделения переменных (метод Фурье), использовав ее представ-
ление в виде произведения ( ) ( )R  функций, каждая из которых зави-
сит лишь от одного аргумента. 

После замены в уравнении (4) искомой функции произведением 
( ) ( )R  получим 

 
2 2

2
( ) 2 ( ) ( )= sin = ,

( ) ( ) ( )sin
d R dR d d

R R d d
 

где  — подлежащий определению параметр разделения. Отсюда следу-
ют два обыкновенных дифференциальных уравнения второго порядка 

 
2

2
2
( ) ( )2 ( ) = 0,d R dR R

dd
 (8) 

 1 ( )sin ( ) = 0.
sin

d d
d d

 (9) 
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Равенство (8) является однородным дифференциальным уравнением 
Эйлера второго порядка [18]. Структура решения этого уравнения зави-
сит от соотношения между значением параметра  и коэффициентом 2  
в слагаемом, содержащем первую производную искомой функции ( )R  
[19]. Это соотношение можно установить, если предварительно выяснить 
структуру решения дифференциального уравнения (9), которое при ис-
пользовании подстановки = cosx  принимает вид 

 2 ( )(1 ) ( ) = 0.d dP xx P x
dx dx

 (10) 

Здесь ( )P x  — функция, соответствующая искомой функции ( )  при 
замене в ней аргумента в соответствии с равенством = arccos .x  Извест-
но, что нетривиальными решениями этого уравнения при выполнении 
условия / = ( 1)n n  являются многочлены Лежандра ( ),nP x  опреде-
ляемые формулой Родрига [10, 20]: 

 
21 ( 1)( ) = , = 0, 1, 2, ...,

2 !

n n
n n n

d xP x n
n dx

 

где n — степень многочлена Лежандра. 
Следовательно, параметр разделения  в уравнениях (8)–(10) может 

принимать бесконечное множество положительных значений / =n  
( 1),n n  каждому из которых соответствует решение уравнения (8)  

в виде [19] 1/2 1/2( ) = ,n nn n nR C C  где 1/2=( ( 1) 1/ 4) ;n n n  ,nС  
nС  — произвольные постоянные. Из первого условия (5) следует  

 
0

( ) = 0,ndR
d

 

что приводит к равенству 2
0 ( 1/ 2) /( 1/ 2)nn n n nС С  и в результате 

к формуле ( ) = ( ),n n nR C R  где  

 21/2 1/2
0( ) = ( 1/ 2) / ( 1/ 2).nn nn n nR  (11) 

Для каждого фиксированного значения n функция ( , ) =n

( ) (cos )n nR P  удовлетворяет уравнению вида (4), первому равенству 
(5) и условиям (6). Поэтому искомое решение можно представить в виде 
ряда  

 
=0

( , ) = ( ) (cos ).n n n
n

C R P  (12) 



Температурное состояние анизотропного шарового слоя при конвективном теплообмене… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2019. № 4 45 

Коэффициенты nC  ряда (12) найдем путем удовлетворения опреде-
ляемого равенством (7) граничного условия на внешней поверхности 
шарового слоя, использовав свойства ортогональности и полноты систе-
мы многочленов Лежандра ( )nP x  на отрезке [ 1; 1].  Это свойство позво-
ляет любую функцию, непрерывную на указанном отрезке, представить 
разложением в ряд по этим многочленам. Подставив ряд (12) с использо-
ванием подстановки = arccos x  в левую часть равенства (7), с учетом 
формулы (11) получим  

 
2

20
0

=0

( 1/ 2)(1 ) 1/ 21 ( ) = (arccos ).
Bi 1/ 2

nn n nn n
nn

C P x f x  (13) 

Если обе части равенства (13) умножить на многочлен Лежандра 
( )mP x  степени = 0, 1, 2,m  и затем проинтегрировать полученные про-

изведения по x  при 1 1,x  то можно записать  

 
2 1

20
0

=0 1

( 1/ 2)(1 ) 1/ 21 ( ) ( ) =
Bi 1/ 2

nn n nn m n
nn

C P x P x dx  

 
1

1 0
= (arccos ) ( ) = ( ) (cos )sin .m mf x P x dx f P d  

В силу ортогональности многочленов Лежандра в области интегри-
рования интеграл в левой части этого равенства отличен от нуля лишь 
при = .m n  Тогда с учетом равенства квадрата нормы многочлена ( )nP x  
на отрезке [ 1; 1] значению 1/( 1/ 2)n  получим  

 2 22 00 0

( 1/ 2)( 1/ 2)= ( ) (cos )sin .
1 1/ 4 Bi 1 ( 1/ 2)

n
n nn nn n

nC f P d  

Таким образом, при выбранной зависимости температуры окружающей 
среды от угла  распределение безразмерной температуры в шаровом 
слое в соответствии с равенством (12) будет описывать соотношение  

 *( , ) =1 ( , ) =  

 2 22=0 00 0

( 1/ 2)( 1/ 2) ( ) (cos )=1 ( ) (cos )sin .
1 1/ 4 Bi 1 ( 1/ 2)

n n n
nn nn n n

n R P f P d   

(14) 

Результаты количественного анализа. Проведем количественный ана-
лиз полученного решения задачи для двух вариантов функции ( ),f  опре-
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деляющей неравномерность распреде-
ления безразмерной температуры окру-
жающей среды со стороны внешней 
поверхности шарового слоя. Первый 
вариант (кривая 1, рис. 1) при фикси-
рованном значении числа Био Bi  при-
ближенно характеризует изменение ин-
тенсивности теплового воздействия 
при гиперзвуковом обтекании полу-
сферического затупления в случае ла-
минарного режима течения в погра-
ничном слое [1, 21], когда максимум 

соответствует передней критической точке ( = 0).  В случае турбулентного 
режима течения максимум интенсивности теплового воздействия смещает-
ся в направлении отсчета угла  (кривая 2, см. рис. 1). 

Для определенности выберем в соотношении (14) значение =1.   
Тогда зависящую от координат составляющую распределения безразмер-
ной температуры в шаровом слое будет описывать функция  
 ( , ) =  

2 22=0 00 0

( 1/ 2)( 1/ 2) ( ) (cos ) ( ) (cos )sin .
1 1/ 4 Bi 1 ( 1/ 2)

n n n
nn nn n n

n R P f P d  (15) 

Следует отметить, что сходимость ряда в формуле (15) оказывается 
достаточно медленной и для получения достоверного результата при вы-
боре функции ( )f  в вариантах, приведенных на рис. 1, может возник-
нуть необходимость в вычислении значительного числа слагаемых. 

Главная цель количественного анализа состоит в установлении влияния 
степени анизотропии материала шарового слоя на распределение тем-
пературы в этом слое. Если с приемлемой точностью можно представить 
каждый используемый вариант функции ( )f  линейной комбинацией не-
скольких многочленов Лежандра, то при вычислениях удается ограничить-
ся суммированием лишь тех членов ряда, в которые входят только эти не-
сколько многочленов. В первом варианте эту функцию, имеющую ординату 
максимума, равную единице, и удовлетворяющую граничным условиям 

( ) / = 0df d  при = 0  и = / 2,  можно представить в виде  

 0 2 4
1

0, 6125 (cos ) (cos ) 0, 3 (cos )
( ) = .

1, 3125
P P P

f  (16) 

 
Рис. 1. Два варианта выбора 

функции ( )f  
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Для второго варианта функции ( ),f  имеющей ординату максимума, 
равную единице с точностью 410 ,  и также удовлетворяющей указанным 
граничным условиям, можно записать  

 0 4 6
2

0, 52381 (cos ) (cos ) (10 / 21) (cos )
( ) = .

1, 0185
P P P

f  (17) 

Графики именно этих двух функций приведены на рис. 1. Представ-
ление функции ( )f  линейной комбинацией трех многочленов Ле-
жандра позволяет при вычислении ряда в формуле (15) ограничиться 
лишь тремя слагаемыми. 

Степень анизотропии теплопроводности материала теплозащитного 
покрытия, определяемая значением параметра ,  может изменяться в 
достаточно широких пределах. Для композитов она зависит от свойств 
армирующих элементов и может быть оценена методами математическо-
го моделирования [22, 23]. С применением для армирования нанострук-
турных элементов связана перспектива увеличения степени анизотропии 
теплопроводности до значений порядка 210  [17, 24]. 

Выберем два значения относительной толщины шарового слоя 
0 = 0, 8  и 0 = 0, 9.  С использованием функции ( ),f  заданной форму-

лой (16), по соотношению (15) построены графики зависимости безраз-
мерной температуры  шарового слоя от угла  при 0 = 0, 8  для трех 
значений радиальной координаты ,  соответствующих внешней поверх-
ности слоя, его средней поверхности и внутренней идеально теплоизоли-
рованной поверхности (рис. 2). При достаточно высокой интенсивности 
конвективного теплообмена (Bi = 100)  и низкой степени анизотропии 
материала слоя ( = 2,  кривые 3) температура на всей внешней поверх-
ности ( = 1)  практически совпадает с температурой окружающей среды, 
а изменение температуры по толщине слоя оказывается сравнительно 
небольшим. Увеличение степени анизотропии на порядок ( = 20) при-
водит к заметному отличию температуры внешней поверхности от тем-
пературы окружающей среды и более пологому распределению темпера-
туры внутри слоя (кривые 4). Снижение интенсивности теплообмена 
(Bi = 50)  при той же степени анизотропии увеличивает различие между 
температурой окружающей среды и температурой внешней поверхности, 
но мало влияет на распределение температуры внутри слоя (кривые 6). 
Уменьшение как интенсивности теплообмена, так и степени анизотропии 
(кривые 2) вызывает некоторое снижение перепада температуры по тол-
щине слоя. Наконец, при Bi = 10  и достаточно высокой степени анизо-
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Рис. 2. Зависимость безразмерных температуры окружающей среды (1)  
и температуры шарового слоя от угловой координаты при 0 = 0,8   

и различных сочетаниях значений параметров:  
2 — Bi = 20  и =10;  3 — Bi =100  и = 2;  4 — Bi =100  и = 20;  5 — Bi =10  и = 50;   

6 — Bi = 50  и = 20  (сплошные линии соответствуют значению =1,   
штрихпунктирные — 0=(1 )/ 2,  штриховые — 0= )  

тропии ( = 50)  распределения температуры при = 0, 9  и 0 = 0, 8  ста-
новятся почти однородными, а различие между распределениями темпе-
ратуры на внешней поверхности и окружающей среды наибольшим.  
С уменьшением относительной толщины шарового слоя (рис. 3, 0 = 0, 9)
отмеченные тенденции сохраняются, но влияние анизотропии на вырав-
нивание распределения температуры в тангенциальном направлении не-
сколько ослабевает. 

Рис. 3. Зависимость безразмерных температуры окружающей среды (1) и темпе-
ратуры шарового слоя от угловой координаты при 0 = 0, 9  и различных 

сочетаниях значений параметров (обозначения кривых идентичны 
обозначениям, приведенным на рис. 2) 
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Отмеченные выше закономерности остаются в силе и в случае, когда 
распределение безразмерной температуры окружающей среды описывает 
функция, определяемая формулой (17). Результаты вычислений по фор-
муле (15) для тех же сочетаний параметров, которые использованы выше, 
приведены на рис. 4. Следует отметить, что в этом случае внутри шарово-
го слоя эффект выравнивания распределения температуры в тангенци-
альном направлении проявляется сильнее, поскольку уменьшаются отно-
сительные расстояния от зоны максимальной интенсивности конвектив-
ного теплообмена до оси симметрии шарового слоя при = 0  и идеально 
теплоизолированной кольцевой поверхности при = / 2.  Несмотря на 

Рис. 4. Зависимость безразмерных температуры окружающей среды (1)  
и температуры шарового слоя от угловой координаты при  (а) 0,9 (б)  

и различных сочетаниях значений параметров (обозначения кривых идентичны 
обозначениям, приведенным на рис. 2) 
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то что в таком случае вследствие осевой симметрии температура в ши-
ротном направлении не изменяется, одинаковое изменение значений Bi  
и  оказывает более существенное влияние на разность значений темпе-
ратуры окружающей среды и температуры поверхности теплообмена в 
зоне их наибольших значений по сравнению с предыдущим случаем, ко-
гда модуль градиента температуры при = 0  в любом из меридиональ-
ных направлений одинаков. 

Заключение. Постановка модельной задачи стационарной теплопро-
водности при неравномерном нагреве внешней поверхности анизотропного 
шарового слоя и количественный анализ полученного решения этой задачи 
позволили оценить взаимное влияние степени анизотропии материала слоя, 
его относительной толщины и интенсивности конвективного теплообмена 
на выравнивание распределения температуры. При определенных условиях 
вследствие высокой степени анизотропии материала слоя, характеризуемой 
отношением коэффициентов теплопроводности в продольном и попереч-
ном направлениях, возникает возможность снижения температуры поверх-
ности теплообмена в зоне наиболее интенсивного нагрева и появления 
участков этой поверхности, температура которых оказывается выше темпе-
ратуры окружающей среды. Представленное решение задачи в замкнутой 
аналитической форме позволяет проводить сравнительный анализ влияния 
определяющих параметров в широком диапазоне изменения их значений на 
температурное состояние теплозащитного покрытия в виде шарового слоя 
из анизотропного материала. 
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Abstract Keywords 
The paper focuses on the process of steady heat con-
duction in a spherical layer of a heat-shielding coating 
made of anisotropic material. The inner surface of the 
layer is ideally heat-insulated but its outer surface is 
exposed to heating by convective heat exchange with 
the environment, the temperature of which varies 
along this surface. Based on the obtained solution of 
the linear heat conduction problem, we quantitatively 
assessed the influence of the degree of anisotropy of 
the coating material, its relative thickness, intensity of 
convective heat transfer, and uneven distribution of 
ambient temperature on the equalization of tempera-
ture distribution in the spherical layer. The results 
obtained can be used to select the characteristics of an 
anisotropic coating material in order to reduce the 
temperature of the outer surface of the spherical layer 
in the zone of the most intense heating 

Convective heat transfer, aniso-
tropic material, heat-shielding 
coating, problem  
of heat conductivity, spherical 
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