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Aннотация Ключевые слова 
Трансверсально-изотропные материалы имеют ось 
симметрии бесконечного порядка. В зависимости от 
того, какие еще элементы симметрии имеет структу-
ра материала, трансверсально-изотропные материа-
лы подразделяют на пять классов. Для таких мате-
риалов рассмотрены определяющие соотношения, 
которые связывают два симметричных тензора вто-
рого ранга. Свойства материалов этих пяти классов 
описаны двумя типами определяющих соотноше-
ний. Получено выражение тензорной функции для 
определяющих соотношений материалов классов C  
и C h. При этом использованы следствия из прин-
ципа симметрии Кюри. Это позволяет получить 
полный и неприводимый вид тензорной функции 
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Введение. Определяющие соотношения (constitutive relations) уста-
навливают наиболее общие связи между воздействиями на среду (тело) и 
откликами на это воздействие [1]. В механике твердого деформированного 
тела часто встречаются определяющие соотношения, связывающие два 
симметричных тензора второго ранга [1–11], вида  

 Е = F (T)  (1)  
или 

  , , , ,  1,  2,  3,ij ij klЕ F Т i j k l   

где величины ,ij klЕ Т могут быть тензорами или девиаторами деформаций, 
тензорами скоростей деформаций, тензорами или девиаторами на-
пряжений. 

Во многих случаях рассматриваются анизотропные среды, для описания 
свойств которых применяют анизотропные тензорные функции (1). 
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Первопричиной анизотропии всех свойств материала является строе-
ние структуры материала. Для кристаллов — вид кристаллической решетки, 
для композитов — тип армирования, для конструкционных металлов — 
измененная геометрия зерна в результате обработки давлением и т. п.  
Точечные элементы симметрии (оси и плоскости симметрии) характеризу-
ют строение структуры материала и образуют группу симметрии структуры 
материала. Вид анизотропии тензорной функции, описывающей свойства 
среды, зависит от вида анизотропии среды, но не обязательно совпадает  
с ней.  

Цель работы — рассмотрение определяющих соотношений вида (1) 
для трансверсально-изотропных материалов. 

О симметрии структуры трансверсально-изотропных материалов  
и симметрии трансверсально-изотропных тензорных функций. Транс-
версально-изотропные материалы имеют ось симметрии бесконечного по-
рядка и могут обладать и другими элементами симметрии. В зависимости от 
того, какие это элементы, трансверсально-изотропные материалы подразде-
ляют на пять классов [11, 12]. Обозначение этих классов по Шенфлису: 

, , , , .h v hD D C C C   
Трансверсально-изотропные материалы различных классов симметрии 

можно получить, армируя изотропную матрицу длинными параллельными 
элементами, равномерно распределенными по объему (рисунок). 

Примеры трансверсально-изотропных материалов различных классов 
симметрии структуры 

Материал класса симметрии hD  можно получить армированием во-
локнами круглого поперечного сечения (рисунок, а). Такой материал 
имеет ось симметрии бесконечного порядка, бесконечное число плоско-
стей симметрии, проходящих через эту ось, плоскость симметрии, пер-
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пендикулярную этой оси, бесконечное число осей второго порядка, пер-
пендикулярных оси бесконечного порядка, центр симметрии.  

У материала класса симметрии D  армирование проводится правы-
ми спиралями (рисунок, б). Элементы симметрии структуры этого мате-
риала: ось симметрии бесконечного порядка и бесконечное число осей 
второго порядка, перпендикулярных оси бесконечного порядка.  

Для материала класса vC  армирование осуществляется волокнами 
типа елочка (рисунок, в). Такой материал, кроме оси бесконечного по-
рядка, имеет бесконечное число плоскостей симметрии, проходящих че-
рез эту ось. 

Для армирования материала C  используют правые спирали и во-
локна типа елочки (рисунок, г). У этого материала нет других элементов 
симметрии, кроме поворотной оси симметрии бесконечного порядка. 

Для материала класса hC  армирование проводится «рулонами»  
(рисунок, д). Элементы симметрии этого материала: ось симметрии бес-
конечного порядка, перпендикулярная к ней плоскость симметрии, 
центр симметрии. 

Можно утверждать также о свойствах симметрии для тензоров и тен-
зорных функций [12–15].  

Тензор обладает элементом симметрии, если после преобразования с 
матрицей ,ijQ  соответствующей этому преобразованию, каждый компо-
нент тензора преобразуется в себя. Например, если для тензора второго 
ранга выполняются равенства 
   и  ,ij in jm nm ij ijА Q Q A А А    (2) 
то ортогональное преобразование с матрицей ijQ  представляет собой 
элемент симметрии тензора .ijА   

Эти преобразования образуют группу симметрии тензора .AG  Такую 
симметрию тензора иногда называют внешней симметрией тензора в от-
личие от симметрии тензора по индексам, которую называют внутренней 
симметрией [12]. Иногда говорят, что тензор индифферентен относи-
тельно группы AG  [15].  

Соотношения (2) накладывают ограничения на компоненты индиф-
ферентных тензоров. 

Пусть {e1, e2, e3} — ортогональный базис. В работе [13] показано, что 
для симметричного тензора второго ранга вида 
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плоскость, перпендикулярная вектору e3, является плоскостью симмет-
рии этого тензора. Тензор вида  
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индифферентен относительно группы hD  (ось трансверсальной изо-
тропии совпадает с e3) [13]. 

Если для некоторого ортогонального преобразования с матрицей Мij 
для тензорной функции вида (1) выполняется соотношение  

   ,in jm nm ij kn lm nmМ M Е F M M Т    (3) 

то это ортогональное преобразование является элементом симметрии 
функции .ijF  Совокупность всех ортогональных преобразований, удовле-
творяющих (3), образует группу симметрии тензорной функции (1) П .G   

Принцип симметрии, сформулированный П. Кюри, гласит: «когда 
определенные причины вызывают определенные следствия, то элементы 
симметрии причин должны проявляться в вызванных ими следствиях» 
[16]. Поэтому элементы симметрии структуры материала должны вхо-
дить в набор элементов симметрии функции (1).  

Из принципа Кюри следует П .SG G  Здесь ПG  —  группу симметрии 
тензорной функции, описывающей свойства материала с группой сим-
метрии структуры ,SG  и 
 П ,E TG G G    (4) 
где ,E TG G — группы симметрии тензоров Е и Т в выражении (1).  

Отметим, что преобразование инверсии, т. е. преобразование с мат-
рицей 

 
1 0 0

0 1 0 ,
0 0 1

ijL  

является элементом симметрии функции (1). Это следует из того, что как 
функция, так и аргумент функции — тензоры четного ранга. Поэтому для 
определения группы симметрии функции (1) для какого-либо вида 
трансверсально-изотропного материала к ортогональным преобразова-
ниям класса симметрии структуры материала необходимо добавить пре-
образование инверсии. Таким образом, для материалов класса симмет-
рии , ,h vD D C  группа симметрии функции (1) — .hD  Для материа-
лов классов С  и С h  —  C h. 
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Анизотропная тензорная функция с группой симметрии GП может 
быть представлена в виде [3]: 
 1 1 2 2( )   ,n nЕ Н Н HT    (5) 

где φ1, …, φn — скалярные функции тензора Т, инвариантные относительно 
группы GП; H1, …, Hn — симметричные тензоры второго ранга, являющиеся 
либо тензорами-константами, либо линейными или квадратичными функ-
циями тензора Т. Тензоры H1, …, Hn (generators) являются форм-инва-
риантами относительно группы GП. Выражение (5) будет неприводимым,  
если среди тензоров  H1, …, Hn нет таких, которые могут быть выражены 
как линейные комбинации остальных с коэффициентами, являющимися 
скалярными функциями тензора Т, инвариантными относительно GП. 

Определяющие соотношения класса симметрии D h рассмотрены, 
например, в работах [3, 6–11] и др. 

Полное и неприводимое представление функции (1) группы симмет-
рии D h в ортогональном базисе {e1, e2, e3}, где вектор e3 направлен по 
оси трансверсальной изотропии, получено в виде  
 Е = 0  + 1  + 2Т + 3Т2 + 4(MТ + ТM) + 5(MТ2 + Т2M).  (6) 

Здесь 0, …, 5  — скалярные функции пяти инвариантов, составляющие 
функциональный базис относительно группы D h (trТ = Тii — след тен-
зора Т):  
 I1 = trT, I2 = trT2, I3 = trT3,  I4 = trMT, I5 = trMT2; 

 M = e3 e3, 

 e3 = 
0
0
1

,   M = 
0 0 0
0 0 0 ,
0 0 1

 

 I = 
1 0 0
0 1 0 ;
0 0 1

  T = 
11 12 13
12 22 23
13 23 33

;
T T T
T T T
T T T

  (7) 

 Т2 = 
 

2 2 2 11 12 12 22 13 23 11 13 12 23 13 3311 12 13
2 2 211 12 12 22 13 23 12 13 22 23 23 3312 22 23

2 2 211 13 12 23 13 33 12 13 22 23 23 33 13 23 33

;
Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т
Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т
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13
23

13 23 33

0 0
0 0 ;

2

Т
Т

Т Т Т
МТ ТМ  

 2 2МТ Т М    

= 
11 13 33 13 12 23

22 23 33 23 12 13
2 2 211 13 33 13 12 23 22 23 33 23 12 13 13 23 33

0 0
0 0 .

2

Т Т Т Т Т Т
Т Т Т Т Т Т

Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

 

Трансверсально-изотропной функции вида (1) для группы симмет-
рии hС  уделялось значительно меньше внимания. Можно отметить ра-
боту [17], где для всех пяти групп симметрии приведены трансверсально-
изотропные функции векторов, симметричных тензоров второго ранга и 
кососимметричных тензоров второго ранга. 

Построение трансверсально-изотропной тензорной функции клас-
са симметрии .hС  Для некоторых групп анизотропные тензорные 
функции могут быть получены с использованием теоремы «изотропиза-
ции» [3, 10]. Согласно этой теореме, анизотропная тензорная функция 
класса симметрии G тензорного аргумента T может быть выражена как 
изотропная тензорная функция этого тензорного аргумента и набора 
структурных тензоров, характеризующих группу G, т. е. 
 Fа(T)  Fи(T, 1, …, k), 

где 1, …, k — набор структурных тензоров, т. е. тензоров, имеющих со-
вокупную группу симметрии G [18]. 

Тензор, как показано в работах [13, 14],  

 W = 
0 1 0
1 0 0
0 0 0

  (8) 

имеет симметрию группы С h, при этом ось трансверсальной изотропии 
совпадает с вектором e3. 

Изотропную тензорную функцию двух переменных Е = Φ(Т, W) 
можно рассматривать как анизотропную функцию группы симметрии 
С h переменной Т.  

Для нахождения изотропной тензорной функции используем резуль-
таты по изотропным скалярным, векторным и тензорным функциям ар-
гументов, которыми являются векторы, симметричные и кососиммет-
ричные тензоры второго ранга [10].  
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Общий вид этой функции  

 Е = 0  + 1Т + 2Т2 + 3W2 + 4(ТW – WТ) + 5(ТW2 + W2Т) + 

 + 6 (Т2W – WТ2) + 7(WТW2 – W2ТW).  (9) 

Здесь 0, …, 7 — функции инвариантов тензора Т, входящих в функцио-
нальный базис относительно группы С h. Базис из шести инвариантов 
приведен в работах [17, 19, 20]: 

 
2 3 21 2 3 4

2 2 25 6

(tr ,  tr ,  tr ,  tr ,)
( ) ( )tr ,  tr

J J J J
J J 2

Т Т Т ТW
Т W Т W ТW

   (10) 

или базис, эквивалентный этому. Инварианты (10) связаны сизигией [21] 

 
3 3 23 1 4 1 4 5 2 4 5 4

2 2 2 25 2 1 4 2 5 4 62 14

2 4 6 3
 

[ ( ) ( )( )
9 2  4 2

]
[ ( 36 0,) ] [ ( ) ]

J J J J J J J J J J
J J J J J J J J JJ   

поэтому инвариант J6 может быть выражен через инварианты J1, …, J5  
c точностью до знака. Функциональный базис инвариантов тензора Т для 
группы С h упрощается, и можно полагать, что функциональный базис 
состоит из инвариантов J1, …, J5 и инварианта Y. Инвариант Y может 
принимать значения 

 2 2 2 2( ( )1 если tr 0 ; 1 ) (е ( ) )сли tr 0 .Y YТ W ТW Т W ТW   

При значении тензора W, заданным соотношением (8),  

 

1 1 11 22 33
2 2 2 2 2 2

2 2 11 22 33 12 13 23
3 3 3 2 2 2 23 3 11 2211 22 33 12 13 12 23

2 233 12 13 2313 23

4 4 1 11 22
2 2 2 2 25 5 2 11 12 22 23 13

2 2

;
 2

   3 3
( );

( )

;
;

;
(

3  6
– –

–  2
tr

J I Т Т Т
J I Т Т Т Т Т Т

J I Т Т Т Т Т Т Т Т Т

Т Т Т Т Т Т
J I I Т Т

J I I Т Т Т Т Т
Т W 2 212 22 13 23 11 13 23 1213 23) .Т Т Т Т Т Т Т Т Т ТТW

 

Таким образом, базис инвариантов, приведенный в работах [17, 19, 20], 
может быть упрощен. 

Используемый метод построения анизотропной тензорной функции 
имеет недостаток — соотношение (9) может содержать лишние слагае-
мые. Покажем, что в (9) достаточно оставить только шесть слагаемых, 
для чего запишем условия линейной независимости шести тензоров: 
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 2 2 2 2, , , , , – .I Т Т W ТW WТ Т W WТ    (11) 

Выражение этих тензоров через компоненты даются соотношениями 
(7) и  

 2
1 0 0

0 1 0 ;
0 0 0

W  

 
12 22 11 23

22 11 12 13
23 13

2
2 ;

0
 

Т Т Т Т
Т Т Т Т

Т Т
ТW WT  

 2 2T W WT   
2 2 2 211 12 12 22 13 23 12 13 22 23 23 3311 13 22 23

2 2 2 2 12 11 22 12 23 13 13 11 23 12 33 1311 13 22 23

12 13 22 23 23 33 13 11 23 12 33 13

2 ( )

2 ( ) .
0

Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т
Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

 

Вычислим определитель, составленный из независимых компонент 
тензоров (11). При этом удобно рассматривать тензоры в системе коор-
динат, в которой вектор e3 направлен по оси трансверсальной изотропии, 
а векторы e1 и e2 выбраны так, что Т12 = 0.  

Очевидно, что при любых значениях тензора Т такую систему коор-
динат всегда можно найти. Тогда  

11 22 33 23 13
2 2 2 2 2 2 2 23 22 33 13 11 33 13 2311 13 22 23 13 23 33

13 23 22 11
2 2 2 213 23 13 23 13 11 33 23 22 33 22 23 11 13

1 1 1 0 0 0
0

( ) ( )
1 1 0 0 0 0

0 0 0
2 2 0 ( ) ( )

Т Т Т Т Т
Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

Т Т Т Т
Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т Т

 

 
22 2 2 2 2 22 11 22 3323 22 23 11 13

2 2 2 2 2 222 11 11 3313 22 23 11 13

T T T T T T T T T

T T T T T T T T T
  

 22 2 2 222 1113 23 13 235 4 4 .T T T T T T  (12) 

Определитель (12) равен нулю тогда и только тогда, когда Т23 = Т13 = 0. 
За исключением этого случая тензоры (11) линейно независимы и, 

следовательно, формула  

 2 2 2 20 1 2 3 4 6– –( ) ( )Е I Т Т W ТW WТ Т W WТ    (13) 

задает тензор Е общего вида. В (13) 0 1 2 3 4 6, , , , ,  — скалярные 
функции инвариантов J1, …, J5, Y. 
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Рассмотрим случай, когда Т23 = Т13 = 0. Это означает, что плоскость, 
перпендикулярная вектору e3, является плоскостью симметрии тензора Т 
[13, 14]. Эта же плоскость — плоскость симметрии тензорной функции. 
Согласно принципу симметрии Кюри и из (4) плоскость, перпендикуляр-
ная вектору e3, должна быть плоскостью симметрии тензора Е. Отсюда 
Е23 = Е13 = 0, т. е. этот тензор должен иметь вид 

 Е = 
11 12
12 22

33

0
0 .

0 0

Е Е
Е Е

Е
  (14) 

При условии Т12 = 0 из (13) и для Т23 = Т13 = 0 имеем 

 Е = 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 + 
2
11

21 22
2
33

0 0
0 0
0 0

Т
Т

Т
 + 

2
11

22 22
2
33

0 0
0 0
0 0

Т
Т

Т
 + 

 + 3
1 0 0

0 1 0
0 0 0

 + 
22 11

4 22 11
0 0

0 0
0 0 0

Т Т
Т Т  + 

 + 
2 2
11 22

2 26 11 22

0 0
0 0 .

0 0 0

Т Т
Т Т  (15) 

Формула (15) определяет тензор Е вида (14) за исключением случая, 
когда Т11 = Т22. 

Рассмотрим случай, когда Т23 = Т13 = 0 и Т11 = Т22, т. е. 

 Т = 
11

11
33

0 0
0 0 .
0 0

Т
Т

Т
 

Такой тензор, согласно [13, 14], имеет поворотную ось симметрии 
бесконечного порядка, совпадающую с вектором e3. Такую же ось имеет и 
тензорная функция (1). Из (4) следует, что тензор Е должен иметь такую 
же ось трансверсальной изотропии и, следовательно, тензор Е должен 
иметь вид 

 Е = 
11

11
33

0 0
0 0 .
0 0

Е
Е

Е
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Такого вида тензор определяет соотношение (15) при Т11 = Т22. Таким 
образом, для трансверсальной изотропии С h связь тензора Е и Т во всех 
случаях определяется зависимостью (13). 

Выводы. Выражение для тензорной функции группы симметрии С h 

содержит меньше тензоров Нi по сравнению с таким же соотношением, 
полученным в работе [17]. Поэтому выражение для тензорной функции, 
приведенное в работе [17], приводимо. Определяющие соотношения для 
материалов, у которых классы симметрии структуры D , D h, C v, отно-
сятся к группе D h. В такие соотношения входят шесть скалярных функ-
ций пяти инвариантов. Определяющие соотношения, которые имеют 
классы симметрии структуры C , C h, относятся к группе C h. Эти соот-
ношения имеют шесть скалярных функций шести инвариантов, причем 
один из инвариантов может принимать одно из двух постоянных значе-
ний. Это эквивалентно заданию 12 скалярных функций пяти инвариан-
тов. Таким образом, соотношения для материалов класса симметрии C , 
C h имеют более сложный вид по сравнению с определяющими соотно-
шениями для материалов класса D , D h, C v. 

Полученные результаты полезны при рассмотрении различных эф-
фектов, которые могут возникать в трансверсально-изотропных средах 
разных классов симметрии. Так, если рассматривать нелинейно дефор-
мируемые материалы при одноосном нагружении в направлении оси, 
совпадающей с вектором e1, у материалов классов симметрии D , D h, C  
не возникнут деформации сдвига, а у материалов классов C , C h будут 
иметь место деформации сдвига в плоскости, в которой лежат векторы e1 
и e2. Это следует из сопоставления формул (6) и (13). 
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Abstract Keywords 
Transversely isotropic materials feature infinite-order 
symmetry axes. Depending on which other symmetry 
elements are found in the material structure, five sym-
metry groups may be distinguished among transversely 
isotropic materials. We consider constitu-tive equations 
for these materials. These equations connect two sym-
metric second-order tensors. Two types of constitutive 
equations describe the properties of these five material 
groups. We derived constitutive equations for materials 
belonging to the C  and C h symmetry groups in the 
tensor function form. To do this, we used corollaries  
of Curie’s Symmetry Principle. This makes it possible to 
obtain a fully irreducible form of the tensor function 
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