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Аннотация Ключевые слова 
Предложен метод описания броуновского движе-
ния в неравновесной среде при протекании необра-
тимых процессов. Рассчитана спектральная плот-
ность флуктуаций скорости броуновской частицы  
в неравновесной среде и установлено, что в низко-
частотной части спектра она представляет собой 
фликкер-шум. Разработанный метод описания 
броуновского движения в неравновесной среде 
применен для расчета флуктуаций тока в малом 
объеме электролита. Получены оценки  константы 
Хоуге и постоянной времени хаотизации ионов  
в электролите, совпадающие с экспериментально 
полученными данными 
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Экспериментальные исследования флуктуаций электрического тока в раз-
личных средах показывают наличие в их спектрах фликкер-шума [1, 2].  
В частности, такой шум наблюдается при протекании электрического тока 
в малых объемах электролита [3−6]. Фликкер-шум может быть объяснен  
в рамках модели, предполагающей существование флуктуаций кинетиче-
ских коэффициентов, в частности коэффициента вязкости при броунов-
ском движении [7]. 

Математическое описание фликкер-шума можно провести с помощью 
теории немарковских процессов, описывающей случайные процессы с па-
мятью [8]. Так, эта теория описывает броуновское движение [9−11], диф-
фузию [12, 13], теплопроводность [14, 15], флуктуации молекулярного и 
фотонного газов [16] и другие процессы. 

Проведем описание броуновского движения в неравновесной среде 
[17, 18]. Предположим, что уравнение для скорости движения V броунов-
ской частицы в одномерном случае можно представить в виде модифици-
рованного уравнения Ланжевена 
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 1 ,dV V F t t X t
dt

 (1) 

где  — коэффициент релаксации броуновской частицы; F t  — детер-
минированное внешнее воздействие; 1 t  — случайный процесс, дей-
ствующий со стороны частиц среды на броуновскую частицу в равновес-
ном случае; X t  — немарковский процесс, описывающий действие ча-
стиц среды с учетом ее неравновесного состояния. Уравнение (1) без учета 
последнего слагаемого в правой части представляет собой традиционное 
уравнение Ланжевена, которое описывает броуновское движение в равно-
весной среде. 

В уравнении Ланжевена, как правило, случайный процесс 1 t  опи-
сывается моделью -коррелированного гауссова процесса с корреляци-
онной функцией 

 1 2 1 1 2 1
2 .kTt t t t

m
 (2) 

Здесь k — постоянная Больцмана; T — температура среды; m — масса 
броуновской частицы. 

Для описания воздействия неравновесной среды на броуновскую ча-
стицу в работе [17] предложено ввести в правую часть уравнения Ланже-
вена дополнительное слагаемое ,X t  которое может быть представлено 
в виде интегрального преобразования 

 2, ,
t dVX t G t d

d
 (3) 

где ,G t  — ядро интегрального преобразования, 

 , ;G t
t

 (4) 

-коррелированный гауссов процесс 2 t  описывается корреляционной 
функцией 

 2 2 2 1 2 1
2 .STt t t t

m
 (5) 

Здесь 01/  — интенсивность флуктуаций; 0  — постоянная времени 
хаотизации броуновской частицы; S  — производство энтропии при де-
терминированном движении броуновской частицы,  

 
2

.S
mF

T
 (6) 
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Добавление в правую часть уравнения (1) слагаемого X t  в виде (3) 
позволяет сохранить для этого уравнения требования флуктуационно-
диссипационной теоремы [15]. С учетом формул (3) и (4) уравнение (1) 
приобретает вид интегродифференциального уравнения 

 
t dVdV V d

dt dtt
   

 1 2 .
t

F t t d
t

 (7) 

Найдем спектральную плотность флуктуаций скорости .V t  Преоб-
разование Лапласа позволяет записать уравнение (7) в изображениях 

 1 2 ,ssV s V s V s F s s s
s

 (8) 

или 

 1 2 .
s F s s s

V s
s s s

 (9) 

Выражение (9) позволяет найти спектральную плотность VG  
флуктуаций скорости :V t  

 
22

2 2 2
2 2 .

2
S

V
kT TG V i

m
 (10) 

При получении выражения (10) предполагалось, что const,F t F  
и были учтены формулы (2) и (5). 

Для низкочастотного случая при  и  формула (10) при-
нимает вид 

 2 2 .S
V

kT TG
m m

 (11) 

Первое слагаемое в (11) описывает флуктуации скорости броунов-
ской частицы в равновесной среде, а второе — в локально-неравновесной 
с учетом диссипации энергии при движении броуновской частицы. 

Из формулы (11) следует, что при движении броуновской частицы в 
неравновесной среде в низкочастотной части спектра спектральная 
плотность флуктуаций ее скорости описывается фликкер-шумом. 

Применим полученные выражения для описания токовых флуктуа-
ций в экспериментах по измерению фликкер-шума в малых объемах 
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электролита. В этих экспериментах электролитическая ячейка представ-
ляла собой два сосуда с электролитом, в которых размещались электро-
ды, разделенные тонкой пленкой с небольшими отверстиями [19]. Плот-
ность тока в электролите можно вычислить по формуле 

 ,j q n V q n V  (12) 

где ,q  q  — заряд положительных и отрицательных ионов; ,n  n  — 
концентрация положительных и отрицательных ионов; ,V  V  — ско-
рости движения положительных и отрицательных ионов. 

Скорости движения ионов связаны с напряжением ,U  приложенным 
к электролитической ячейке, формулой 

 / / .UV
l

 (13) 

Здесь /  — подвижности положительных и отрицательных ионов; l  — 
толщина пленки. Тогда ток, проходящий через отверстие в пленке, мож-
но представить в виде 

 ,UI q n q n S
l

 (14) 

где S  — площади сечения отверстия в пленке. 
Определим относительные флуктуации тока, протекающего через 

электролитическую ячейку: 

 
0 0

,
q n V q n V lI

I q n q n U
 (15) 

где 0U  — электрическое напряжение, приложенное к электролитической 
ячейке. 

Второе слагаемое в формуле (11) позволяет без учета равновесных 
флуктуаций найти двустороннюю спектральную плотность флуктуаций 
тока в малом объеме электролита для низкочастотной части спектра: 

 
2 2

2

2 2
0

2 1 .SS
I

q n q nl TG
m N m Nq n q n U

 (16) 

Здесь знаки «+» или «−» соответствуют величинам положительного и от-
рицательного ионов; ,N N  — число положительных и отрицательных 
ионов в отверстиях пленки,  

 / / .N n Sl  
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При выводе формулы (16) учтено то, что флуктуации скорости ионов 
не коррелируют друг с другом. 

Формула (6) применительно к рассматриваемому случаю движения 
ионов в электролите может быть представлена в виде 

 
/ / 2

0/
2 ,S
q U
l T

 (17) 

где учтено 

 
/

/
/ / .q

m
 

Выражение (16) с учетом формулы (17) можно записать в стандарт-
ной форме 

 ,IG f
Nf

 

где / (2 )f  — частота флуктуаций тока; N n n lS  — число 
ионов в малом объеме электролита;  — константа Хоуге, 

 
3 3

2 .
q n q nn n

m mq n q n
 (18) 

Если в первом приближении для оценочных расчетов принять, что 
параметры положительных и отрицательных ионов одинаковы, то фор-
мула (18) приобретает простой вид 

 .q
m

 

Верхняя оценка константы Хоуге прохождения ионов через молеку-
лярные каналы приведена в работе [20]: 510 .  Тогда величину  
можно оценить как 1810  с−1. 

Если осуществить полосовую фильтрацию флуктуаций тока на элек-
тролитической ячейке в диапазоне от 1  до 2 ,  то можно найти диспер-
сии флуктуаций тока 1I t  и 2 ,I t  соответствующие равновесному и 
неравновесному случаям и описываемые первым и вторым слагаемым в 
формуле (11). Используя формулу для скорости броуновской частицы 

 
2

1

2 1
VD V G d  

и выражения (12), (14) и (16), для низкочастотного случая (  и 
)  найдем  
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2 2 22

1 2 11
2 ;kTSD I q n q n  

 
2 3 2 3

2 2 2022 2 2 1

2 ln .
n q n qS UD I

l m m
 

Тогда отношение дисперсии флуктуаций тока в неравновесном и равно-
весном случаях  

 

2 3 2 3 2
2
0 1
2 2 2 2 1

ln
.D

n q m n q mU
kTl q n q n m m

 (19) 

Если параметры положительных и отрицательных ионов в первом 
приближении полагать одинаковыми, то формула (19) приобретает вид 

 
2 2 2 10

2 2 1

ln / .D
q U

mkTl
 (20) 

Подстановка в формулу (19) реальных данных для эксперимента, 
описанного в работе [21], дает оценку интенсивности флуктуаций 

18 1910 ...10  с−1, что соответствует оценке постоянной времени хаоти-
зации ионов в электролите 19 180 10 ...10  с. 

Заключение. Предложенное описание броуновского движения в 
неравновесной среде как необратимого немарковского процесса позво-
лило получить непротиворечивые оценки константы Хоуге и постоянной 
времени хаотизации ионов в электролите. 
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The paper presents a method of describing Brownian 
motion in a non-equilibrium medium for the case of 
irreversible processes. We computed spectral density of 
velocity fluctuations for a Brownian particle in a non-
equilibrium medium and determined that in the low-
frequency region it is represented by flicker noise. We 
employed the method we developed to describe 
Brownian motion in a non-equilibrium medium to 
compute fluctuations of current in a small volume of an 
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parameter magnitude and the randomisation time 
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