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Aннотация Ключевые слова 
Для ряда ферромагнетиков наблюдается откло-
нение критического поведения от предсказыва-
емого моделью Изинга, XY-моделью или моде-
лью Гейзенберга. Это отклонение может быть 
объяснено наличием дополнительных дально-
действующих сил, конкурирующих с обычным 
обменным взаимодействием. Конкуренция вза-
имодействий приводит к появлению новых 
классов универсальности критического поведе-
ния. В рамках теоретико-полевого подхода ис-
следовано критическое поведение систем с кон-
куренцией между близкодействующими и даль-
нодействующими силами. Рассмотрен случай 
степенной зависимости дальнодействующих сил 
от расстояния ,Dr  при этом 1,5 <  < 2,0. Для 
этих значений существует особый режим крити-
ческого поведения. Выражения для вершинных 
функций получены в двухпетлевом приближе-
нии непосредственно в трехмерном простран-
стве (D = 3). Для всех величин получены асимп-
тотические ряды в линейном приближении по 
параметрам дальнодействия. К асимптотиче-
ским рядам применен метод суммирования 
Паде — Бореля. Вычислены зависимости устой-
чивых фиксированных точек и критических 
индексов от параметров дальнодействия при 
малых значениях относительной эффективности 
дальнодействия. Исследована зависимость кри-
тических индексов от показателя степенного 
закона и относительной интенсивности дально-
действия. Проведено сравнение с эксперимен-
тальными значениями критических индексов 
для манганитов. На основе экспериментальных 
значений для критического индекса  вычисле-
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ны параметры дальнодействия. Из параметров 
дальнодействия получены значения индекса , 
который сравнивается с опытным значением. 
Показано хорошее согласие полученных теоре-
тических результатов с экспериментальными 
данными 
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Введение. Критическое поведение вблизи линии фазового перехода вто-
рого рода для некоторых материалов не соответствует классам универ-
сальности модели Изинга, XY-модели или модели Гейзенберга. Такое 
несоответствие можно объяснить наличием дополнительного взаимо-
действия между спинами, убывающего с расстоянием по степенному за-
кону, причем в достаточно узкой области значений температуры вблизи 
точки Кюри дальнодействующие силы становятся доминирующими.  

Экспериментально эффекты дальнодействия при фазовом переходе 
парамагнетик−ферромагнетик наблюдались в манганитах. Температуру 
Кюри, магнитные и транспортные свойства указанных материалов мож-
но настроить, изменив уровень легирования [1, 2], размер частиц [3, 4], 
стехиометрию кислорода [5, 6], схему синтеза [7, 8], приложенное маг-
нитное или электрическое поле, а также давление [9, 10]. 

Исследование систем с доминирующим дальнодействием аналитиче-
ски в рамках теоретико-полевого подхода в работах [11−14] и численно 
методом Монте-Карло [15, 16] показало, что режим критического пове-
дения определяется скоростью убывания силы взаимодействия с рассто-
янием и отличается от поведения близкодействующих систем. Однако 
компьютерное моделирование в трехмерном пространстве систем с кон-
куренцией между близкодействием и дальнодействием [17] выявило су-
ществование переходной области, в которой реализуется режим критиче-
ского поведения, определяемый не только скоростью убывания сил с рас-
стоянием, но и их относительной интенсивностью.  

Цель работы — теоретико-полевое описание критического поведе-
ния в магнетиках с конкуренцией между близкодействующими и дально-
действующими силами. 

Теоретико-полевое описание системы. Гамильтониан системы с 
учетом эффектов дальнодействия может быть записан в виде 

 
22 2 20 0

1 ( ) ( ) ,
2

DDH d r br S r u S r  

где 0  |T−Tсr|, Tсr — критическая температура; S(r) — флуктуации  
n-мерного параметра порядка; D — размерность пространства;  — опера-
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тор Лапласа; b,  — параметры дальнодействия; u0 — положительная кон-
станта. Критическое поведение существенно зависит от параметров b и . 
Параметр b определяет относительное влияние дальнодействующих сил по 
сравнению с обменным взаимодействием, параметр  задает скорость убы-
вания дальнодействующих сил с расстоянием. Как показано в работе [11], 
влияние эффектов дальнодействия существенно при 0 <  < 2, а при  ≥ 2 
критическое поведение системы эквивалентно поведению близкодейству-
ющих систем. В связи с этим далее ограничимся случаем 0 <  < 2. 

Как уже было отмечено, существует область вблизи линии фазового пе-
рехода, в которой дальнодействующие силы доминируют и близкодействи-
ем можно пренебречь. Рассмотрим область конкуренции между дальнодей-
ствием и близкодействием, причем дальнодействующие силы играют роль 
малого возмущения. В связи с этим ограничимся случаем 0 < b < 1. 

Переходя к фурье-образам, получаем гамильтониан 

 20 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 .
2

D D D Dq q q q q q q qH d q q bq S S d q d q d q S S S S  

Свободный пропогатор системы будет иметь вид 

 0 0 2
0

1( , , ) .G b q
q bq

 

С учетом малости значений параметра b можно разложить выраже-
ние для пропогатора в ряд и ограничиться линейными слагаемыми: 

 0 0 2 2
0 0

1( , , ) 1 .bqG b q
q q

 

Поведение системы в критическом режиме определяется значением 
эффективных зарядов в неподвижной точке ренорм-группового преоб-
разования: 2

0 ;Z  (0) 1/2;q qS S Z  4
0 .D uu uZ  Параметр  вводится 

для приведения величин к безразмерному виду. Z-факторы (Z, Z , Zu) по-
казывают изменение эффективных зарядов при ренорм-групповом пре-
образовании. 

На основе техники диаграмм Фейнмана были построены вершинные 
функции (2) и (4). Z-факторы могут быть вычислены исходя из условий 
нормировки: 

 2(2)
02 ( ) | 1;kZ k

k  
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 22 (4) 4
0( ) | .D

kZ k u  

Вычисления проводились в двухпетлевом приближении. Далее опре-
делялись скейлинговые - и -функции, задающие дифференциальное 
уравнение ренорм-группы: 

 ( ) 0.
2

mn Z
u

 

Выражения для скейлинговых функций:  

 2
1 01 4 8 64 5 22 2 1 128 2 ;n v n J n G v

 
 21 02 2 48 2 2 1 3 ;n v n J G v

 
 2064 2 ;n G v

 
 0 ( ) ( ) ;DJ G q G q d q

 
0 ;v uJ

 
 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ;D DJ G q G q G p G p q d qd p
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2

1 1 0 ;J J J
 

2
0 0 0 .G G J  

При вычислении интегралов использовалось разложение по пара-
метру b. Вычисления проводились в линейном приближении: 

 1
2 1 ( ) ;
3

J bD
 

0
2 1 ( ) .

27
G bC

 

Наибольший интерес, как показано в работе [13], представляет поведе-
ние системы в интервале значений 1,5 <  < 2,0. При значениях  ≥ 2,0 эф-
фекты дальнодействия никак не влияют на режим критического поведения. 
При  ≤ 1,5 в системе наблюдается среднеполевое поведение. В связи с этим 
представим параметр дальнодействия как  = 2 −  и будем строить разло-
жение не только по малому параметру b, но и по малому параметру .  
В этом случае, ограничиваясь линейными слагаемыми по малым парамет-
рам b и , интегралы могут быть записаны как 

 1
2 ;
3

J bj
 

0
2 ;

27
G bg

 
 0,136,j

 
0, 030.g
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Следует отметить, что в разложении значений интегралов отсутствует 
слагаемое, пропорциональное параметру b без множителя . Эти слагаемые 
обнуляются при вычислении отношений интегралов. Обнуление связано с 
тем, что при  = 0 в системе фактически отсутствуют дальнодействующие 
силы и значения интегралов должны совпадать со значениями близкодей-
ствующих аналогов. 

Режим критического поведения полностью определяется устойчи-
выми неподвижными точками ренорм-группового преобразования, ко-
торые могут быть найдены из условия равенства нулю -функции: 

*( ) 0.v  Условием устойчивости является положительность производ-
ной -функции в неподвижной точке: 

 *( ) 0.v
v

 

Будем искать устойчивую неподвижную точку в виде ряда по малому 
параметру b: *

0 1.v v bv В этом случае -функция имеет вид 

 

* 3 2
0 1 1 0 10 0

2 3
10 0

( ) ( ) 8( 8) 128(5 22) 64 (5 22)

256 ( 2) 128( 2) .
9

v v b v n v v n jv n v v

n v v n gv
 

Величина v0 соответствует устойчивой фиксированной точке близко-
действующих систем, а поправка, связанная с дальнодействием, вычисля-
ется как 

 
4
0

1 2 30 0 0

128 (5 22) ( 2) .
8( 8) 64(5 22) 256( 2)/ 9

т j n g vv
v n v n n v

 

Известно, что ряды теории возмущений являются асимптотическими,  
а вершины взаимодействия флуктуаций параметров порядка во флуктуа-
ционной области достаточно велики. Поэтому к полученным рядам для 
скейлинговых функций был применен метод суммирования Паде — Боре-
ля. При этом прямое и обратное преобразования Бореля имеют вид 

 
0

( ) ( ) ;i ti
i

f v c v e F vt dt  

 ( ) .
!
i i

i

cF v v
i

 

Для вычислений -функции и знаменателя в выражении для v1 был 
использован аппроксимант Паде [2/1]. 
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Вычисления для моделей с различным значением параметра порядка 
позволили получить устойчивые фиксированные точки: 

1) для модели Изинга (n = 1):  *v = 0,044 − 0,056 b;  
2) для XY-модели (n = 2): *v = 0,039 − 0,045 b; 
3) для модели Гейзенберга (n = 3): *v = 0,035 − 0,035 b. 
Поведение термодинамических функций вблизи линии фазового пе-

рехода второго рода определяется набором критических индексов. Ин-
декс  характеризует увеличение радиуса корреляции в окрестности кри-
тической точки  

 | | ,cr crR A T T  

где A — некоторая константа; 12 .t  Для вычисления значения  
использовалось преобразование Паде — Бореля с аппроксимантом [1/1]. 

Индекс Фишера  описывает поведение корреляционной функции  
в окрестности критической точки в пространстве волновых векторов 

2( ) ,G k k  его значение может быть определено на основе скейлинго-
вой функции : *( ).v  

Значения остальных критических индексов можно найти исходя из 
скейлинговых соотношений: 

 2 , 2 , 2 .
2

D D  

Будем искать критические индексы также в виде разложения по ма-
лому параметру b, ограничиваясь линейным членом. Для различных 
размерностей параметра получаем следующие выражения: 

1) для модели Изинга (n = 1): v = 0,629 − 0,042 b,  = 0,028 − 0,060 b,  
 = 1,241 − 0,091 b,  = 0,325 − 0,041 b,  = 0,113 + 0,126 b;    

2) для XY-модели (n = 2): v = 0,667−0,074 b,  = 0,029 − 0,054 b,  =  
= 1,316 − 0,110 b,  = 0,345−0,112 b,  = −0,001 + 0,222 b; 

3) для модели Гейзенберга (n = 3):  
v = 0,702 − 0,097 b,  = 0,028 − 0,046 b,  = 1,3860 − 0,318 b,  =  0,364 –  
− 0,066 b,  = −0,106 + 0,291 b. 

Сравнение теоретических и экспериментальных значений. Использу-
ем полученные результаты для расчета параметров дальнодействия манга-
нитов на основе экспериментальных значений критических индексов. 
Определим значение параметра b на основе экспериментального значения 
критического индекса  , после чего вычислим значение индекса  и срав-
ним его с экспериментальным. В работе [18] для малонаполненного Ga-ман-
ганита Nd0,55Sr0,45Mn0,98Ga0,02O3 получено значение  = 1,197. Для модели 
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Изинга с эффектами дальнодействия получено значение b = 0,483 и  
 = 0,305, тогда как экспериментальное значение, вычисленное в работе [18], 

составляет  = 0,308. Для системы La0,6Pr0,1Sr0,3MnO3   = 1,26 ± 0,035 [19].  
Используя модель Гейзенберга с эффектами дальнодействия, определяем  
b = 0,286 и  = 0,345 при экспериментальном значении  = 0,354 ± 0,009. 

Для манганита Pr0,8Na0,1K0,1MnO3  = 1,29(4) [20], откуда b = 0,20 и  = 0,322, 
что согласуется с экспериментальным значением  = 0,31(5). 

Вывод. Сравнение экспериментальных и полученных в работе теоре-
тических значений свидетельствует о том, что выбранное приближение 
достаточно хорошо описывает критическое поведение системы с эффек-
тами дальнодействия.  
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Abstract Keywords 
Critical behaviour of a range of ferromagnetic materials 
deviates from the predictions of the Ising, XY and 
Heisenberg models. Additional long-range forces 
competing with regular exchange interaction may 
explain this deviation. These competing interactions 
lead to new universality classes of critical behaviour. 
The paper uses the field theory approach to investigate 
critical behaviour in those systems in which long-range 
and short-range forces compete. We consider the case 
when a power function of distance ,Dr  when  
1.5 <  < 2.0, can describe the long-range forces. There 
exists a distinctive critical behaviour mode for these 
values. We derived vertex functions using a two-loop 
approximation directly in three-dimensional space  
(D = 3) and, for all values, obtained a linear appro-
ximation of asymptotic series in terms of long-range 
interaction parameters. We applied the Padé — Borel 
summation technique to these asymptotic series.  
We computed stable fixed points and critical exponents 
as functions of long-range interaction parameters for 
low relative efficiency of the long-range interaction.  
We investigated how critical exponents depend on 
the factor in the power law and relative long-range 
interaction intensity. We compared our results to 
the critical exponent values found experimentally for 
manganites. We used the experimental critical expo-
nent  values to compute long-range interaction para-
meters and then used the long-range interaction para-
meters to derive the  exponent values, which we then 
compared to the experimental values. We show good 
agreement between our theoretical results and expe-
rimental data 
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