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Аннотация Ключевые слова 
Аналитически исследованы общие свойства кривых 
ползучести, порождаемых физически нелинейным опре-
деляющим соотношением с двумя произвольными мате-
риальными функциями при любых ступенчатых нагру-
жениях. Выявлен ряд индикаторов применимости опре-
деляющего соотношения и разработаны три общие 
методики идентификации модели (в одномерном слу-
чае). Они позволяют определить массивы значений двух 
материальных функций определяющего соотношения на 
произвольно заданной сетке точек и не требуют задания 
конкретных аппроксимаций, минимизации среднеквад-
ратичного уклонения для определения их параметров и 
численного решения системы нелинейных уравнений, 
так как выведены явные формулы для прямого (незави-
симого) определения значений материальных функций 
по минимальным наборам регистрируемых величин, 
предотвращающие накопление погрешности. Эти мето-
дики опираются на следующие системы базовых испы-
таний: 1) серия кривых обратной ползучести; 2) одно 
испытание на ползучесть при ступенчатом нагружении с 
нарастающими уровнями напряжения; 3) одно испыта-
ние на ползучесть при ступенчатом нагружении с раз-
личными уровнями напряжения и полной разгрузкой 
между ними. Рассмотрены различные варианты базовых 
методик, их достоинства и недостатки и возможные 
модификации 
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Испытания на ползучесть при ступенчатых нагружениях (с кусочно-постоянным 
во времени напряжением) позволяют уловить и обследовать разные аспекты пове-
дения материала и детали реализации многих эффектов, собрать более богатую ин-
формацию для выбора, идентификации и верификации определяющих соотноше-
ний по сравнению с кривыми ползучести при постоянном напряжении. В частно-
сти, они позволяют обнаружить признаки нелинейности в поведении материала, 
исследовать зависимость кривых ползучести от напряжения и предыстории 
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нагружения, восстановление и остаточную деформацию при полной и частичной 
разгрузках, влияние начальной стадии нагружения и перестановки ступеней, эф-
фекты, сопровождающие скачок напряжения вниз или его быстрое убывание за 
малый промежуток времени (dip tests, non-monotonic creep behavior), влияние 
скачков напряжения на длительную прочность и отклонение от правила линейного 
суммирования поврежденности (Miner's rule, linear damage rule, cumulative damage 
theory). Обзоры экспериментальных данных и наблюдаемых эффектов приведены, 
например, в работах [1−19]. 

Для обоснованного выбора определяющего соотношения (ОС), определе-
ния его арсенала возможностей и области применимости, для грамотной обра-
ботки опытных данных и идентификации материальных функций (МФ) и пара-
метров выбранного ОС требуется системное аналитическое изучение общих 
свойств теоретических кривых ползучести при любых ступенчатых нагруже-
ниях (а также кривых релаксации и деформирования при разных программах 
нагружения), порождаемых ОС с произвольными МФ, исследование влияния 
параметров нагружения и характеристик МФ, выявление необходимых условий 
(индикаторов) применимости ОС к моделируемому материалу.  

Такой анализ проведен в работах [19−27] для физически нелинейного ОС  

 1 1

0
( ) ( ( )) ( ( )) ,

t
t E F t V d  или 1 1( ) ( ),E F V  0,t  (1) 

выражающего деформацию ( )t  через историю напряжения ( ),  [0; ],t   
в изотермических процессах деформирования стабильных реономных материа-
лов. Оно основано на разложении полной деформации ( )t  в сумму упругой и 
вязкопластической компонент: ;e v  ( ) / ;e F E  ( ) / ,v V  и нацелено 
на описание комплекса основных реологических эффектов, типичных для мате-
риалов, обладающих наследственностью, высокой скоростной чувствительно-
стью и, возможно, разносопротивляемостью. В ОС (1) входят две МФ ( ),F x  

( ),V x  ( , ),x  и две постоянные: модуль упругости 0E  и коэффициент 
вязкости η 0.  Параметры E  и η  выделены из МФ для удобства учета влияния 
температуры в форме ( ),E E T  η η( )T  [24]. Если  и  конечны, они могут 
быть интерпретированы как пределы прочности при растяжении и сжатии (как 
материальные параметры ОС).  

В случае ( ) 0,F x  1( ) ,nV x x x  1,n  ОС (1) дает степенной закон течения 
(Norton — Bailey model), самый популярный (в силу простоты) в теории ползу-
чести, вязкопластичности, реологии полимеров и гидродинамике неньютонов-
ских жидкостей. Он используется для моделирования зависимости скорости 
установившейся ползучести от напряжения, течения степенных жидкостей и 
сверхпластического течения материалов [1−12, 28−34]. Задав ( )F x x  и 

1( ) ,nV x x x  получим модель с линейной упругостью и степенной вязкостью, 
которая применялась в ряде работ для описания экспериментальных кривых 
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ползучести, моделирования сверхпластичности и решения конкретных задач  
[2, 5, 32, 35−39]. Модель с произвольными МФ ( )F x  и ( )V x  системному иссле-
дованию и аттестации не подвергалась. 

Аналитически изучены в работах [19−27] уравнения семейств порождаемых 
ОС (1) базовых квазистатических кривых: кривых релаксации и ползучести с 
произвольной начальной стадией нагружения до заданного уровня, ползучести 
при ступенчатых нагружениях, длительной прочности, диаграмм деформирова-
ния при постоянных и кусочно-постоянных скоростях деформации или нагру-
жения, при циклическом нагружении. Исследованы общие свойства этих кри-
вых в зависимости от характеристик МФ и параметров программ нагружения: 
интервалы монотонности и выпуклости, точки перегиба, отклики на разрывы 
входного процесса (скачки и изломы), асимптотики и двусторонние оценки 
теоретических кривых, характер сходимости их семейств к предельным кривым 
при стремлении параметров программ нагружения (скорости деформирования 
или нагружения, длительности начальной стадии нагружения и др.) к нулю и 
бесконечности, условия затухания памяти, влияние перестановки ступеней 
нагружения на асимптотику и остаточную деформацию и т. п. В результате со-
поставления обнаруженных свойств теоретических кривых с типичными каче-
ственными свойствами кривых испытаний широкого класса вязкоупругопла-
стичных материалов (с целевым списком механических эффектов) выведены 
необходимые дополнительные ограничения на МФ, обеспечивающие адекват-
ное моделирование основных реологических эффектов, выявлены теоретико-
экспериментальные индикаторы применимости ОС (1) и те эффекты, которые 
оно принципиально не может описать ни при каких МФ. Математические свой-
ства оператора (1), обзоры литературы и родственных соотношению (1) моде-
лей, применяемых в теории ползучести, сверхпластичности и механике полиме-
ров, вывод ограничений на МФ, учет влияния температуры и обобщение ОС (1) 
на трехмерный случай приведены в работах [19−27]. 

Цель работы — разработка способов идентификации ОС (1) по кривым 
ползучести материала при ступенчатых нагружениях, в частности по кривым 
обратной ползучести. 

Об ограничениях на материальные функции определяющего соотноше-
ния и области его применимости. Материальная функция F  определяет в (1) 
упругую деформацию ( ).e  Минимальные первичные ограничения на нее: ( ),F x  

( , ),x  — непрерывная (строго) возрастающая функция с кусочно-
непрерывной производной, такая что (0) 0.F  Эти условия обеспечивают совпа-
дение знаков напряжения и упругой деформации ( )e  и соблюдение условия 

(0) 0.e  Из строгого возрастания ( )F x  следует возрастание (| |)e  и энергии 
упругой деформации с ростом | |  и существование обратной к F  функции f. 
Функция вязкости ( ) / ηV x  в ОС (1) управляет вязкопластическими свойствами: 
она регулирует память материала, вязкость, скорость диссипации, релаксации, 
ползучести и накопления пластической деформации, чувствительность напряже-
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ния (в частности, мгновенного модуля и предела текучести) к скорости деформа-
ции, длительную прочность [19−27]. Минимальные первичные ограничения на 
нее: ( )V x  — непрерывная (нестрого) возрастающая функция на интервале 
( , ),  такая что (0) 0.V  Эти ограничения на МФ обеспечивают, в частности, 
возрастание диаграмм деформирования и кривых ползучести, убывание кривых 
релаксации и длительной прочности и термодинамическую согласованность мо-
дели, т. е. положительность работы напряжения ( )  в произвольном процессе 
деформирования и неотрицательность и возрастание диссипации [ , ( )]W t   
в любой момент времени: ( ) ( ) ( ( )) / 0.W t t V t  

Анализ свойств основных теоретических кривых, порождаемых ОС (1), об-
наружил, что следует различать два основных случая, в которых ОС (1) (моде-
лируемый материал) ведет себя по-разному: 1) | ( )| 0V x  при 0;x  2) ( ) 0V x  
на некотором отрезке : [ , ] ( , ),Z  0,  0,   (по опре-
делению  и  — нижняя и верхняя грани множества нулей МФ ( )).V x Во 
втором случае, пока ( ) ,t Z  ОС (1) моделирует (нелинейно) упругое поведе-
ние материала: диссипации и гистерезиса нет, релаксация и ползучесть отсут-
ствуют, кривая деформирования не зависит от скорости нагружения (или де-
формации) при [ , ],  где : ( ) / ;F E  ,   играют роль пределов 
упругости (и порогов ползучести) материала при сжатии и растяжении, а при 

 (или ) начинают проявляться диссипативные и вязкопластические 
свойства.  

Системное исследование ОС (1), проведенное в работах [19−27], показало, 
что его можно применять для описания комплекса основных реологических эф-
фектов, типичных для вязкоупругопластичных материалов, обладающих памя-
тью, высокой чувствительностью к скорости нагружения и, возможно, разносо-
противляемостью, для которых характерны следующие особенности механиче-
ского поведения: 1) возрастающие кривые нагружения с постоянной скоростью, 
которые могут быть как выпуклыми вверх, так и могут обладать точкой перегиба; 
2) положительная скоростная чувствительность; 3) монотонное убывание и вы-
пуклость кривой разгрузки или наличие на ней точки максимума или точки пере-
гиба (в зависимости от скорости и уровня нагружения); 4) отсутствие восстанов-
ления (релаксации деформации) после импульса нагрузки, превышающей предел 
упругости, и полной разгрузки; 5) существенное влияние длительности и скоро-
сти нагружения на величину пластической деформации; 6) выраженная стадия 
течения при постоянном напряжении на диаграммах деформирования с посто-
янной скоростью и (возрастающая) зависимость предела текучести от скорости; 
7) «неограниченное» нарастание пластической деформации при циклическом 
нагружении за пределом упругости (рэтчетинг без стабилизации и приспособля-
емости, циклическое разупрочнение); 8) ползучесть с постоянной скоростью;  
9) релаксация напряжения до нулевого или ненулевого значения; 10) возрастание 
податливости и скоростной чувствительности, увеличение скоростей диссипации, 
релаксации, ползучести и рэтчетинга с ростом температуры. К таким материалам 
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(в определенных режимах деформирования) относятся, например, многие поли-
меры, их расплавы и растворы, твердые топлива, асфальтобетоны, высокомо-
дульные полиэтиленовые нити, геоткани и георешетки, льды, титановые и алю-
миниевые сплавы в состоянии, близком к сверхпластичности, углеродные и кера-
мические материалы (при высоких температурах) и др. 

Кривые ползучести и обратной ползучести, порождаемые определяю-
щим соотношением (1). При ( ) const,t  0,t  ОС (1) порождает семей-
ство кривых ползучести (КП) 

 1 1( , ) ( ) ( ) [ ( ) ( )],rt r t cF E V t F  (2) 

где ( ),( ) : Vr  : 1/ ;  : 1/ ;c E  : / /r E c  — время релаксации ли-
нейной модели Максвелла (с ( ) ( ) );V x F x x величину r  удобно использовать 
для обезразмеривания времени. Если ( ) 0V x  на некотором отрезке [ , ],  

0,  0,  то при [ , ]  ползучести нет, и ОС (1) моделирует упругое 
поведение материала. Если (σ) 0,V  то все КП линейны по времени при 0,t   
т. е. ОС (1) моделирует только ползучесть с постоянной скоростью ( ).r  Оно не 
способно описывать стадии замедленной и ускоренной ползучести, а также  
ограниченную ползучесть, свойственную, например, многим полимерам. По-
скольку ( ) 0V  при 0  и возрастает, то КП (2) возрастает по t (при 

0)  и по σ,  что совпадает с типичными качественными свойствами КП 
структурно стабильных однородных материалов.  

Выраженная стадия ползучести с постоянной скоростью характерна для 
многих пластичных металлов, полимеров в вязкотекучем состоянии и для мате-
риалов в состоянии сверхпластичности (высокому показателю скоростной чув-
ствительности при сверхпластическом деформировании соответствуют значе-
ния показателя 3n  в отличие от металлов в обычном состоянии, у которых 
всегда (3;10)n  или более) [30−33]. Как правило, кривые ползучести полимеров 
имеют стадию установившейся ползучести при достаточно высоких температу-
рах, когда полимер находится в вязкотекучем состоянии.  

Кривые обратной ползучести (КОП) — отклики ОС (1) на прямоугольный 
импульс нагрузки ( )t  при *(0; ),t t  ( ) 0t  при * ,t t  т. е. 

 * *( , , ) [ ( ) ( )],t t h t h t t   (3) 

где * 0,t  0;  ( )h t  — функция Хевисайда. Подстановка в (1) дает КОП  

 *( , , ) ( )( )t t cFr t  при * ;t t  * *( , , ) ( , )t t p t  при * ;t t  (4) 

 σ (σ);( ) γVr  1
** *( , ) : ( ) ( ) .rp t V t cV t  (5) 

Скачок деформации в точке *t t  равен ( ) ,cF  при *t t  деформация не 
меняется и равна накопленной за время *t  деформации ползучести *( , ).p t  При 
полной разгрузке исчезает лишь упругая деформация ( 0) ( ),cF  а вся дефор-
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мация ползучести оказывается необратимой, пластической. Такое поведение  
демонстрируют многие металлы и полимеры при достаточно высоких температу-
рах. Соотношение (1) не описывает восстановление («упругое последействие»),  
т. е. процесс постепенной релаксации накопленной деформации, как это наблю-
дается в испытаниях многих материалов (например, для сетчатых полимеров и 
для костной ткани КОП стремятся к асимптоте 0).  Соотношение (1) описыва-
ет лишь мгновенное восстановление упругой деформации (идеализированный 
случай). 

Кривые обратной ползучести (4) модели (1) с ( ) ,F x x  ( ) | |,V x x x  10,E  
η 10  (тогда 1)r  для * 10t  и 0,1  (кривая 1), 0, 05  (кривая 2) и  

0, 01  (кривая 3), а также для * 5,t  0,1  (кривая 4) приведены на рисунке, а. 
По оси абсцисс отложено безразмерное время: рассматриваемые качественные 
свойства кривых не зависят от его масштабирования. 

  
Кривые обратной ползучести (4) модели (1) (а) для * 10t  и 0,1  (1), 0, 05  (2)  
и 0, 01  (3), для * 5,t  0,1  (4), КОП линейной модели вязкоупругости (б)  
с функцией ползучести ,uAt t (0;1),u , 0,A  при 0, 05,  1A  и 0,1;u   
             0,05; 0,01  (1−3), разрывная КОП модели Максвелла с 1 t  (4) при *t t  

    
Кривые обратной ползучести линейной модели вязкоупругости с функцией 

ползучести ,uAt t  (0;1),u  , 0,A  при трех разных (малых) показателях 
(КОП 1−3 соответствуют 0,05,  1A  и 0,1; 0, 05; 0, 01u ) для * 10,t  

0, 01  приведены на рисунке, б. Кривые обратной ползучести модели с 
uAt t  описывают восстановление при любых , ,u A  и непрерывны в точке 

*t t  (так как (0) 0),  но при 0u  их семейство сходится к разрывной КОП 
модели Максвелла с 1 t  (кривая 4) при * ,t t  а скачок деформации модели-
руется свойствами (0)  и *( )t  (вытекающим из (0) ).  

Индикаторы применимости и идентификация определяющего соотноше-
ния (1) по серии кривых обратной ползучести материала. Из общих свойств  
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КОП (4), порождаемых ОС (1) с произвольными МФ, вытекают необходимые при-
знаки применимости ОС (1), которые удобно проверять при анализе эксперимен-
тальных КОП материалов и использовать как индикаторы (не)применимости ОС 
(1) для моделирования этих материалов. 

Постоянство скорости ползучести ( )( ) ( ) Vt r  при *(0; )t t  (пола-
гаем, что в (3) 0  и потому ( ) 0)V  и постоянство деформации 

* *( ; , ) ( , )t t p t  при *t t  (отсутствие восстановления) — два важнейших 
атрибутивных свойства ОС (1) и два необходимых признака его применимости 
для моделирования поведения некоторого материала, легко проверяемых испы-
таниями. Пропорциональность остаточной деформации (5) длительности *t  
прямоугольного импульса нагружения (3) — третий индикатор применимости 
ОС (1); для любых МФ ОС (1) предсказывает, что в двух испытаниях с одинако-
вым уровнем напряжения должно быть * */ / .p p t t   

Еще одна характерная точка на КОП (4) — при * ,t t  когда деформация 
максимальна:  

  * ** ** : ( 0; , ) ( ) ( ) ( ) ( , ).t t cF V t cF p t  (6) 

Из (6) следует, что для любых *, t  разность * * *( , ) ( , )t p t  не зависит от 

*t  и МФ :V  

 * * *( , ) ( , ) ( ).t p t cF  (7) 

Первое свойство — еще один качественный индикатор применимости ОС 
(1). Его можно записать (и проверять по испытаниям (3) с фиксированным и 
различными *)t  в формах:  

 * * * * * *

* * * * * *

( , ) ( , ) ( , ) ( , );
[ ( , ) ( , )]/[ ( , ) ( , )] 1.

t t p t p t
t p t t p t

  (8) 

Формулы (8) связывают только измеряемые характерные величины дефор-
мации и не зависят от МФ. Отсутствие МФ V  в формуле (7) позволяет напря-
мую определить МФ F  отдельно от V  по испытаниям с разными напряжения-
ми .  Кроме того, из (7) следует, что 

 * * * * * *( , ) ( , ) ( )( ).t t V t t  (9) 

Следовательно, значение МФ ( )V  можно определить как по измеренным 
значениям остаточной деформации (5), так и по разности максимальных де-
формаций (6) в испытаниях с одинаковым  и разными *.t  

Таким образом, прежде чем применять ОС (1) для моделирования поведе-
ния некоторого материала, следует провести несколько испытаний на нагруже-
ние вида (3) с разными *t  и ,  а также проверить наличие у КОП материала 
таких же качественных свойств, что и у теоретических КОП (4) для любых ,  

* 0t  (индикаторов применимости ОС (1)): 
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1) постоянство скорости ползучести * *[ ( ; , ) ( ; , )]/ ( )( ) t t t t t tr  
для всех *, ;t t t  

2) постоянство деформации * *( ; , ) ( , )t t p t  при * ;t t  
3) пропорциональность остаточной деформации p  длительности нагруже-

ния * :t  * *( , ) /p t t  не зависит от * ,t  или * */ /p p t t  в любых двух испытаниях 
с 1 2  и разными * *, 0;t t  

4) справедливость равенств (8) при любых 1 2 ,  * *, 0;t t  
5) пропорциональность разности максимальных деформаций (9) в испыта-

ниях с фиксированным  и различными *t  разности длительностей нагруже-
ния * * ,t t  т. е. выполнение пропорций * * * * * * * *( ) / ( ) ( ) / ( )t t t t  при 
любых ,i  * * *, , 0.t t t  

Когда речь идет о проверке постоянства функции измеряемых величин (ее 
независимости от аргумента), имеется в виду приближенное равенство в преде-
лах допустимой погрешности. Если одно из перечисленных свойств явно отсут-
ствует у КОП материала, то применять ОС (1) для его моделирования нельзя. 
Если все проверки дают положительный результат, то можно переходить к 
идентификации.  

Проведенный анализ позволяет предложить несколько способов прямого 
определения значений двух материальных функций ( )V x  и ( )cF x  в любом за-
данном наборе точек 0ks  из рабочего диапазона напряжений (например, 

)ks kh  по серии КОП материала при растяжении и сжатии (при фиксиро-
ванной температуре).  

По формуле (7) можно найти массив значений функции ( ),kcF s  если измерить 
максимальную деформацию **( , )ks t  и остаточную деформацию *( , )k k kp p s t  в 
серии испытаний материала с разными уровнями напряжения :ks  

 * * *( ) ( , ) ( , ).cF t p t  (10) 

Найти ( )kV s  можно тремя способами. По измеренной остаточной дефор-
мации из (5): 
 * *( ) ( , ) / ;V p t t  .ks  (11) 

Из формулы для скорости ползучести 
  * *( ) [ ( ; , ) ( ; , )]/ ( ),V t t t t t t  *, ,t t t  (12) 

где деформации в любые выбранные моменты времени *,t t t  измеряются по 
КП материала для заданного уровня напряжения .  Третий способ следует из 
формулы (9):  
 * * * * * *( ) [ ( , ) ( , )]/ ( ).V t t t t  (13) 

Здесь значения максимальной деформации в моменты времени * *,t t  измеря-
ются по двум КОП материала для заданного уровня напряжения σ  и двух раз-
ных значений * .t  
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Таким образом, для полного определения значений МФ в K  узловых точках 
ks  по формулам (10), (11) необходимо провести K  испытаний материала вида (3) с 

разными ks  и * ,kt  измеряя в каждом всего два характерных значения деформа-
ции *( , )k k kp p s t  и * * *( , ).k k ks t  Поскольку левые части (10), (11) не зависят от 

* ,t  можно проводить испытания как при одинаковых значениях * ,kt  так и при 
разных. Если вместо (11) использовать формулу (12), то в указанных K  испытани-
ях с ks  необходимо измерить только два значения деформации *( ; , )k kt s t  и 

*( ; , ),k kt s t  *, ,kt t t  на участке установившейся ползучести. Если использовать 
формулу (13), то число испытаний увеличится в 2 раза, но появится возможность 
тщательно проверить соблюдение индикаторов применимости 3−5.  

Большое число испытаний ограничивает эффективность методики, но сле-
дует учесть, что каждый эксперимент с прямоугольным импульсом нагрузки 
может иметь малую длительность. Существенно, что значения МФ определяют-
ся по отдельности, последовательно и из той же серии испытаний (хотя более 
длинной), по которой проверяются индикаторы применимости ОС (1), а не из 
испытаний другого типа. Далее будет показано, как можно значительно умень-
шить число испытаний и используемых образцов за счет усложнения програм-
мы нагружения, увеличения объема регистрируемых данных и развития мето-
дики их обработки. 

Кривые ползучести определяющего соотношения (1) при произвольных 
ступенчатых нагружениях. Рассмотрим программу нагружения из N  ступеней: 

  
1

1 1
1

( ) [ ( ) ( )] ( )
N

i i i N N
i

t h t t h t t h t t  (14) 

с произвольными ( , ),i  0it  0( 0,t  1,i it t  ( ) Nt  при 1).Nt t  
Поскольку оператор ,  задающий ОС (1) в виде ,  инвариантен относи-
тельно сдвигов по времени и аддитивен на процессах с дизъюнктными носите-
лями [19−21], он переводит (14) в сумму откликов на каждую ступеньку ,i  по-
лучающихся из КОП (4) сдвигами по времени на 1:it  

 
1

1 1 1 1
1

( ) ( ; , ) [ ( )( ) ( )] ( ) ,
N

i i i i N N N N
i

t S t t t t V t t cF h t t   

 * * * *( ; , ) : [ ( ) ( )][ ( ) ( )] ( ) ( )S t t V t cF h t h t t V t h t t  — отклик (4) на 
прямоугольный импульс напряжения  с носителем *[0; ].t  Поскольку все слагае-
мые кусочно-линейны, ( )t  кусочно-линейна и на интервалах 1( ; )i it t  имеет вид  

 1 1( ) ( )( ) ( ) ,i i i it V t t cF p  1( ; ),i it t t   (15) 

 
1

1 1
1

: ( )( ),
i

i m m m
m

p V t t  1, ..., ,i N   (16) 

где : 1/ ;  : 1/ ;c E  0 : 0.p  Если 0,i  то из (15) и ограничений (0) 0F  и 
(0) 0V  следует, что 1( ) ,it p  т. е. деформация постоянна при 1( ; )i it t t  и 
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1ip  приобретает смысл остаточной деформации. В общем случае накопленная 
пластическая деформация (16) выражает влияние предыдущих ( 1)i  ступеней 
нагружения (14) и 1 0.Np   

Скачки деформации и ее скорости в точках ,it t  порожденные скачками 
напряжения 1 ,i i  равны 1( ) ( )i icF cF  и 1( ) ( ),i iV V  т. е. зависят 
лишь от i  и 1,i  но не зависят от предыстории (от всех kt  и k  при )k i   
и даже от .it  Модуль скачков ( )t  и ( )t  не изменяется при смене знака скачка 
нагрузки 1 .i i  Это свойство можно использовать как индикатор (не)приме-
нимости ОС (1): например, в испытаниях сплавов алюминия зафиксировано [40], 
что модуль скачка деформации вниз в момент сброса нагрузки меньше, чем ска-
чок вверх в момент догрузки. Соотношение (1) с произвольными МФ не способ-
но моделировать эффект влияния ползучести (т. е. предыстории нагружения и 
накопленной деформации) на скачки упругой деформации, порожденные «мгно-
венным» изменением напряжения в некоторый момент. Этот эффект зарегистри-
рован в испытаниях сплавов алюминия, костной ткани, некоторых композитов 
[40−44]; в работах [43, 44] он называется дрейфом мгновенно-упругой деформа-
ции вследствие ползучести.  

При перестановке ступеней нагружения (например, первой и второй) вели-
чины ip  с большими номерами не меняются, потому на интервалах 1( ; )i it t t  
с 3i  КП (15) не изменяется, т. е. ОС (1) обладает свойством коммутативности 
при ступенчатых нагружениях [2, с. 217] (в отличие от линейного ОС вязко-
упругости [45] и нелинейного ОС Работнова [17]). 

Согласно (15), (16), МФ F  не влияет на скорость ползучести, ее скачки, пла-
стические деформации 1ip  и скорость рэтчетинга [19], а МФ V  — на мгновен-
ную деформацию 1(0 ) ( )cF  и значения скачков деформации. Это позволя-
ет определить МФ ( )V x  и ( )cF x  по отдельности по КП материала при ступен-
чатом нагружении (14). 

Идентификация определяющего соотношения (1) по одной кривой ползу-
чести при ступенчатом нагружении. Значения МФ ( )kV s  можно последователь-
но найти по одной КП материала при ступенчатом нагружении (14) с нарастающи-
ми уровнями напряжения k ks  при 1( ; ),k kt t t  1, ..., ,k K  и 1 0K  (полага-
ем, что 0,ks  где  — предел упругости при растяжении, поэтому 

( ) 0;kV s  возможна одинаковая длительность ступеней: 1).it it  Теоретическая 
КП имеет вид (15), и определить значения МФ ( ),kV s  1, ..., ,k K  можно по фор-
муле для скорости ползучести на каждом интервале 1( ; ):k kt t  

 ( ) [ ( ) ( )]/( ),k kV s t t t tr  1, ( ; ),k kt t t t  (17) 

где ( ),t  ( )t  — измеренные деформации в выбранные моменты времени t   
и .t   

Значения ( )kcF s  можно найти из выражения 1ˆ( ) ( ) ( )k k kt cF cF  для 
скачков деформации в точках ,kt  1, ..., ,k K  но достоверно измерить скачки в 
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испытаниях невозможно. Поэтому выведем формулы для измеряемых дефор-
маций, не содержащие МФ .V  Из (15), (16) следует, что для всех ступенчатых 
программ нагружения (14)  

 1 1( 0) ( )( ) ( ) ( ).i i i i i i i i it p V t t cF p p cF  (18) 

Здесь : ( 0)i it  — максимальная деформация на интервале 1( ; ),i it t  и ее 
удобно регистрировать. Следовательно, можно определить значения ( )kcF s  по 
формуле 
 ( ) ,k k kcF s p  (19) 

где kp  вычисляется по (16) с уже найденными ( ),iV s  1, ..., .i k  Точность опре-
деления F  зависит от длительности стадий догрузки, так как kp  не измеряется 
в испытании (см. ниже), а вычисляется как сумма (16) по ( ),iV s  i k  (и с ро-
стом k  погрешность накапливается), а формулы (16) и (19) опираются на допу-
щение о мгновенности догрузки в точках .it  

Еще один способ определения МФ V  и F  более надежный, хотя и более  
трудоемкий, опирается на более длительное испытание вида (14) с большим  
числом ступеней (и поэтому более информативный). Значения МФ ( )kV s  мож-
но найти по одной КП материала при нагружении (14) с 2 1k ks  при 

2 2 2 1( ; ),k kt t t  1, ..., ,k K  и 2 0k  при 2 1 2( ; ),k kt t t  т. е. с нарастающими на-
пряжениями 2 1k  и полной разгрузкой между ними. Для такой программы 
нагружения КП (15), порождаемая ОС (1), состоит из чередующихся участков 
установившейся ползучести со скоростями ( )k kr V s  и участков постоянной 
деформации 2 1( ) ,kt p  2 1 2( ; ),k kt t t  а величины (16) с 2i k  приобретают 
смысл остаточной деформации после 2 1k  ступеней нагружения (и их можно 
измерить в испытаниях): 

2 1
2 1 1

1
( )( )

k
k m m m

m
p V t t  

 2 1 2 2 2 1 2 2 2( 1) 1
1

( )( ) ( )( ) .
k

l l l k k k k
l

V s t t V s t t p  (20) 

Теоретическая КП имеет вид (15), и определить значения МФ ( ),kV s  
1, ..., ,k K  можно двумя способами. Первый способ — по формуле для скорости 

ползучести на интервале 2 2 2 1( ; ):k kt t t  

 2 1 2 2 2 1 2 2( ) [ ( ) ( )]/ ( ) ( ) / ( ),k k k k k kV s t t t t t tr   (21) 

где 2 2 2 1, ( ; ),k kt t t t  ( ),t  ( )t  — измеренные деформации в моменты вре-
мени t  и ;t  2 1 2 1: ( 0),k kt  2 2 2 2: ( 0)k kt  — максимальная и мини-
мальная деформации на участке установившейся ползучести 2 2 2 1( ; ).k kt t  Вто-
рой способ — из формулы (20) для остаточной деформации после 2 1k  ступе-
ней нагружения (по измеренным значениям 2 1kp  и 2( 1) 1):kp   
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 2 1 2( 1) 1 2 1 2 2( ) ( ) / ( ).k k k k kV s p p t t  (22) 

Для определения F  используем формулу (18) при 2 1:i k  

 2 1 2 1 2 1( ) ( 0) ( ),k k k kcF s t p t  2 1 2( ; ),k kt t t  (23) 

т. е. каждое значение МФ ( )kcF s  непосредственно вычисляется по двум изме-
ренным деформациям 2 1ε k  и 2 1,kp  результат не зависит от точности определе-
ния ( ),iV s  .i k  

Прежде чем идентифицировать и применять ОС (1) для моделирования, 
следует проверить наличие у кривых ползучести материала для рассматривае-
мых программ ступенчатого нагружения следующих свойств (индикаторов 
применимости): 

1) постоянство скорости ползучести (21) на каждом участке интервала 
2 2 2 1( ; )k kt t  с ненулевым напряжением, т. е. ее независимость от выбора пары 

точек 2 2 2 1, ( ; );k kt t t t  
2) постоянство деформации на интервалах 2 1 2( ; )k kt t  с нулевым напряже-

нием; 
3) пропорциональность приращения остаточной деформации на k-м шаге 

нагружения (на интервале 2 2 2 1( ; )k kt t ) длительности ступени нагружения 
* 2 1 2 2:k k kt t t  на этом шаге: 2 1 2( 1) 1 2 1 2 2( )( ),k k k k kp p V s t t  1, ..., ,k K   

т. е. независимость от *kt  отношения 2 1 2( 1) 1 *( ) /k k kp p t  в испытаниях с оди-
наковым напряжением 2 1 ,k ks  но разными значениями * ;kt  

4) в испытаниях с одинаковым напряжением 2 1 ,k ks  но разными длитель-
ностями ступени нагружения * ,kt  разность максимальной деформации 2 1k   

2 1( 0)kt  на участке установившейся ползучести 2 2 2 1( ; )k kt t  и остаточной  
деформации (20) на интервале 2 1 2( ; )k kt t  не зависит от * :kt 2 1 2 1 ( ),k k ip cF  
или 2 1 2 1 2 1 2 1k k k kp p  для любых * * ;k kt t  

5) при перестановке любых двух ступеней нагрузки регистрируемая дефор-
мация ( )t  (как и теоретическая КП (15)) не меняется при max ,t t  где maxt  — 
максимальное время окончания переставляемых ступеней нагрузки. 

Можно еще проверять равенство скачков модуля деформации при мгно-
венных нагрузке и разгрузке, но надежная регистрация скачков по кривым ис-
пытаний невозможна. Если указанные признаки явно отсутствуют у КП матери-
ала, то применять ОС (1) для его моделирования нельзя. Если присутствуют — 
можно переходить к идентификации. 

О возможных вариантах методик идентификации и их развития. Вторая 
методика идентификации более надежна, чем первая (хотя и более трудоемкая): 
испытание на ступенчатое нагружение с полными разгрузками является более 
информативным, позволяет проверить качество моделирования большего ко-
личества эффектов, система индикаторов применимости ОС (1) значительно 
богаче вследствие возможности регистрировать остаточные деформации 2 1kp  
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и их накопление, а прямое измерение 2 1kp  позволяет перекрыть источник 
накопления погрешности, указанный в первой методике.  

По сравнению с методикой идентификации по серии КОП для разных 
уровней напряжения описанные способы требуют значительно меньшего числа 
испытаний (всего одно) и образцов. Конечно, можно разбить одно (длительное) 
испытание на два или три автономных, распределив между ними заданные 
уровни напряжения :ks  это полезно как для удобства обслуживания экспери-
мента, так и для минимизации влияния разного рода «сбоев» и флуктуаций 
условий испытания на результаты последующих измерений. Методика опреде-
ления МФ ничуть не усложнится, формулы (18)−(23) сохранятся. 

Формулы (4)−(6), (18)–(23) получены в предположении мгновенности нагруз-
ки и разгрузки (скачка напряжения), а деформации зависят от длительностей ста-
дий нагрузки и разгрузки. Поэтому лучше не использовать формулы (5) и (22) для 
определения МФ V  без коррекции, а находить V  из формулы для скорости пол-
зучести (12) или формулы (9) в случае идентификации по КОП или (17) и (21)  
в случае многоступенчатого нагружения: скорость ползучести и разности дефор-
маций в (9) и (17) не зависят от длительности стадий нагружения и разгрузки  
[25, 26], поэтому в них нет источника систематической погрешности, порождае-
мой немгновенностью нагружения. Разности деформаций (7), (18), (19), (23) зави-
сят лишь от стадии последней разгрузки (от 2 1k ks  до 2 0)k  и не зависят от 
всех предыдущих стадий нагрузки и разгрузки, так как они вносят одинаковый 
вклад в 2 1k  и 2 1.kp  В связи с этим использовать их для определения МФ F  сле-
дует с осторожностью либо скорректировать слагаемым, учитывающим длитель-
ность последней разгрузки. 

При описании алгоритмов идентификации рассмотрен случай 0,ks  
где  — предел упругости и порог ползучести материала при растяжении,  
в частности, при 0  значения МФ можно определить при любых 0.ks  Ес-
ли испытания материала на ползучесть и деформирование с постоянными ско-
ростями показывают, что целесообразнее задать 0  (релаксация, ползучесть 
отсутствуют при ,  кривая деформирования не зависит от скорости 
нагружения или деформации при достаточно малых ε  и после разгрузки нет 
остаточной деформации), то следует принять ( ) 0V x  при [0; ],x  а значе-
ния ( )cF x  на этом отрезке определить по диаграмме (упругого) деформирова-
ния материала (диаграмма, порождаемая ОС (1), задается при  уравнени-
ем ( )cF  [23, 27]). 

Разработанные методики позволяют найти МФ ( )V x  и ( )cF x  при 0x  по 
испытаниям на растяжение. Если поведение материала при сжатии (его кривых 
ползучести, релаксации и деформирования с постоянной скоростью) не отлича-
ется от поведения при растяжении, то МФ следует продолжить в область 0,x  
полагая их нечетными. Если поведение материала при сжатии отличается, то 
для определения МФ на ( ;0)  необходимо применить одну из описанных ме-
тодик идентификации, взяв за основу данные испытаний с 0.ks  Чтобы найти 
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  и E  отдельно от V  и F,  необходимо наложить на V  и F  некоторое нормиро-
вочное условие, например (1) 1V  и (1) 1.F  

Разработаны и другие методики идентификации и верификации ОС (1), кро-
ме описанных в настоящей работе: по КП с начальной стадией нагружения [26], 
по кривой нагрузки−разгрузки материала [27], по серии двойных КОП (т. е. от-
кликов на программу нагружения из двух прямоугольных импульсов) с разными 
уровнями напряжения. Рациональный выбор методики зависит от того, есть ли 
возможность планировать эксперименты по идентификации и верификации  
ОС (1) (в рамках доступных ресурсов времени, оборудования, изготовления об-
разцов) или приходится использовать уже имеющиеся данные испытаний неко-
торого материала (возможно, весьма ограниченные). 

Заключение. Продолжено исследование физически нелинейного ОС (1) для 
вязкоупругопластичных материалов в целях выявления комплекса моделируемых 
им реологических эффектов и границ области применимости, сфер влияния МФ и 
феноменологических ограничений на них, способов идентификации и настройки. 
На основе анализа общих свойств КП, порождаемых определяющим ОС (1) с про-
извольными МФ при любых ступенчатых нагружениях (14), выявлено несколько 
систем необходимых признаков применимости ОС (1), которые удобно проверять 
по данным испытаний материалов и использовать как индикаторы (не)примени-
мости ОС (1) для моделирования этих материалов, разработаны три общие мето-
дики идентификации ОС (1). В качестве системы базовых испытаний материала 
для проверки применимости ОС и его идентификации предложено использовать 
одну из следующих: 1) серию КОП материала с различными уровнями и длительно-
стями нагружения; 2) одно испытание на ползучесть при ступенчатом нагружении 
(14) с нарастающими уровнями напряжения; 3) одно испытание на ползучесть при 
ступенчатом нагружении (14) с разными уровнями напряжения и полной разгруз-
кой (отдыхом) между ними. В каждом случае указаны минимальные наборы реги-
стрируемых величин и выведены явные формулы для прямого (независимого) 
определения массивов значений обеих МФ ОС (1) в любых заданных точках из ра-
бочего диапазона напряжения, предотвращающие накопление погрешности.  
Разработанные методики идентификации не требуют задания конкретных аппрок-
симаций, минимизации среднеквадратичного уклонения для определения их пара-
метров, численного решения системы нелинейных уравнений (ее решение постро-
ено аналитически) и использования рекуррентных формул и итерационных мето-
дов. Рассмотрены разные варианты методик, их достоинства и недостатки,  
возможные модификации. 
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APPLICABILITY INDICATORS AND IDENTIFICATION TECHNIQUES  
FOR A NONLINEAR MAXWELL-TYPE ELASTO-VISCOPLASTIC MODEL  
USING MULTI-STEP CREEP CURVES 

А.V. Khokhlov аndrey-khokhlov@ya.ru 

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
A physically non-linear Maxwell-type constitutive relation 
with two material functions for non-aging rheonomous 
materials is studied analytically in order to elucidate the set 
of basic rheological phenomena that it simulates, to enclose 
its application field, to obtain necessary phenomenological 
restrictions which should be imposed on its material 
functions and to develop identification techniques. General 
properties and characteristic features of creep curves 
produced by the relation with arbitrary material functions 
under arbitrary multi-step uni-axial loadings are analyzed. 
The analysis reveals several attributes of the theoretic creep 
curves that can be employed as the relation feasibility 
indicators which are convenient for check using test data of 
a material. Three effective general identification techniques 
are developed. The first one is based on a set of creep and 
recovery tests at various stress levels and implies 
measurement of two strain magnitudes in each test. The 
second one is based on a single creep test under multi-step 
loading with growing stress levels. The third one is based 
on a single creep test under multi-step loading with 
growing stress levels alternated with unloading to zero 
stress and rest periods. The explicit expressions are derived 
in each case to determine the material functions values at 
arbitrarily chosen points in stress domain via minimal 
number of measured strain magnitudes. The identification 
techniques proposed herein enable separate and direct 
evaluation of the material functions values at a chosen 
points via test data escaping error accumulation. The 
techniques don't require any prescribed form of 
approximation and any kind of least square deviation 
minimization to determine its parameters; they don't 
require to solve a set of non-linear equations (its solution 
we have constructed analytically) and to involve iterative 
procedures or recurrent formulas. A number of the 
identification technique versions are considered and their 
advantages and shortcomings are discussed 

Viscoplasticity, viscoelasticity,  
physical non-linearity, material  
functions, creep rate, plastic strain, 
applicability indicators, unloading, 
creep recovery curves 
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