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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена нестационарная двумерная модель с ис-
пользованием функции плотности распределения веро-
ятности температуры и радиуса частиц для исследова-
ния двухфазных реагирующих потоков на основе поли-
дисперсной аэровзвеси частиц алюминия. В численном 
методе расчетов использованы шести- и восьмидиаго-
нальные матрицы, применительно к которым адаптиро-
ван метод Гаусса. Описанная модификация позволила 
ускорить вычисления на несколько порядков. Получены 
распределения состояния частиц в зонах максимального 
тепловыделения и выгорания алюминия при ламинар-
ном режиме течения аэровзвеси. Выявлены особенности 
пространственной структуры течения, характеризуемой 
образованием зон обратных токов, заполненных горя-
щими частицами алюминия 
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Введение. В последние десятилетия область применения порошкообразных метал-
лов, в частности алюминия, постоянно расширяется: их используют в установках 
синтеза ультра- и нанодисперсных оксидов (бемитов, лейкосапфиров), при генера-
ции газообразного водорода [1, 2], а также в качестве добавок к горючему в топ-
ливных композициях, применяемых в энергосиловых установках для повышения 
их энергетических и массогабаритных характеристик [3]. В то же время существует 
несколько известных ограничений, не позволяющих в полной мере реализовать 
энергетический потенциал порошкообразных металлов (ПМ), связанных с относи-
тельно большим временем воспламенения и горения частиц [4, 5], а также с  
образованием конденсированных продуктов горения [6, 7]. В связи с этим актуаль-
ными являются экспериментально-теоретические исследования, позволяющие 
определить основные физико-химические закономерности основных макрокине-
тических процессов, протекающих в условиях, моделирующих реальные условия 
практического применения ПМ. К перспективным исследованиям следует отнести 
математическое моделирование, позволяющее без привлечения специального обо-
рудования и материальных затрат получить необходимые данные для реализации 
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потенциальных преимуществ ПМ, а также для разработки модельных вариантов 
установок различного назначения, использующих ПМ. 

Моделирование горения ПМ, например алюминия, основывается на фун-
даментальных законах переноса энергии, количества движения и массы реаген-
тов с учетом наличия объемных источников тепловыделения и массы [8, 9]. Од-
нако сложности объекта моделирования, обусловленные наличием газовой и 
дисперсной фаз, протекающих как в кинетическом, так и в диффузионном ре-
жимах химическими реакциями, а также распределение частиц ПМ по размеру 
приводили к необходимости принятия нескольких допущений. Например, до-
пущения о равенстве скоростей газовой и дисперсной фаз [10], а также о моно-
фракционном составе газодисперсной реагирующей системы [11]. Кроме того, 
большинство математических моделей реализовывалось в одномерной (по про-
странственной координате) постановке ввиду сложности вычислений [12]. 

В настоящей работе с помощью математического моделирования проведено 
исследование закономерностей горения полидисперсной аэровзвеси алюминия с 
использованием двумерной функции плотности распределения вероятности тем-
пературы и радиуса частиц в двухконтинуальной нестационарной постановке. 

Физико-математическая модель. Для наиболее адекватного моделирова-
ния реальных явлений и конкретизации цели работы сформулируем основные 
требования, которые должны быть учтены при составлении системы диффе-
ренциальных уравнений: 

 – учет влияния турбулентных пульсаций на интегральные и осредненные 
значения скоростей химических реакций и тепловых потоков; 

 – отражение реального полидисперсного распределения частиц; 
 – учет различия скоростей и температуры газа и частиц; 
 – описание кинетического или диффузионного режима взаимодействия 

алюминия с окислительной средой при различных начальных условиях. 
Для отражения в модели перечисленных требований можно использовать 

перспективный метод, связанный с применением аппарата статистической фи-
зики и, в частности, функции плотности распределения вероятности (ПРВ)  
одной из нескольких физических величин [13−15]. Основное достоинство ука-
занного метода состоит в возможности учета реального полидисперсного рас-
пределения частиц ПМ, всех режимов горения (ламинарного и турбулентного), 
а также влияния турбулентных пульсаций различных параметров газовой взве-
си на осредненные значения скоростей химических реакций и тепловыделения. 
Такая постановка задачи соответствует сложившимся представлениям о взаи-
мосвязи термодинамических, кинетических и газодинамических процессов. 

В общем случае аргументами функции ПРВ, кроме пространственных коор-
динат и времени, являются термодинамические параметры газовой и конденси-
рованной фаз. В настоящей работе для описания процесса горения в движущей-
ся аэровзвеси частиц алюминия используется функция совместной плотности 
распределения, аргументами которой приняты время t, декартовы координаты 
х, у, радиус rk и температура Tk частицы алюминия: P(t, х, y, Tk, rk). Будем пола-
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гать, что P(t, х, y, Tk, rk)dTkdrk определяет вероятность того, что для частицы, 
находящейся в момент времени t в координатах (x, y), значения rk, Tk принадле-
жат к интервалам ( , )k k k kr r r dr  и ( , )k k k kT T T dT  соответственно. При этом, 
используя понятие и уравнение баланса функции ПРВ, контролируемое услови-
ем нормировки, необходимо ввести дифференциальное уравнение баланса 
счетной концентрации частиц nk: 
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где kn  — счетная концентрация частиц; D — коэффициент диффузии частиц 
ПМ; k  — скорость изменения температуры частицы, K/с; kf — скорость изме-
нения радиуса частицы, м/с.  

Граничные условия для уравнений (1), (2) зададим следующим образом: 
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Здесь 2Al O,m m  — относительные массовые концентрации; Rвоз — газовая по-

стоянная для воздуха; 
2( 0,5)

0,181( )
0, 3 2

kr

kr e  — начальная функция распреде-

ления частиц по размеру; 0( )k kT T  — дельта-функция Дирака, означающая, 
что в исходной газовой взвеси все частицы имеют одинаковые значения темпе-
ратуры, равные 0.kT  Система уравнений (1), (2) позволяет учитывать частицы 
как материальные объекты и после уменьшения их размеров до минимальных 
значений.  

Для описания состояния газовой фазы, представляющей смесь нескольких 
компонентов, используются (в предположении однопараметрической модели тур-
булентности и изобаричности течения) в эйлеровых переменных осредненные по 
турбулентным реализациям уравнения неразрывности, баланса теплоты и массы: 
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 div( ) ;jju G  (3) 

(1 ) ;p z RT  

 тgrad div(( )grad ) ;TC u C T T Q  (4) 

 тgrad div( ( )grad ) ,i
i i i

m u m D D m G  (5) 

где ρ — плотность газа;  — время; u — скорость газа; p — давление газа; z — отно-
сительная массовая концентрация компонентов к-фазы; R — универсальная газо-
вая постоянная; T — температура газа; C — теплоемкость; , т — коэффициенты 
молекулярной и турбулентной теплопроводности газа; Q — источниковый член, 
определяющий поток теплоты в газовую фазу; mi — относительная массовая кон-
центрация компонентов; D, Dт — коэффициенты молекулярной и турбулентной 
диффузии газа; Gj — источниковый член, определяющий массовую скорость обра-
зования или исчезновения k-го компонента газа. 

Граничные условия для уравнений (3)−(5) зададим следующим образом: 
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Здесь н ,u  нT  — начальные значения компонентов скорости и температуры газа; 
модуль скорости газа при y = 0 и y = ymax изменяется согласно условию скольже-
ния. Зададим плотность ρ и теплоемкость C газа, коэффициенты молекулярной 
теплопроводности λ и молекулярной диффузии газа D как функции температуры 
газа [15]: 

атм

воз
;p

R T
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где pатм — атмосферное давление. 
Источниковые члены Gj и Q в уравнениях (3)−(5) определяются с учетом 

конвективного и радиационного механизмов передачи теплоты и в предполо-
жении протекания одностадийной химической реакции  
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Al + (3/4)O2  (1/2)Al2O3 + ΔH  

c помощью функции ПРВ следующим образом: 
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Здесь Km0 — массовый стехиометрический коэффициент. 
Входящие в уравнения (6) величины k, fk определяются кинетикой взаимо-

действия частицы алюминия с окислительной средой (воздухом), причем переход 
от гетерогенного к парофазному режиму горения возможен при достижении ча-
стицей температуры воспламенения в .kT  Для определения значений скорости 
изменения радиуса и температуры частицы алюминия можно использовать си-
стему уравнений, включающую в себя эмпирические макрокинетические данные 
по воспламенению и горению частиц порошкообразного алюминия [15]: 

 1
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где nok — концентрация эффективного окислителя; n — показатель степени;  
T0 — начальная температура в камере сгорания. 

Изменение температуры частицы за единицу времени рассчитывается по 
следующей формуле [15]: 
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Здесь индекс «1» обозначает параметры, относящиеся к продукту химической 
реакции (окисление), а индекс «2» — к исходным компонентам. 

Начальные значения параметров в камере сгорания при  = 0 (обозначим их 
индексом «0»): давление p0 = 0,1 МПа, температура T0

 = 300 K, скорость движения 
газа u0 = 1 м/с, относительные массовые концентрации 2Om  = 0,23, mAl = 0,77.  
В качестве горючего рассматривается порошкообразный алюминий. Воспламене-
ние частиц осуществляется горячим газом, который находится во всем объеме  
X0< x <X∞ и имеет постоянную температуру Tв = 2300 K (частицы достигают такой 
температуры на фронте пламени). Скорость распространения фронта пламени рас-
считывается по массовой скорости выгорания компонента, находящегося в недо-
статке [15]: 
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где  — начальное значение коэффициента избытка окислителя.  
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Геометрическое описание расчетной области. Моделируются процессы 
воспламенения и горения аэровзвеси частиц алюминия в камере сгорания с 
прямоугольным сечением. Расчетные области процесса приведены на рис. 1. 

Рис. 1. Геометрия расчетной области и общая схема процесса 
 
Поставленная задача решается численно в двумерной постановке с декарто-

выми координатами, где 0 0x  — координата на левой границе, на которой 
осуществляется подача частиц в рабочую зону (камеру сгорания). Частицы при 
подаче обладают характеристиками, начальные значения которых поддержива-
ются постоянными: н н н( , )k k ku v w  — начальная скорость частицы; н н н( , )u v w  — 
начальная скорость газа; kT  — температура частицы; kr  — радиус частицы. 

На верхней max( )y y  и нижней ( 0)y  стенках применяются условия 
скольжения: проекция скорости (как газа, так и частицы) на ось ОХ становится 
равной по модулю скорости на предыдущем слое, а проекция скорости на ось 
ОY — нулю, теплообмена со стенкой и внешней средой не происходит (адиаба-
тическая стенка), относительная массовая концентрация не меняется, счетная 
концентрация частиц, как и значение функции ПРВ, не изменяется. На правой 
границе ( )x x применяются «мягкие» граничные условия. 

В начальный момент времени частицы находятся на левой границе 0 0,x  
распределены равномерно вдоль вертикальной координаты Y и обладают за-
данными начальными значениями температуры ,kT  радиуса kr  и скорости .ku  
При нагреве горячим газом, находящимся во всем объеме камеры сгорания, и за 
счет тепловыделения в результате химической реакции параметры частиц ме-
няются, согласно уравнениям (7), (8). 

Численный метод решения. Дифференциальные уравнения (1)−(5) ап-
проксимируем разностными уравнениями первого порядка точности по време-
ни и первого порядка точности по пространству. Для этого введем равномер-
ную разностную сетку по осям координат OX ( 0, ..., ),i N  OY ( 0, ..., ),j M  по 
временной оси О  и по осям параметров частиц — Оrk max( 0, ..., )q q  и ОTk 

max( 0, ..., ).s s  После тестирования определено, что наиболее качественные ре-
зультаты получаются при значениях N = 24, M = 24, qmax = 14, smax = 14. 
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Уравнение неразрывности  

,jj
v w v w G
x y x y

 

где v — проекция скорости газа на ось ОХ; w — проекция скорости газа на ось 
ОY. Далее переменные, которые взяты с предыдущего временного слоя, обозна-
чены волнистой чертой. В результате аппроксимации левой разностной произ-
водной получаем линейные уравнения по каждой координате скорости 

1, ,

, 1 ,

0;
0,

x i j x i j x

y i j y i j y

A v B v C
A w B w C

 

где  
, , 1, , ,2 1; ; ;

2 2
i j i j i j i j i j

x x x jj
x x

A B C G
h h

, , , 1 , ,2 1; ;
2 2

i j i j i j i j i j
y y y jj

y y
A B C G

h h
 

— прогоночные коэффициенты. 
Уравнение баланса теплоты 

( ) .T T T T TС T v w Q
x y x x y y

 

В результате аппроксимации получаем разностные уравнения  

, , , 1, , , 1 ,
, , , , , 2 2

1, , , , , , 1 , , , ,2 2

1( ) ( )

1 1 1 1( ) ( )

i j i j i j i j i j i j i j
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x y x y

i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j
x x y y

T v w
С T T С T

h h h h
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 1, , 1
1, , 12 2 0;i j i j

i j i j
x y

T T Q
h h

 (9) 

 1, , 1 , , 1 1, .T i j T i j T i j T i j T i j TA T B T C T D T E T F   

Здесь прогоночные коэффициенты имеют следующий вид: 

, , , , , , , ,
2 2
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, , 2 2

( ) ( )
; ;

1( ) ;

i j i j i j i j i j i j i j i j
T T

x x y y
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x y x y
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, 1, , , 1 , 1, , , 1
, , 1, , 1; ; ; .

2 2 2 2
i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j  

Для решения системы линейных уравнений (9) использован метод Гаусса для 
пятидиагональной матрицы, в которой записаны прогоночные коэффициенты. 

Уравнение сохранения массы 

i i i i i
i

m m m m mv w D D G
x y x x y y

 

заменяем разностным уравнением 
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где  
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2 2
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, 1, , , 1 , 1, , , 1
, , 1, , 1; ; ; ;

2 2 2 2
i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j  
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, , 1, , 1; ; ;

2 2 2 2
i j i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j
D D D D D D D D

D D D D  

— прогоночные коэффициенты. 
Для решения системы линейных уравнений (10) использован метод Гаусса для 

пятидиагональной матрицы, в которой записаны прогоночные коэффициенты. 
Уравнения, описывающие источниковые члены: 

222 2
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(10)
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Уравнение баланса счетной концентрации частиц в дисперсной фазе: 

2

2

2 2 2
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Введем верхние индексы «q» и «s» по координатам rk и Tk: 
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Здесь прогоночные коэффициенты  
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(11)
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max max
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Для решения системы линейных уравнений (11) использован метод Гаусса для 
шестидиагональной матрицы, в которой записаны прогоночные коэффициенты. 

Эволюционные уравнения для функции ПРВ: 
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(12)
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Здесь прогоночные коэффициенты имеют вид 
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Для решения системы линейных уравнений (12) использован метод Гаусса для 
восьмидиагональной матрицы, в которой записаны прогоночные коэффициенты.

 

Устойчивость предложенной разностной схемы проверена с использовани-
ем принципа максимума. 

Для повышения точности вычислений значения температуры, радиуса ча-
стицы, относительной массы компонента газовой взвеси и пространственных 
координат преобразованы в безразмерную форму: 

0

max 0
;k k

T
k k

T T
T T

 min

max min
;k k

r
k k

r r
r r

 ;i
i

m
ii

m
m

 0

0
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x x
x x

 0

max 0
,y

y y
y y

 

где minkr  = 0,5 мкм; maxkr  = 6 мкм; maxkT  = 2300 K; 0 0;x  x  = 5 см; y0 = 0; 
ymax = 3 см. 

Матрицы прогоночных коэффициентов из уравнений баланса теплоты, со-
хранения массы, баланса счетной концентрации частиц и функции ПРВ явля-
ются разреженными, поэтому для ускорения расчетов был модифицирован ме-
тод Гаусса для вычисления только ненулевых элементов. Для хранения элемен-
тов используется база данных типа «ключ−значение» Redis. 

Результаты численного моделирования. Вид двумерной функции ПРВ во 
фронте пламени приведен на рис. 2, а. Зависимость характеризуется наличием 
двух локальных максимумов, соответствующих состоянию частиц, близкому к 
начальному, и горению в парофазном режиме, причем доля частиц составляет 
примерно 22 %. Наиболее вероятно нахождение частицы во фронте пламени с 
параметрами [0, 9;1]T  и [0; 0, 07].r  

Вид двумерной функции ПРВ во фронте пламени в проекциях на оси T  и 
y  и оси r  и x  соответственно представлен на рис. 2, б, в. Частицы сначала 

распределены по нормальному закону, но потом под действием компонента 
скорости w перемещаются и прилипают к одной из стенок. 
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Рис. 2 (начало). Вид функции ПРВ во фронте пламени в проекции на оси θr и θT (а),  
                                                                     на оси T  и y  (б)  
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Рис. 2 (окончание). Вид функции ПРВ во фронте пламени в проекции на оси r   
                                                                             и x  (в) 

Распределения суммарного объемного тепловыделения по пространствен-
ным координатам х и у при значениях коэффициента  = 0,5 и 1 приведены на 
рис. 3. При увеличении коэффициента избытка окислителя до 1 (стехиометри-
ческий состав) снижается максимальное значение объемного тепловыделения Q 
и уменьшается градиент всех параметров во фронте пламени. 

  
Рис. 3. Распределения суммарного тепловыделения при коэффициентах избытка окисли- 
                                  теля  = 0,5 (1) и  = 1 (2) в проекциях на оси x  (а) и y  (б) 



 Т.Н. Романова, Д.А. Ягодников, Г.А. Щетинин 

88 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 6 

Для верификации численной модели проведено сравнение полученных 
численных результатов математического моделирования с экспериментальны-
ми данными, представленными в работе [15]. Получено удовлетворительное 
качественное согласование по градиенту изменения температуры и тепловыде-
ления в камере сгорания. Максимальное расхождение вычисленных и экспери-
ментальных значений градиентов не превысило 9,7 %. 

Заключение. Разработана двумерная по пространственным координатам  
модель, описывающая воспламенение и горение полидисперсной совокупности 
частиц алюминия с использованием функции ПРВ, что позволяет непрерывно  
отслеживать изменения радиуса и температуры частиц по времени и в простран-
стве. Предложен и проанализирован на устойчивость численный метод решения 
системы дифференциальных уравнений, основанный на модификации метода 
Гаусса, заключающийся в использовании разреженного хранения матриц прого-
ночных коэффициентов в базе данных типа «ключ−значение» и позволивший 
сократить время расчета. Получены распределения вероятностного состояния 
частиц в зонах максимального тепловыделения и определена эволюция частиц 
алюминия по пространственным координатам при ламинарном режиме течения 
аэровзвеси. Выявлены особенности пространственной структуры течения в каме-
ре сгорания прямоугольного сечения, характеризуемые образованием зон обрат-
ных токов, заполненных горящими частицами алюминия, имеющими наиболь-
шую температуру. Проведено сравнение полученных численных расчетов с экс-
периментальными данными. В перспективе указанный метод позволит провести 
более сложные расчеты с учетом скорости частиц в функции ПРВ. 
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Abstract Keywords 
The paper considers a non-steady-state two-dimensional 
model employing a probability density function describing 
temperature distribution and particle radii to investigate two-
phase reactive flows formed from polydisperse aluminum 
particle aerosols. Our numerical computation technique uses 
six- and eight-diagonal matrices and the Gaussian method 
adapted to those. This modification aided in making the 
computations orders of magnitude faster. We obtained 
particle state distributions in the zones of maximum heat 
generation and aluminum burnout for the laminar aerosol 
flow mode. We detected specific features of the spatial flow 
structure characterised by development of reverse flow zones 
filled with burning aluminum particles 
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