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Введение. Пусть имеется точное линейное представление компактной группы 
Ли G  в вещественном векторном пространстве V. Интересен вопрос, является 
ли фактор /V G  этого действия топологическим и гомологическим многообра-
зием. Далее для краткости назовем топологическое многообразие просто «мно-
гообразием». 

Пространство V обладает G-инвариантным скалярным умножением и по-
этому может (и будет) рассматриваться как евклидово пространство, на кото-
ром группа G действует ортогональными операторами. Кроме того, поскольку 
представление :G V  точное, можно полагать, что G  — подгруппа Ли группы Ли 

( ),VO  а представление :G V  тавтологическое. 
Исследования по указанной тематике проведены в работах [1, 2] для конеч-

ных групп. Кроме того, в работах [3−6] изучены как топологические, так и диф-
ференциально-геометрические свойства фактора для различных классов групп: 
для групп с коммутативной связной компонентой [3] и для простых групп клас-
сического типа [4−6]. В настоящей работе рассмотрены группы с коммутатив-
ной связной компонентой и усилена «топологическая» часть результатов  
работы [3]. 

Формулировки упомянутых во введении утверждений (в том числе резуль-
татов настоящей работы) приведены далее. 

Определение 1. Линейный оператор в пространстве над некоторым полем 
называется отражением (соответственно псевдоотражением), если подпростран-
ство его неподвижных точек имеет коразмерность 1 (соответственно 2). 
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В работе [1] доказано, что если группа ( )G VO  конечна и порождена 
псевдоотражениями, то / .V G V  Обратное неверно. Необходимое и достаточ-
ное условие для соотношения /V G V  получено относительно недавно в рабо-
те [2], оно описано теоремой 1 и использует понятие группы Пуанкаре. 

Определение 2. Рассмотрим компактную группу Ли := { : =1}S v v  
(с операцией умножения кватернионов), накрывающий гомоморфизм 3S SO  и 
прообраз S  группы вращений додекаэдра при указанном гомоморфизме. 
Группой Пуанкаре называется линейная группа, полученная ограничением дей-
ствия :S  левыми сдвигами на подгруппу .S   

Примем := Lie .Gg  Далее будем полагать, что 0 ,mG  .m � 
На пространстве g  определено Ad(G)-инвариантное скалярное умножение; 

с помощью последнего будем отождествлять пространства g  и *.g  
Для произвольного конечного множества P  векторов в конечномерном 

пространстве над некоторым полем, рассматриваемого с учетом кратностей 
своих элементов, число ненулевых векторов множества P  (с учетом кратно-
стей) обозначим через .P  

Любое неприводимое представление группы 0G  одномерно либо двумерно. 
Напомним понятие веса ее неприводимого представления. Произвольное дву-
мерное неприводимое представление группы G0 обладает G0-инвариантной ком-
плексной структурой, и можно рассматривать его как одномерное комплексное 
представление группы 0 ,G  сопоставив ему естественным образом вес — гомо-
морфизм групп Ли 0: G  и его так же обозначаемый дифференциал *.g   
Одномерному представлению группы 0G  сопоставим вес *:= 0 .g  

Классы изоморфных неприводимых представлений группы 0G  характери-
зуются весами * = ,g g  определенными с точностью до умножения на −1. 

Пусть P g  — множество весов ,g  соответствующее разложению пред-
ставления 0 :G V  в прямую сумму неприводимых (с учетом кратностей).  
Множество P g  не зависит от выбора указанного разложения (с точностью до 
умножения весов на –1). Поскольку представление :G V  точное, имеем =P g.  

Напомним определения q-устойчивых ( )q  и неразложимых множеств 
векторов конечномерных пространств над полями [3, § 1], необходимые и в 
настоящей работе. 

Разложением множества векторов конечномерного линейного простран-
ства на компоненты назовем его представление в виде объединения своих  
подмножеств, линейные оболочки которых линейно независимы. Если среди 
указанных линейных оболочек по крайней мере две нетривиальны, то такое 
разложение назовем собственным. Будем утверждать, что множество векторов 
неразложимо, если оно не допускает ни одного собственного разложения на 
компоненты. Всякое множество векторов разлагается на неразложимые компо-
ненты единственным образом (с точностью до распределения нулевого векто-
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ра), причем для любого его разложения на компоненты каждая компонента яв-
ляется объединением некоторых его неразложимых компонент (вновь с точно-
стью до нулевого вектора). 

Определение 3. Конечное множество векторов конечномерного пространства, 
рассматриваемое с учетом кратностей своих элементов, назовем q-устойчивым 
( ),q  если его линейная оболочка сохраняется при удалении из него любых век-
торов числом не более q  (с учетом кратностей). 

Согласно предложению 2.2 в работе [3, § 2], если /V G  — многообразие, то 
множество P g  является 1-устойчивым. Кроме того, в работе [3, § 8] описан ме-
тод сопоставления каждой компактной линейной группе с коммутативной связной 
компонентой, 1-устойчивым множеством весов и фактором M  компактной ли-
нейной группы с коммутативной связной компонентой, 2-устойчивым множе-
ством весов и фактором, гомеоморфным .M  В связи с изложенным выше рас-
смотрим случай 2-устойчивого множества весов. 

Обозначим стабилизатор (соответственно стационарную подалгебру) век-
тора v V  через vG  (соответственно через ).vg  

Для произвольного элемента g G  введем обозначение 
   ( ) := rk ( ) rk ( ( )) .g E g E Ad g   

Примем := { : ( ) {0, 2}}g G g G  и 5:= { : ( ) = 4, ( ) = 0} .g G g g G  
Приведем ранее полученный результат для представлений конечных групп 

(см. [2, предложение 3.13, теорема А]). 
Теорема 1. Пусть ( )H VO  — конечная группа. Тогда  
1) если /V H  — гомологическое многообразие, то представление :H V  есть 

прямое произведение представлений :i iH V  ( = 0, , ),i k  причем линейная группа 
|i ViH  является группой Пуанкаре при > 0i  и порождена псевдоотражениями 

при = 0i  (в частности, dim = 4iV  для всякого =1, , );i k  
2) если представления :i iH V  ( = 0, , )i k  из п. 1 существуют и / ,V H V  

то ( )H VO  — группа Пуанкаре. 
Для рассматриваемого представления :G V  в работе [7] получены следую-

щие результаты. 
Теорема 2 (см. [7, теорема 2]). Если /V G  — гомологическое многообразие, а 

P g  —  2-устойчивое множество, то = dim 2Q Q  для любой неразложи-
мой компоненты Q  множества .P  

Теорема 3 (см. [7, теорема 3]). Если /V G  — гомологическое многообразие, а 
P g  — 2-устойчивое множество, то группа G порождена объединением под-
групп 0G  и vG  ( ,v V  | |<vG ). 

Сформулируем основные результаты настоящей работы. 
Теорема 4. Допустим, что /V G  — гомологическое многообразие, а P g  —  

2-устойчивое множество. Тогда представление :G V  есть прямое произведение 
представлений :l lG V  ( = 0, ,l p ),  таких что  
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1) для любого = 0, ,l p  фактор /l lV G  является гомологическим много-
образием; 

2) 0| |< ;G  
3) для любого = 1, ,l p  группа lG  бесконечна, а множество весов пред-

ставления :l lG V  неразложимо, 2-устойчиво и не содержит нулей.  
Если представления :l lG V  ( = 0, , )l p  из формулировки теоремы 4 суще-

ствуют, то /V G  — гомологическое многообразие; если при этом фактор каждо-
го из них является многообразием, то /V G  — многообразие. Топологические 
свойства факторпространства конечной линейной группы описываются теоре-
мой 1. Таким образом, требуется исследовать случай представления с неразло-
жимым 2-устойчивым множеством весов без нулей (как следствие, обладающего 
G0-инвариантной комплексной структурой). Этот случай рассмотрен в теоре-
мах 5 и 6 при дополнительных предположениях > 1m  и = 1m  соответственно.  
В теореме 6 также предполагается, что (одномерная) группа ( )G VO  не со-
держит комплексных отражений — к этому можно свести произвольный случай 
(см. [3, § 7]). 

Теорема 5. Допустим, что множество P g  неразложимо, 2-устойчиво и 
не содержит нулей, причем > 1.m  Следующие условия эквивалентны:  

1) /V G — многообразие; 
2) /V G  — гомологическое многообразие; 
3)  выполняются приведенные ниже условия: 
(i) = 2;P m  
(ii) пространство V разлагается в прямую сумму попарно ортогональных 

двумерных неприводимых G0-инвариантных подпространств 1 2, , ,mW W V  
переставляемых группой ,G  причем 1 1( ) =m mG W W W W  и, кроме 
того, ( > 2) ( = =1, , 2);j jm GW W j m  

(iii) найдется элемент ,g G  такой что Ad( ) =g E  и = =1, ,j jgW W j  
2;m   
(iv) если v V  и | |< ,vG  то = .v vG G  
Теорема 6. Допустим, что множество P g  неразложимо, 2-устойчиво и 

не содержит нулей, =1,m  а группа ( )G VO  не содержит комплексных отра-
жений. Следующие условия эквивалентны: 

1) /V G  — многообразие; 
2) /V G —  гомологическое многообразие; 
3) dim = = 3,V P  Ad( ) = { },G E  = ,G  а представление :G V приводимо.  
В теоремах 5 и 6 импликация 3) 1) доказана (см. [3, § 1, теоремы 1.3 и 

1.5]), а импликация 1) 2) очевидна. Далее будут доказаны теорема 4, а также 
импликации 2) 3) в теоремах 5 и 6. 

Обозначения и вспомогательные факты. Приведем вспомогательные обо-
значения и утверждения, в том числе заимствованные из процитированных  
работ. 
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Обозначим через  отображение факторизации / .V V G  
Пусть v V  — произвольный вектор, тогда = Lie .v vGg  Кроме того, имеют 

место Gv-инвариантные ортогональные разложения = ( ) vV v Ng  и =vN
.Gvv vN M  Если при этом | |< ,vG  то dim(( ) ) = ( )vE g N g  для любого 

.vg G  
Для конечного подмножества *,Q g  рассматриваемого с учетом кратно-

стей своих элементов, подалгебры h g  и вектора g  примем 

  * *| := { | : }Q Qh h h h  и := { : ( ) 0} .Q Q Q  

Теорема 7 (см. [7, теорема 4]). Пусть v V  — некоторый вектор. Фактор 
/V G  является (гомологическим) многообразием локально в точке ( )v  тогда и 

только тогда, когда /v vN G  — (гомологическое) многообразие. 
Лемма 1 (см. [7, лемма 6]). Предположим, что /V G  — гомологическое мно-

гообразие, а P g  — 2-устойчивое множество. Пусть Q P  — подмножество, 
такое что (Ker ) =

Q
g,  \{0}.g  Тогда Ad( )G  и = 3.P  

Лемма 2 (см. [2, § 2, теорема 2.3, лемма 2.6]). Пусть X  и Y  — топологиче-
ские пространства, а n  — натуральное число, тогда 

1) если X  — односвязная гомологическая n-сфера, то ;nX S  
2) конус над пространством X  является гомологическим (n + 1)-многообра-

зием тогда и только тогда, когда X  — гомологическая n-сфера; 
3) пространство X Y  является гомологическим многообразием тогда и 

только тогда, когда X  и Y  — гомологические многообразия. 
Перечислим основные свойства q-устойчивых ( )q  конечных множеств 

векторов конечномерных пространств над полями, которые (множества) рас-
сматриваются с учетом кратностей своих элементов [3, § 1].  

1. Добавление и удаление нулевых векторов, а также умножение векторов 
на ненулевые элементы поля не влияют на q-устойчивость множества.  

2. Образ q-устойчивого множества при линейном отображении пространств 
является q-устойчивым множеством. В частности, если некоторое множество 
линейных функций на пространстве q-устойчиво, то множество их ограничений 
на произвольное подпространство также q-устойчиво.  

3. Для любого разложения произвольного q-устойчивого множества на ком-
поненты (необязательно неразложимые) каждая компонента является q-устой-
чивой.  

4. Всякое q-устойчивое множество с m-мерной линейной оболочкой ( )m  
содержит не менее m q  ненулевых векторов.  

5. Всякое q-устойчивое множество с m-мерной линейной оболочкой 
( ),m  содержащее ровно m + q ненулевых векторов, неразложимо, а любые 
его ненулевые векторы числом не более m линейно независимы. 

Доказательства результатов. Докажем теоремы 4−6. Стабилизатор общего 
положения представления :G V  конечен, откуда dim( / ) = dim dim =V G V G  
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dim .V m  Множество P g  весов представления :G V  удовлетворяет равен-
ству =P g.  Легко заметить, что 0Ad( ) = { }G E  и | Ad( ) |< .G  

Изотипную компоненту представления 0 : ,G V  соответствующую неприво-
димым представлениям с произвольным весом ,P  обозначим через .V  Для 
любого \{0}P  изотипная компонента V V  обладает структурой комплек-
сного пространства, на котором группа 0G  действует скалярными линейными 
операторами. Пространство V  разлагается в прямую сумму своих попарно ор-
тогональных подпространств V  ( ),P  переставляемых группой .G  

Имеем Ad( ) =G P P  и Ad( )= ggV V  ( ,P  ).g G  В частности, 0 0=GV V . 

Кроме того, 0
0 = .GV V  Подпространство 0V V  разлагается в прямую сумму 

попарно ортогональных изотипных компонент V V ( \{0}),P переставля-
емых группой ,G  и обладает G0-инвариантной структурой комплексного про-
странства размерности .P  

Пусть \{0}P  — произвольный вес. Элемент g G  переводит в себя изо-
типную компоненту ,V V  если и только если Ad( ) = ,g  действуя на ней 
при Ad( ) =g  (соответственно при Ad( ) =g ) линейно (соответственно 
антилинейно) над полем .  

Далее будем полагать, что /V G  — гомологическое многообразие, а P g  —  
2-устойчивое множество. 

Обозначим через V  комплексное пространство ,V  а через  — оператор 
комплексной структуры , , , .V V x yi x yi x y V  Представление :G V  
естественным образом индуцирует комплексное представление : .G V  Пусть 

1, , nV V V  (n ) — изотипные компоненты комплексного представления 
0 : .G V  Имеем 

=1
= .

n
j

j
V V  Любое неприводимое комплексное представление груп-

пы 0G  одномерно, что влечет соотношения 0( ) | ( ),jV jG E VGL  =1, , .j n  

Группа G  переставляет подпространства 1, , ,nV V V  причем  

 Ker Ad = { : = = 1, , } .j jg G gV V j n G  (1) 

Оператор : V V  также переставляет подпространства 1, , nV V  простран-
ства .V  Если {1, , }j n  и = ,j jV V  то каждый оператор подалгебры 

| ( )jV j i E Vg gl  антикоммутирует с оператором | : ,j jV j V V  и, по-

скольку [ , ] = 0,g  выполнено равенство = = 0.j jV Vg g  
Рассмотрим произвольный элемент .g G  
Примем := Ad( ) ( ),A g O g  0 := { : (( ) ) = 0} =

AP
V v V E A v V Vg  и, кроме 

того, 
0 0 0:= { : (( ) ) = 0} = .V v V E A v V iV Vg  
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Элемент g G  переставляет подпространства 1, , .nV V V  Это означает, 
что существуют числа ,p  1, , ,pk k  1, , {1, , }pn n n  и подпростран-

ства 
1
, , ,

p
V V V  для которых 

1

=0
= ,l

kll j
n

j
V g V  = ,nl l

kl ng V V  =1, , ,l p  и 

=1
= .

p l

l
V V  Без ограничения общности можно полагать, что 1, , 2pk k  и 

1 = = = 1,p pk k  где {0, , }.p p  

Как легко заметить, 
0

= 1
= ,

p l

l p
V V V  

=0
= .

p l

l
V V  При этом =

l l
gV V  для вся-

кого = 0, , .l p  Отсюда 

  
=0

rk( ) = dim(( ) ) = dim ( ) = dim ( ) .
p l

l
E g E g V E g V E g V  

Пусть {1, , }l p  — произвольное число. Примем := dim .ll nd V � Ясно, 

что dim =
l

l lV k d  и dim .
gl

lV d  Это означает, что dim ( )
l

E g V   

( 1) .l lk d   

С учетом изложенного выше 
0

=1
rk( ) dim ( ) ( 1) .

p

l l
l

E g E g V k d   

Кроме того,  

 
00

=1 =1
2 ( ) = 2 \ = dim( / ) = dim / = dim = ,

pp lA
l l

l l
E A P P P V V V V V k d   

откуда 

  

0

=1

0

=1

1rk( ) ( ) dim ( ) ( 2)
2

1dim(( ) ) ( 2).
2

p

l l
l

p

l
l

E g E A P E g V k d

E g V k
 

Утверждение 1. Справедливо неравенство rk( ) ( ) .E g E A P � При этом 
равенство rk( ) = ( )E g E A P  возможно лишь в случае g

AP
V V  и 2 = .A E   

 Имеем 0

=1

1rk( ) ( ) dim(( ) ) ( 2) 0.
2

p

l
l

E g E A P E g V k  Допустим, 

что rk( ) ( ) = 0.E g E A P  Тогда 0( ) = 0E g V  и 1 = = = 2.pk k  Следо-
вательно, 0= .g

AP
V V V  Кроме того, 1, , {1, 2}pk k  и, следовательно, 

2 = ,j jg V V  =1, , .j n  В силу (1) 2Ad( ) = .g E   
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Утверждение 2. Если 5 =A E  и rk( ) ( ) 2,E g E A P  то = .A E  

 По условию 5Ad( ) = .g E  В силу (1) 5 =j jg V V  для любого =1, , .j n   
Отсюда  
 1 , , {1, 5},pk k  1 = = = 5,pk k   

 =1

312 rk( ) ( ) ( 2) ,
2 2

p

l
l

pE g E A P k   1.p  

Напомним, что оператор : V V  переставляет подпространства 

1, , ,nV V V  причем если {1, , }j n  и = ,j jV V  то = 0,jVg  
0
.jV V  Далее 

0

= 1
=

p l

l p
V V V  и 

0 0
= .V V  Это означает, что 

  
0

15 = =|{ {1, , } : = 0} | 2, 2.jpp k k j n V V p   

Поскольку 1p  и 2,p  имеем = 0,p  1 = = = 1.pk k  Таким образом, 

= ,j jgV V  =1, , .j n  В силу (1) Ad( ) = .g E   
Множество ( )E A P g  является 2-устойчивым. Его линейная оболочка 

есть не что иное, как подпространство ( )E A g g  размерности
0:= rk( ) .r E A  Следовательно, 

– если ,A E  то ( ) 2;E A P r  
– если A E  и ( ) = 2,E A P r  то множество ( )E A P g  неразложимо, а 

любые его ненулевые векторы числом не более r  линейно независимы.  
Утверждение 3. Допустим, что .A E  Тогда ( ) 2,g  причем если 

( ) = 2,g  то 
  ,g

AP
V V  2 =A E  и ( ) = 2.E A P r  

  Имеем ( ) = (rk( ) ( ) ) ( ( ) ).g E g E A P E A P r  Осталось приме-
нить утверждение 1.  

Следствие 1. Предположим, что g  и .A E  Тогда ,g

AP
V V  2 = ,A E  

( ) = 2,E A P r  множество ( )E A P g  неразложимо, а любые его ненулевые 
векторы числом не более r  линейно независимы. 

Лемма 3. Если ,g  то = .A E  
 Допустим, что A E . Имеем ( ) 2.E A P r  Далее, согласно условию, 

( ) = 4g  и 5( ) = 0.g  Таким образом,  

 rk( ) ( ) = ( ) ( ) 2.E g E A P g E A P r   

В силу утверждения 2 5 ,A E  5Ad( ) .g E  Применяя к элементу 5g G  утвер-
ждение 3, получаем 5( ) 2.g  Это противоречит равенству 5( ) = 0.g  
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Лемма 4. Допустим, что ,g  A E  и = .A AP P P  Тогда среди нераз-
ложимых компонент множества P g  одна содержится в подпространстве 

Ag g,  а все остальные — в подпространстве Ag g.  
 Поскольку = 0,A Ag g  множество P g  разлагается на компоненты 

AP P  и .AP P  Согласно следствию 1, множество ( )E A P g  неразложи-
мо. При этом множество ( )E A P g  с точностью до нулей совпадает с множе-
ством 2 AP g.   

Лемма 5. Предположим, что g  и .A AP P P  Тогда = 1,r  а множество 
\ AP P g  неразложимо. Кроме того, \ = 3,AP P  dim \ = 2AP P  и =1.AP  

  По условию найдутся векторы 1 2, ,P  такие что 1 2=A  и 
1 2dim , = 2;  в частности, ,A E  > 0.r  В силу следствия 1 2 = ,A E  

\ = ( ) = 2,AP P E A P r  а любые ненулевые векторы множества ( )E A P g  
числом не более r  линейно независимы. Имеем 2

2 1 1= = .A A  Далее 
1 2, ,P  2 1,  а ненулевые векторы 1 1 2( ) =E A  и 2 2 1( ) =E A  

линейно зависимы. Это означает, что 2 > > 0,r  = 1,r  \ = 2 = 3.AP P r  
Таким образом, 1 2 1= ,A  2 1 2= ,A  1 2, A AP P  и 

\ = 3.AP P  Отсюда 1 2\ = { , , },AP P  где P  и = .A  
Имеем  

 ( \ ) ( ) = ( \ ) = \ = \{0} \{0}.A A A A A A A A AP P P P P P P P P P g   

Поэтому = \{0} = ( \ ) =1.A A A AP P P P P  Ввиду соотношений \{0}Ag  
и rk( ) = =1E A r  справедливо равенство ( ) = .E A g  

Отметим, что 1 2 10 = ( ) ( ) = ,E A E A g  1 2 \ {0}.  Отсюда  

 1 2 1 2 1 2\ = , , = , = , = , .AP P   

Следовательно, 1 2\ = { , , }AP P g  —  неразложимое множество, причем 

1 2dim \ = dim , = 2.AP P  
Следствие 2. Предположим, что .g  Тогда подмножество \ \ {0}AP P P  

содержится в некоторой неразложимой компоненте множества \{0}P g.  
 При =A E  доказывать нечего. В случае A E  достаточно воспользовать-

ся леммами 4 и 5.  
Следствие 3. Предположим, что ,g  а также .A E  Тогда подмноже-

ство := { : ( ) 0}P P E g V P  содержится в одной из неразложимых компо-
нент множества \{0}P g.  В частности, \{0}.P P  

Согласно следствию 1, \ .AP P P  Осталось применить следствие 2.  
Предложение 1. Если g  и = ,A E  то все изотипные компоненты 

V V  ( P ), кроме, быть может, одной, содержатся в подпространстве 
.gV V  
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Поскольку = ,A E  имеем =gV V  ( P ) и | ( )Vg VGL  ( \ {0}P ). 
Как следствие, 

 
0

0

2 ( ) = rk( ) = dim(( ) ) = dim(( ) ) =

dim(( ) ) 2 dim (( ) ).
P

P

g E g E g V E g V

E g V E g V   

Перейдем к доказательству теоремы 4. 
Пусть 1, , pQ Q P  ( p ) — неразложимые компоненты множества 

\{0}P g.  Имеем 
=1

\{0} = .
p

l
l

P Q P  Примем :=l
Ql

V V V  ( =1, ,l p ). 

В записи 0V  нижний индекс означает вес 0 ;g  между тем в ряде случаев 
будет удобно понимать этот индекс и как целое неотрицательное число. 

Пространство V  разлагается в прямую сумму своих попарно ортогональ-
ных G0-инвариантных подпространств ,lV  = 0, , .l p  Далее в группе Ли G  
имеются подгруппы Ли := { : {0, , }\{ }}g

l lG g G V V l p l  ( = 0, ,l p ) и 

0:= .pG G G  При этом для всякого = 0, ,l p  выполняется равенство 

= ,l lGV V  а представление :l lG V  точное. В частности, 0| |< .G  
Теорема 8. Имеем = .G G   
Доказательству теоремы 8 предпошлем несколько вспомогательных утвер-

ждений. 
Предложение 2. Справедливо включение 0 .G G  

 Для всякого =1, ,l p  подалгебра Lie lG g  есть не что иное, как пересече-
ние ядер всех весов *= ,lQ P g g  {1, , } \{ }.l p l  Поскольку * = =Pg  

=1
,

p
l

l
Q  имеем 

=1
= Lie ,

p
l

l
Gg  Lie = ,G g  0 .G G   

Предложение 3. Справедливо включение .G  
Вытекает из следствия 3 и предложения 1.  

Пусть v V  — произвольный вектор, такой что | |< .vG  
Утверждение 4. Представление :v vG N  точное. 

 Если vg G  и ,g
vN V  то ( ) = dim(( ) ) = 0,vg E g N  и, согласно утвер-

ждению 3, Ad( ) = ,g E  ,gv Vg  ( ) = ,g
vV v N Vg  = .g E   

Лемма 6. Имеем .vG G  Кроме того, представление :v vG N  есть прямое 
произведение представлений :i iH W  ( = 0, ,i k ), причем 

1) линейная группа |i WiH  является группой Пуанкаре при > 0i  и порождена 
псевдоотражениями при =0;i  

2) если ,v vG G  то 1,k  а если [ , ] ,v v vG G G  то dim 4 2;vN k  
3) для любого =1, ,j k  найдется вес ,P  такой что jV W  и 

.H jV V  
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 В силу теоремы 7 /v vN G  — гомологическое многообразие. Далее, приме-
няя к точному представлению :v vG N  теорему 1, получаем его разложение в 
прямое произведение представлений :i iH W  ( = 0, ,i k ), удовлетворяющих 
условию 1). При этом 0 0= ,H H  а группа Пуанкаре совпадает со своим 
коммутантом, вследствие чего условие 2) также выполняется. 

Пусть {1, , }j k  — произвольное число. 
Если \{ }jh H E  и 5 = ,h E  то ( ) = dim(( ) ) = dim = 4v jh E h N W  и, кроме того, 

5( ) = ( ) = 0,h E  откуда ,h  что вместе с леммой 3 влечет равенство Ad( ) = .h E  
Известно, что группа Пуанкаре порождается своими элементами порядка 5,  
поэтому Ad( ) = { }.jH E  Отсюда следует, что, во-первых, =jH V V  для всякого 

,P  а во-вторых, .H jv Vg  Следовательно, = = ( ) =HH jj
v v jV v N v N Wg g  

.jW   Тем самым установлено, что 
– изотипные компоненты представления :jH V  суть в точности подпро-

странства jW  и =H j
jV W  пространства ,V  причем представление :j jH W  не-

приводимо; 
– пространство V  разлагается в прямую сумму своих попарно ортогональ-

ных Hj-инвариантных подпространств ,V  .P  
Поэтому найдется вес ,P  для которого jV W  и .H jV V  Таким образом, 

.jH G   
Итак, 1, , .kH H G  Кроме того, 0 0= .H H G  Отсюда vG  
.G    
Следствие 4. Допустим, что .v vG G  Тогда найдется вес ,P  та-

кой что dim 4.V  Кроме того, если [ , ] ,v v vG G G  то dim 6.vN  
Теперь утверждение теоремы 8 вытекает непосредственно из теоремы 3, 

предложения 2 и леммы 6. 
Имеем 0= = .pG G G G  Поэтому 0 0/ ( / ) ( / )p pV G V G V G , и, соглас-

но лемме 2, каждый фактор / ,l lV G  = 0, , ,l p  является гомологическим многооб-
разием. Далее 1, , \ {0},pQ Q P  вследствие чего для любого = 1, ,l p  множество 
весов представления :l lG V  неразложимо, 2-устойчиво и не содержит нулей. 

Тем самым полностью доказана теорема 4. 
Перейдем к доказательству импликаций 2) 3) в теоремах 5 и 6. 
По-прежнему полагаем, что /V G  — гомологическое многообразие, а мно-

жество P g  является 2-устойчивым. Кроме того, будем предполагать, что 
множество P g  неразложимо и не содержит нулей. 

Согласно лемме 1, Ad( ) { }.G E  
В силу теоремы 2 = 2.P m  Ввиду 2-устойчивости множества P g  лю-

бые его векторы числом не более m линейно независимы. В частности, при 
2m  данное множество не содержит кратных векторов. 
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Вначале докажем импликацию 2) 3) в теореме 5. 
Предположим, что 2.m  
Требуется доказать, что выполнены условия (i)−(iv) из формулировки тео-

ремы 5. 
Как уже было отмечено, = 2.P m  Пространство V  разлагается в прямую 

сумму попарно ортогональных двумерных неприводимых G0-инвариантных 
подпространств 1 2, , .mW W V  При этом множество P g  не содержит 
кратных векторов. Следовательно,   

– подпространства 1 2, , mW W V  являются изотипными компонентами 
представления 0 :G V  и переставляются группой ;G  

– для любого P  имеем dim = 2.V  
Согласно следствию 4, если v V  и | |< ,vG  то = .v vG G  Теперь, исполь-
зуя теорему 3, получаем 0= ,G G  Ad( ) = Ad( ) .G  

Таким образом, уже доказано, что условия (i) и (iv) выполняются. 
Пусть g  — произвольный элемент, такой что := Ad( ) .A g E  
В силу леммы 4 .A AP P P  Применяя лемму 5, получаем \ = 3,AP P  

dim \ = 2AP P  и = 1.AP  Таким образом, множество P g  содержит три  
линейно зависимых вектора. Следовательно, 3 > 2,m  = 2,m  = 4,P  =AP  

\ = 1.AP P P   
Допустим, что > 2.m  
Согласно изложенному выше, Ad( ) { },E  Ad( ) = Ad( ) { },G E  отку-

да = =1, , 2.j jGW W j m  Поскольку Ad( ) { },G E  имеем Ad( ) = { },G E  и,  
таким образом, все условия (i)−(iv) выполняются. 

Предположим, что = 2.m  
Имеем = 4,P  1 2 3 4= { , , , } ,P g  1 2 3 4, , , \ {0}.g  Любые два век-

тора множества P g  линейно независимы, и, следовательно, прямые ,j g  
= 1, 2, 3, 4,j  попарно различны. Будем полагать, что  

 
, {1, 2, 3, 4} (( , ) = 0) (({ , } = {1,2}) ({ , } = {3, 4}));

{1,2, 3, 4} =
i j

jj

i j i j i j
j V W V  (2) 

(этого можно добиться путем надлежащих перенумераций). 
Рассмотрим произвольный элемент .g  
Покажем, что 1 2 1 2( ) =g W W W W . 
При := Ad( ) =A g E  доказывать нечего. 
Допустим, что .A E  Тогда = = 1.A AP P  Следовательно, найдутся 

числа , {1, 2, 3, 4},i j  такие что =i iA  и = .j jA  Очевидно, что ( , ) = 0,i j  
=i igV V  и = .j jgV V  В силу (2) 1 2 1 2( ) = .g W W W W  

Тем самым установлено, что 1 2 1 2( ) =g W W W W  для любого .g  При 
этом 0= ,G G  откуда 1 2 1 2( ) = .G W W W W  
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Таким образом, условия (i), (ii) и (iv) выполняются. 
Осталось проверить условие (iii). 
Достаточно доказать, что Ad( ).E G  
Допустим, что Ad( ).E G  
Согласно лемме 1, группа Ad( ) ( )G O g  содержит отражение относительно 

каждой из четырех попарно различных прямых ,j g  =1, 2,3, 4.j  Значит, 
| ( ) |> 4.Ad G  

Поскольку 1 2 1 2( ) = ,G W W W W  для любого g G  имеем 2 =j jg W W  
( =1, 2,3, 4),j  2 2Ker( Ad( )) Ker( Ad( )),P E g E g  что вместе с неразложимо-
стью множества P g  и соотношением Ad( )E G  влечет равенство 2(Ad( )) =g  

2Ad( ) = .g E  Таким образом, все операторы группы Ad( ) ( )G O g  инволютивны. 
Поэтому |( ( )) ( ( )) | 2,Ad G SO g  | Ad( ) | 4,G  что противоречит неравенству 
| Ad( )|> 4.G  

Следовательно, Ad( ),E G  и, таким образом, все условия (i)−(iv) выпол-
няются. 

Тем самым теорема 5 полностью доказана. 
Теперь докажем импликацию 2) 3) в теореме 6. 
Предположим, что =1,m  а группа ( )G VO  не содержит комплексных от-

ражений. 
Требуется доказать, что dim = = 3,V P  ( ) = { },Ad G E  = ,G  а пред-

ставление :G V  приводимо. 
Как уже было отмечено, dim = = 2 = 3.V P m  Кроме того, Ad( ) { },G E  

откуда Ad( ) = { }.G E  Если ,v V  | |<vG  и ,v vG G  то dim = dimvN V  
dim = 5G  и, согласно следствию 4, [ , ]= { },v v vG G G E  [ , ] Ker Ad,vG G G  что, 

в частности, влечет неразрешимость группы Ker Ad .G  
Допустим, что представление :G V  неприводимо. 
Поскольку группа ( )G VO  неприводима и не содержит комплексных от-

ражений, имеем  
 0 = ( );G E VGL  0Ker Ad = ,G K G   
где := Ker Ad ( ) ( )K V VSL GL  — конечная неприводимая импримитивная 
комплексная линейная группа (см. [3, § 7]). 

Комплексное пространство V  разлагается в прямую сумму трех одномер-
ных комплексных подпространств, переставляемых группой ( ),K VGL  а сле-
довательно, и группой 0Ker Ad = ( ).G K VGL  Поэтому существует гомомор-
физм 3Ker Ad S  с коммутативным ядром. Группа 3S  разрешима; то же можно 
утверждать и о группе Ker Ad .G  

Следовательно, если v V  и | |< ,vG  то = .v vG G  Используя теорему 3, 
получаем 0= .G G   

Таким образом, dim =1,G  0 ,P  dim = = 3,V P  0= ,G G =vG
vG ( ,v V  | |<vG ), а группа ( )G VO  неприводима и не содержит ком-
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плексных отражений. Данная ситуация невозможна (см. [3, § 7], рассуждения  
в точности повторяют доказательство леммы 7.2). 

Полученное противоречие показывает, что представление :G V  приводимо. 
Осталось доказать, что = .G  
Приводимое представление :G V  обладает двумерным инвариантным под-

пространством. Следовательно, найдется вектор \{0},v V  для которого 
0= .Gv G v  Имеем | |<vG  и 0= .vG G G  Если ,v vG G  то Ker Ad,vG  

0= Ker Ad,vG G G  что противоречит равенству Ad( ) = { }.G E  Отсюда 
= ,v vG G  0 0= .vG G G G  
Итак, 0= .G G  Поскольку Ad( ) = { },G E  существует элемент ,g  

такой что Ad( ) = .g E  Далее в группе G  каждый элемент подмножества 0G g  
сопряжен элементу g  и поэтому принадлежит подмножеству .  Отсюда 

0 ,G  0 ,G  0 = ,G G  = .G  
Тем самым теорема 6 полностью доказана. 
Заключение. В настоящей работе вопрос о том, является ли факторпро-

странство компактной линейной группы многообразием, изучен для бесконеч-
ной группы с коммутативной связной компонентой. Результаты работы создают 
основы для рассмотрения этого вопроса относительно других видов линейных 
групп. 
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