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Аннотация Ключевые слова 
Известны математические модели волновых движений  
в бесконечно длинных геометрически нелинейных обо-
лочках, содержащих вязкую несжимаемую жидкость, на 
базе связанных задач гидроупругости. Задачи описыва-
ются уравнениями динамики оболочек и вязкой несжима-
емой жидкости в виде обобщенных уравнений Корте- 
вега — де Вриза. Методом возмущений по малому пара-
метру задачи получены математические модели волнового 
процесса в бесконечно длинных геометрически нели-
нейных соосных цилиндрических упругих оболочках, 
отличающиеся от известных моделей учетом наличия 
несжимаемой вязкой жидкости между оболочками, в виде 
системы обобщенных уравнений Кортевега — де Вриза.  
В работе исследованы модели волновых явлений в двух 
геометрически нелинейных упругих соосных цилиндри-
ческих оболочках Кирхгофа — Лява, содержащих вяз-
кую несжимаемую жидкость между ними, окруженных 
упругой средой, действующей как в нормальном, так и  
в продольном направлении. Для рассмотренных систем 
уравнений с учетом влияния жидкости с помощью по-
строения базиса Грёбнера получены разностные схемы 
типа Кранка — Николсона. Для генерации этих разност-
ных схем использованы базовые интегральные разност-
ные соотношения, которые аппроксимируют исходную 
систему уравнений 
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Постановка задачи. Для абсолютно жесткой трубы с круговым сечением лами-
нарное движение вязкой несжимаемой жидкости под действием гармонического 
по времени перепада давления исследовано в работах [1, 2]. Известны математи-
ческие модели волновых движений в бесконечно длинных геометрически и фи-
зически нелинейных оболочках [3], содержащих вязкую несжимаемую жидкость, 
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на базе связанных задач гидроупругости, описываемых уравнениями динамики 
оболочек и вязкой несжимаемой жидкости, в виде обобщенных уравнений  
Кортевега — де Вриза (КдВ). Выявлены эффекты влияния вязкой несжимаемой 
жидкости на поведение волны деформации в оболочке в зависимости от коэффи-
циента Пуассона материала оболочки. Методом возмущений по малому парамет-
ру задачи получены математические модели волнового процесса в бесконечно 
длинных геометрически нелинейных соосных цилиндрических упругих оболоч-
ках [4], которые отличаются учетом наличия несжимаемой вязкой жидкости 
между оболочками, на основе связанных задач гидроупругости, описываемых 
уравнениями динамики оболочек и несжимаемой вязкой жидкости с соответ-
ствующими краевыми условиями, в виде системы обобщенных уравнений КдВ. 
Выявлены эффекты влияния несжимаемой вязкой жидкости между оболочками 
на поведение волны деформаций в соосных оболочках. Наличие волны деформа-
ций во внешней оболочке приводит к возникновению волны деформаций во 
внутренней оболочке, которой не было в начальный момент времени, и происхо-
дит «перекачка энергии» (через слой жидкости) от внешней оболочки к внутрен-
ней, которая сопровождается немонотонным падением амплитуды волны во 
внешней оболочке, и, как следствие, немонотонным снижением скорости ее рас-
пространения. При этом во внутренней оболочке происходит немонотонное уве-
личение амплитуды. Вследствие колебаний амплитуд и скоростей с течением 
времени их скорости и амплитуды выравниваются. 

Рассмотрим окруженные упругой средой две соосные бесконечно длинные 
упругие оболочки (рис. 1), между которыми находится вязкая несжимаемая 
жидкость.  

Рис. 1. Упругие бесконечно длинные соосные цилиндрические оболочки: 
 — ширина щели, занимаемой жидкостью; (1)(1)

1 0= / 2R R h  — внутренний радиус внешней 
оболочки; (2)(2)

2 0= / 2R R h  — внешний радиус внутренней оболочки; (1) ,R  (2)R  — радиусы 
срединных поверхностей внешней и внутренней оболочек; (1)

0 ,h  (2)
0h  — толщины оболочек; индексом 

«1» обозначены все механические перемещения внешней оболочки, индексом «2» — внутренней  
     оболочки 

Записывая уравнение движения элемента цилиндрической оболочки в пере-
мещениях для модели Кирхгофа — Лява, полагаем материал линейно-упругим с 
линейной зависимостью интенсивности напряжений i  от интенсивности дефор-
маций ie  [5]: = ,i iEe  где E  — модуль Юнга. Уравнение движения несжимаемой 



Ю.А. Блинков, Е.В. Евдокимова, Л.И. Могилевич, А.Ю. Ребрина 

6  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 6 

вязкой жидкости и уравнение неразрывности в цилиндрической системе коорди-
нат в случае осесимметричного течения записывается в виде [2, 6]:  

 

2 2

2 2 2

2 2

2 2

1 1= ;

1 1= ;

= 0,

r r r r r r r
r x

x x x x x x
r x

r r x
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где ,xV rV  — проекции на оси цилиндрической системы координат вектора скоро-
сти жидкости; t  — время;  — плотность;  p — давление;  — кинематический ко-
эффициент вязкости жидкости; ,x r  — цилиндрические координаты. На границе 
оболочек и жидкости (см. рис. 1) при ( )= i

ir R W  выполняются условия прилипа-
ния жидкости  

 
( ) ( )

= ; = .
i i

x r
U WV V

t t
 (2) 

Здесь ( )iU  — продольное упругое перемещение оболочки по оси x; ( )iW  — про-
гиб оболочки, положительный к центру кривизны. Уравнения динамики обо-
лочки записываются в виде [7, 8]:  
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где индексом «1» обозначены все механические перемещения внешней оболочки, 
индексом «2» — внутренней оболочки; 0  — плотность; 0  — коэффициент Пуас-
сона; ( )iU  — продольное перемещение; ( )

0
ih  — толщины оболочек; x  — продоль-

ная координата; ,i
xq  nq  — напряжения со стороны жидкости, находящейся между 
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оболочками; 
2(1) (1) (1)2 ( ) 2 2 30 0 00 0 0 0 0 0(1) (1) (1)

1 3 4 22 4 2 (1)
,

ih c R h c h ck W k U k U
l l l R

—  реакция упру- 

гой среды в радиальном и осевом направлениях [9−14], 0 2
0 0

=
1
Ec  — ско-

рость звука в оболочке. Нижние индексы у перемещений обозначают соответству-
ющие частные производные. 

Напряжения со стороны слоя жидкости определяются по формулам  

 = 2 ; = .r x r
n x

V V Vq p q
r r x

 (4) 

Вывод уравнения динамики с учетом наличия жидкости между упругими 
оболочками. Принимая длину волны l  за характерный размер и обозначая ам-
плитуды продольного перемещения mu  и прогиба ,mw  переходим к безразмер-
ным переменным:  

 0( ) ( )( ) ( ) * *
3 1= , = , = , = .i ii i

m m
c xW w u U u u t t x
l l

 (5) 

Полагаем  
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( )= = (1), = ( ), = ( ), = ( ).
ii

m m
i
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Введем полухарактеристические (бегущие) координаты и растянутое время:  

 * * *= , = ,x ct t  (7) 

где c  — неизвестная безразмерная скорость волны. 
Запишем систему уравнений (3) в безразмерных переменных с использова-

нием формул (5)−(7) и разложим упругие перемещения по степеням = / :mu l   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 10 11 3 30 31= ..., = ...i i i i i iu u u u u u  (8) 

Подставим разложение (8) в уравнения (3) и после некоторых преобразова-
ний этих уравнений, аналогичных приведенным в работах [3, 4], приравняем 
нулю коэффициенты при 0 ,  получим  

 ( ) ( ) ( )2 2
030 010 10( ) = , (1 ) = 0.m i i i

xii
m

w l u u c u
u R

 

Следовательно, 10u  — произвольная функция; 2
0= 1c  — безразмерная ско-

рость волны, так как 2 2
0=1 .c  

Приравниваем коэффициенты при  в правых и левых частях уравнений и 
учитывая предыдущие результаты, определяем  
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В представлениях (8) взято два первых члена разложения по  для учета 
нелинейности исходной системы уравнений (3). 

В случае когда жидкость отсутствует, правая часть уравнений становится 
равной нулю и получаются независимые уравнения, каждое из которых имеет 
точное решение. Необходимо определить правую часть, для чего требуется ре-
шить уравнение гидродинамики для случая кольцевого сечения трубы. 

Определение напряжений, действующих на оболочки со стороны вязкой 
несжимаемой жидкости. Введем безразмерные переменные и параметры:  
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Полагая во введенных безразмерных переменных 2/ = 0, / = 0l R  (нулевое 
приближение по / l  — гидродинамическая теория смазки [15]), а также 

0 = 0c
v l

 (ползущие течения [16]) и раскладывая давление и компоненты ско-

рости по степеням малого параметра  

 0 1 0 1 0 1= ..., = ..., = ... ,r r r x x xP P P v v v v v v  

для первых членов разложения из уравнений гидромеханики (1) и граничных 
условий прилипания жидкости (2) получаем уравнения  
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и граничные условия  
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С точностью до ,  из (4) определяем  
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Из уравнений движения жидкости с учетом граничных условий найдем  
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Уравнение динамики оболочки. Система уравнений (9) с учетом найден-
ной правой части (10) преобразуется к виду 
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Здесь с принятой точностью 0 2/ ( ), / = 1,h R O R  обозначено (1) (2) = ,R R R  
при этом (1) (2)

00 0 .h h h  
Введем обозначение (1) (2)(1)
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В результате получим  

 
3(1) (1) (1) (1)(1) (1) (1) (1) (2)
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6 = 0;
6 = 0.

t

t
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Система уравнений (11) при отсутствии жидкости распадается на два независи-
мых уравнения: 

1) для (1)   

 3(1) (1) (1) (1)(1) (1) (1)
1 3 46 = 0t d d  

с точным решением  

 3 3 32(1)
4 1

4 4 4

1= 2 ;ch2 2
t  

2) для (2)   

 (2) (2) (2)(2)6 = 0t  

с точным решением  

 3 3 32(2)

4 4 4

1= ,ch2 2
t  

где 3 4/  — произвольная величина.  
Очевидно, что скорость солитона (1)  больше скорости солитона (2)  при 

одинаковых амплитудах. При наличии жидкости необходимо численное иссле-
дование системы уравнений (11) при начальном условии  

 3 32(1) (2)

4 4

1, 0 = , , 0 = 0.ch2 2
 (12) 

В случае если взаимодействовать с упругой средой будет не только внеш-
няя, но и внутренняя оболочка, система уравнений (11) станет симметричной:  
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с точными решениями  

 3 3 32(1) (2)
4 1

4 4 4

1= = 2 .ch2 2
t  



Моделирование волновых процессов в двух оболочках с жидкостью между ними… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 6 11 

Численное моделирование. Подход к построению 
разностных схем, основанный на построении переопре-
деленной системы разностных уравнений, получаемой 
из аппроксимации интегральных законов сохранения и 
интегральных соотношений, связывающих искомые 
функции и их производные, развит в работах [17, 18]. 
Построение базиса Грёбнера соответствующих разно-
стных многочленов позволяет реализовать разностную схему, которая автома-
тически обеспечивает выполнение интегральных законов сохранения по обла-
стям, составленным из шаблонов интегрирования. Запишем систему уравнений 
(11) в интегральной форме  

 

(1) (1)2 (1) (1)
1

3 (1) (2)
3 4

(2) (2)2 (2) (2) (1)

3

= 0;

3 = 0

dt d

dtd dtd

dt d dtd

 (14) 

для (1) =d  и любых области  и интервала > .a b  Для перехода к дискрет-
ной формулировке сопоставим ( ) ( )= , ,i n i

n jju t  = ,n
n jjU t  и выберем в 

качестве базового контур, показанный на рис. 2. 
Добавим интегральные соотношения  

                                 

1

2

2

( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
2

2

= , , ;

= , , ;

= , , .

j

j

j

i i i
j j

j

i i i
j j

j

j j
j

u d u t u t

u d u t u t

ud U t U t

 (15) 

Используя для интегрирования по времени и первой производной по  
формулу трапеций, а по второй производной по  формулу среднего значения 
для u и формулу Симпсона для ,U  полагая 1 = ,n nt t  1 = ,j j h  перепишем 
соотношения (14), (15) в виде  

 

(1) (1) (1) (1) (1) (1)2 1 (1) (1)2 11 1 2 2
2 2 2 2
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Рис. 2. Базовый контур 
       для уравнения (14) 
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 ( )( ) ( ) ( )
1 1= ;

2
i ni i i nn n

j j j j
hu u u u  

 ( ) ( ) ( )
1 22 = ;i i n in n

j j ju h u u  

 (1) (1) (1)
212 4 = .

3
n n n n n

j jj jj
hu u u U U  

Поскольку исходное дифференциальное уравнение (11) нелинейно, заменим 
нелинейную часть дополнительной функцией ( ) ( )2= 3 .i iF u  За счет выбора допу-
стимого упорядочения так, что (1) (2) (1) (1) ,u u U F F  а затем перемен-
ных , ,n j  нелинейная часть не будет входить в лидирующие мономы системы 
при построении базиса Грёбнера, и структура базиса позволит проверить при-
надлежность искомой разностной схемы. 

В результате получим разностную схему для уравнения (11) (рис. 3), анало-
гичную схеме Кранка — Николсона для уравнения теплопроводности,  
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(16)

 

Полученные неявные разностные схемы имеют кубическую нелинейность 
для следующего временного слоя. При построении решения использована 
линеаризация  
 2 2 2 2 2 2

1 1 11 1= = 2 .k k k k k kk k k k k kv v v v v v v v v v v v  

Как правило, число итераций для достижения точности 1210  на следующем 
временном слое не превышало 2−3. Шаг по времени t брался равным половине 
шага по переменной .  Программа расчета написана на языке Python с исполь-
зованием пакета SciPy*. 
__________________

* https://www.scipy.org
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Рис. 3. Графики численного решения уравнений (11) при 1 = 0  с начальным условием 
(2) = 0  (а) и с (1)  (б), взятого из точного решения (13) при = 0t  с 3 = 0,004,  4 = 0,1   

                                                                 и 3 4/ = 0,2  

Заключение. При наличии жидкости между оболочками возникает 
нелинейная волна деформации во внутренней оболочке, в которой ее не было в 
начальный момент времени. За относительно короткий промежуток времени 
амплитуды волн деформации в обеих оболочках выравниваются. Значение 
амплитуды равно половине начальной амплитуды во внешней оболочке. Далее 
наблюдается волнообразование перед основным солитоном как во внешней, так 
и во внутренней оболочках, вызванное разностью скоростей волн деформации в 
этих оболочках вследствие влияния окружающей среды. При дальнейшем 
увеличении времени волнообразование перед основным солитоном в обеих 
оболочках затухает. 
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Abstract Keywords 
There exist mathematical models of wave motion in infinitely 
long geometrically nonlinear shells containing viscous 
incompressible fluid. These are based on related hydroelas-
ticity problems described by equations of shell and viscous 
incompressible fluid dynamics in the form of generalised 
Korteweg — de Vries equations. Having identified the small 
parameter of the problem, we used the perturbation method 
to obtain mathematical models of the wave process in elastic 
infinitely long geometrically nonlinear coaxial cylindrical 
shells. These models take the form of a system of generalised 
Korteweg — de Vries equations. They are different from the 
ones known previously since they account for the presence of 
viscous incompressible fluid between shells. The paper 
investigates the models of wave phenomena occurring in two 
elastic geometrically nonlinear coaxial cylindrical Kirchhoff — 
Love shells separated by a layer of viscous incompressible fluid 
and surrounded by an elastic medium acting both normally 

Nonlinear waves, viscous incompres-
sible fluid, elastic cylindrical shells, 
Gröbner basis 
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and longitudinally. We constructed a Gröbner basis to derive 
difference schemes of the Crank — Nicolson type for the 
systems of equations under consideration, accounting for the 
effect of the fluid. We generated these difference schemes 
using fundamental integral relations in finite difference form 
that approximate the initial system of equations 
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