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Аннотация Ключевые слова 
Исследованы дальние поля внутренних гравитационных 
волн, возбуждаемых источником возмущений, движу-
щимся в бесконечной по вертикали стратифицированной 
среде. Рассмотрено распространение волн в невязкой, 
несжимаемой среде с экспоненциальным распределением 
невозмущенной плотности. В линейном приближении и 
приближении Буссинеска построены равномерные асим-
птотики возбуждаемых полей внутренних гравитацион-
ных волн вдали от движущегося источника возмущений, 
в том числе в окрестности траверсной плоскости и гори-
зонта движения. Полученные асимптотические решения 
позволяют эффективно рассчитывать основные ампли-
тудно-фазовые характеристики возбуждаемых дальних 
полей внутренних гравитационных волн при определен-
ных режимах генерации и, кроме того, качественно ана-
лизировать полученные решения. Это важно для пра-
вильной постановки более сложных математических 
моделей волновой динамики реальных природных стра-
тифицированных сред 
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Введение. Важный механизм возбуждения полей внутренних гравитационных 
волн (ВГВ) в природных (океан, атмосфера Земли) и искусственных стратифи-
цированных средах является их генерация источниками возмущений различной 
физической природы: природного (движущийся тайфун, ветровое волнение, 
обтекание неровностей рельефа океана, изменения полей плотности и течений, 
подветренные горы) и антропогенного (морские технологические конструкции, 
схлопывание области турбулентного перемешивания, подводные взрывы) ха-
рактеров. Система уравнений гидродинамики, описывающая волновые возму-
щения стратифицированных сред в общем виде представляет достаточно слож-
ную математическую задачу как в плане доказательств теорем существования и 
единственности решений в соответствующих функциональных классах, так и с 
вычислительной точки зрения. Основные результаты решений задач о генера-
ции ВГВ представляются в самой общей интегральной форме, и в этом случае 
полученные интегральные решения требуют разработки численных и асимпто-
тических методов их исследования, допускающих качественный анализ и про-
ведение экспресс-оценок решений [1−6]. 
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Для детального описания широкого круга физических явлений, связанных с 
динамикой волновых возмущений неоднородных и нестационарных природных 
стратифицированных сред, необходимо исходить из достаточно развитых мате-
матических моделей. Трехмерность структуры природных стратифицированных 
сред также играет существенную роль, и в настоящее время отсутствует возмож-
ность проведения масштабных вычислительных экспериментов по моделиро-
ванию трехмерных океанических течений на больших временах с достаточной  
точностью. Однако в некоторых случаях первоначальное качественное представ-
ление об изучаемом круге волновых явлений можно получить на основе более 
простых аналитических моделей. В связи с этим необходимо отметить классиче-
ские задачи гидродинамики о построении асимптотических решений, которые 
описывают эволюцию волновых возмущений, возбуждаемых источниками раз-
личной природы в тяжелой жидкости. Модельные решения позволяют в даль-
нейшем получить представления волновых полей с учетом изменчивости и не-
стационарности реальных природных стратифицированных сред (океан, атмо-
сфера Земли). Ряд результатов анализа модельных линейных задач, описывающих 
различные режимы возбуждения и распространения волновых возмущений, так-
же лежит в основе активно развивающейся в настоящее время нелинейной тео-
рии генерации волн экстремально большой амплитуды — волн-убийц [7−12].  

Моделирование динамики ВГВ особенно актуально вследствие возросшего 
числа морских платформ, установленных на шельфовых месторождениях нефти 
и газа. Можно отметить некоторые случаи повреждения морских платформ 
внутренними волнами большой амплитуды, например, в Андаманском море, 
когда одна из опор платформы в октябре 1997 г. была изогнута сдвиговым тече-
нием во внутренней волне. Измерения показывают, что нагрузки от ВГВ, дей-
ствующие на подводные части морских платформ в вертикальном направлении 
могут в 30 раз превосходить нагрузки от ветровых волн. Действие ВГВ приводит 
к мощному транспорту наносов и размывам дна, особенно в глубоководных 
районах, где влияние ветровых, в том числе штормовых волн, пренебрежимо 
мало. Внутренние гравитационные волны также способствуют диффузии осад-
ков и транспорту наносов в морской среде, поэтому процессы переноса частиц 
за счет индуцированных волнами потоков активно исследуют в рамках различ-
ных прикладных направлений, связанных с гидробиологией (миграция планк-
тона, бентоса), экологией (распространение примесей и загрязнений) и инже-
нерной океанологией [1−3, 13]. 

Внутренние гравитационные волны, существующие в океане вследствие стра-
тификации его вод, являются принципиально двумерными, а во многих случаях и 
трехмерными, поэтому в вычислительном плане анализ двумерных и трехмерных 
нестационарных волновых движений представляет собой весьма сложную задачу. 
Разработан и получил широкое применение численный код MIT, решающий пол-
ные уравнения гидродинамики с учетом реального рельефа дна, вращения Земли 
и турбулентных процессов, код разработан в Массачусетском технологическом 
институте (США) совместно с мировыми специалистами по численному модели-
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рованию океана. Такая модель требует больших компьютерных ресурсов, оправ-
данных только для решения отдельных практических задач океанологии. Тем не 
менее даже такие полные модели пока еще не учитывают, например, существующей 
в реальных океанических условиях стабильной фоновой горизонтально-неодно-
родной стратификации. Для учета этого гидрофизического эффекта необходимо 
вводить внешние силы, удерживающие эту неоднородность стратификации, пара-
метризация которых численно затруднительна. Существующие в настоящее время 
другие методы численного моделирования, в том числе с использованием супер-
компьютеров (алгоритм IGW Research, алгоритмы Riemann Solver для решения ги-
перболических уравнений мелкой воды, псевдоспектральный алгоритм высокого 
порядка для решений уравнений гидродинамики HOSM) не всегда позволяют эф-
фективно рассчитывать конкретные физические задачи волновой динамики океана 
и атмосферы с учетом их реальной изменчивости, так как ориентированы на реше-
ние достаточно общих задач, требуют большой вычислительной мощности, не все-
гда учитывают физическую специфику решаемых задач, что существенно ограни-
чивает их практическую применимость, особенно при расчетах волновых полей  
в реальных природных средах. Кроме того, использование мощных численных  
алгоритмов требует верификации и сравнения с решениями модельных задач  
[3, 4, 14]. Поэтому в современных научных исследованиях при анализе волновых 
явлений в реальных стратифицированных средах (океан, атмосфера Земли) широ-
ко применяют упрощенные асимптотические и аналитические модели. В линейном 
приближении существующие подходы к описанию волновой картины возбуждае-
мых полей ВГВ основаны на представлении волновых полей интегралами Фурье. 
Цель настоящей работы — исследование дальних полей ВГВ, возбуждаемых ис-
точником возмущений, движущимся в бесконечной по вертикали стратифициро-
ванной среде. 

Постановка задачи, интегральные формы решения. Рассмотрено распро-
странение ВГВ в невязкой, несжимаемой среде с экспоненциальным распреде-
лением невозмущенной плотности 0( ) exp( ),z z  т. е. частота плавучести 
Брента — Вяйсяля  

 02

0

( )( )
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предполагается постоянной, ( ) const.N z g N  В линейном приближении 
и с учетом приближения Буссинеска компоненты скорости ( , , )u v w  ВГВ удовле-
творяют системе уравнений [1, 2, 5, 6]: 
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где , ,x y zF F F  — массовые силы; M  — плотность распределения источников 
массы. Далее будут рассмотрены поля ВГВ, возбужденные нелокальным движу-
щимся источником возмущений в случае его равномерного и прямолинейного 
движения с постоянной скоростью V вдоль оси Ox. Такое поле обычно аппрок-
симируется как поле, возбужденное системой движущихся источников; при 
наличии подъемной силы следует принять ,zF  при этом компоненты ,x yF F  
массовых сил можно полагать равными нулю [5, 6, 10]. В результате систему (1) 
можно представить в виде  
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В пренебрежении переходными процессами, связанными с началом движения 
источника возмущений, правые части в (2) являются функциями ,x Vt , .y z   
В силу линейности задачи решения уравнений (2) выражаются через функцию 
Грина ,G  т. е. через решение уравнения ( , , ) ( ) ( ) ( ).LG x Vt y z x Vt y z  Реше-
ние  уравнения L  с ненулевой правой частью  выражается через функ-
цию Грина G  по формуле ( , , ) ( , , ) ( , , ) .y z G y z d d d  
Единственность решения G  обеспечивается условием излучения, т. е. рассмотрено 
решение с правой частью, экспоненциально нарастающей во времени:

( , , , ) exp( ) ( , , ),LG t x y z t x Vt y z  и предполагается, что G  имеет тот же рост 
по t : 1exp( ) ( , , ).G t G x Vt y z  Тогда G  строится однозначно и решение опре-
деляется как предел G  при 0.  Применяя оператор L  к функции ,G  получа-
ем уравнение для определения :G   
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Решая это уравнение методом Фурье, можно определить 
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Вычислим интеграл по ,  полагая 0z  (легко заметить, что G — четная 
функция z ). Этот интеграл равен вычету полюса подынтегрального выражения, 
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лежащего в верхней полуплоскости. При 2 2 2V N  этот полюс находится на 
расстоянии порядка  от вещественной оси: 

  
2 2 2 2 2 2

.
N V i V

V i
  

При 2 2 2V N  этот полюс лежит вблизи мнимой оси: 
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Вычисляя соответствующий интеграл и переходя к пределу при 0,  получа-
ем искомую функцию в виде  
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Здесь под 2 2  понимается арифметическое значение корня при  и 
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 Поэтому в случае движущего-
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где 2 2 2 2 / .  Для дипольного источника массы, ориентирован-
ного по направлению движения источника и имеющего единичный момент, по-
лучаем 
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Далее примем 
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Построение асимптотик вдали от источника возмущений. Рассмотрим 
асимптотики интеграла (3) при 2 2 2 1,r y z  т. е. поля ВГВ вдали от 
движущегося источника возмущений. Учитывая, что фазовая функция в (3) не-
четная функция переменных , ,  имеем  
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В приведенном интеграле выполним замену переменных ,p  .pq  
Примем cos ,r  sin cos ,y r  sin sinz r  (0 , ),  т. е. перейдем 
к сферическим координатам , , .r  В результате запишем 

 Re ,   (4) 
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Под 21 p  при 1p  понимается величина 2 1,i p  т. е. разрез функции 
21 p  обходится при Re p  в нижней полуплоскости. Найдем сначала не-

равномерную асимптотику :  асимптотику, применимую при r  и фикси-
рованных значениях , ,  причем 0, / 2, , 0.  Вычисляя внутренний 
интеграл в (4) методом стационарной фазы, получаем 
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Выпишем неравномерную асимптотику интеграла (5), которая состоит из 
двух слагаемых: 1) вклад края области интегрирования; 2) вклад стационарной 
точки фазовой функции в (5). Учитывая, что эта точка 0 sin cosp p  ока-
зывается в области интегрирования и дает вклад в асимптотику лишь при 

/2   
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где (cos ) 1  при cos 0  и (cos ) 0  при cos 0.  Асимптотика (6) не-
пригодна, во-первых, при cos 0  (т. е. при малых x Vt  — вблизи тра-
версной плоскости движения источника возмущений) и, во-вторых, при 
sin sin 0,  т. е. при малых sin sinz r  вблизи горизонтальной плоско-
сти движения источника. Далее рассмотрим асимптотику, применимую вблизи 
траверсной плоскости. При cos 0  стационарная точка фазовой функции 

0 sin cosp  стремится к краю области интегрирования 0.p  Алгоритм по-
лучения равномерной по cos  асимптотики интеграла (4) известен, и эта 
асимптотика выражается через интеграл Френеля [15]. Чтобы ее получить, 
необходимо заменить в (6) функцию (cos )  выражением 

 
2

* exp / 4 2 sin sin ( / 4 / 2)
2 sin sin ,

4 2 2 2 sin sin / 4 / 2
i i r

F r
r

 

где *( )F  — комплексно сопряженный интеграл Френеля, *( )F  

2exp( / 4) exp( )i is ds   [16–18]. Тогда  
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*

2 2 2

exp( sin ) 2 sin sin(( / 4 / 2))
Re Re

2 1 sin cos

i r F r

V r
  

 
2 2

2 3/2 3/2 2 2

exp( sin sin / 4) 1 sin cos sin(( / 4 / 2)) sin
.

(2 ) ( ) sin sin 1 sin cos cos

i r i

V r
 

(7) 

Полученное выражение (7) применимо при ,  близких к /2,  однако не-
пригодно при sin sin 0,  т. е. вблизи горизонтальной плоскости источника. 
Далее преобразуем интеграл (4) по ,q  примем sh :q t  

 
2

2

exp 1
( , ) exp( ( sh ch )) .

1

i aq b q dq
F a b i a b t dt

q
 

За счет сдвига по t  в полученном интеграле легко показать, что при 2 2a b  
2 2
1 1a b  имеет место равенство 1 1( , ) ( , ),F a b F a b  поэтому интеграл по q  в (4) 

можно записать в виде 

 
2 2

2

exp sin cos 1 1 sin

1

i r pq p q dq

q
 

 
2

2

exp sin 1 sin

1

i r pq q dq

q
     

 
2 2

2

exp sin cos 1 1
.

1

i r q p q dq

q
 (8) 

Используя первое из равенств (8), запишем  в виде 

 
2

2 2 2 20

exp (cos sin ) 1 sin sin1 .
4 1 1

i r p q q dqdp
V p q

 (9) 

В интеграле (9), как и в (4), под 21 p  при 1p  понимается величина 
2 1 ,i p  т. е. разрез функции 21 p  обходится при Re p  в нижней полу-

плоскости. Далее сдвинем контур интегрирования по переменной q  вверх от 
действительной оси на величину i  и при Re 0q  повернем контур на некото-
рый угол (0 / 2)  против хода часовой стрелки. По переменной p  при 
Re 0p  повернем контур интегрирования на некоторый угол (0 /2)  
по ходу часовой стрелки, причем .  Тогда при cos 0  и таком выборе 
контуров интегрирования показатель экспоненты в (9) будет иметь отрицатель-
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ную вещественную часть, интеграл будет абсолютно сходиться при ,p  
q  и в (9) можно будет заменить порядок интегрирования: 

 

2exp( )

2 2 2

exp( )

20

exp 1 sin sin1
4 1

exp( (cos sin ) )
.

1

i

i
i

i r q dq

V q
i r q p dp

p

 

Теперь внутренний интеграл при 1r  вычисляется асимптотически 

 3
20

exp( (cos sin ) )
( )

(cos sin )1

i r q p dp i O r
r qp

 

и для Re  получим 

 
2

3
2 2 2

exp 1 sin sin1 Im ( ) ,
4 1 (cos sin )

i r q dq
O r

V r q q
 (10) 

где полюс при ctgq  обходится в нижней полуплоскости. Функцию (10) 
можно записать как ( sin sin ):r z  

 
2

2 2 2

exp 11 1 1 1Im
4 ( ) 2 cos sin cos sin1

i z q
dq

V r q qq
 

 
2

2 2 2 2 22

exp 1cos
Im ,

4 cos sin1

i z q dq
V r qq

 

где полюс ctgq  обходится в верхней полуплоскости, а ctgq  — в нижней. 
Докажем, что  

 
2

0 2
22 2 22 1

exp 1 ( )cos Im 2 ctg ( ) .
cos sin 2 21

n

n
n

i q dq J J
qq

  

(11) 

Здесь 2 ( )nJ  — функции Бесселя. Действительно, обозначая левую часть (11) 
через ( , ),F  получаем 

 

2

2

2
2

2

(1)
00

exp 1( , )( , ) sin cos Im
1

cos Im ( ) cos ( ),

i q dqFF
q

i H J
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где (1)
0 ( )H  — функция Ханкеля [16−18]. Поэтому ( , )F  можно определить как 

решение уравнения 
2

2
2

0
( , )( , ) sin cos ( ),FF J  стремящееся к нулю 

при ,  как 1 2 ,  что следует из сформулированного правила обхода по-
люсов в интеграле (10). Тогда формула (11) проверяется прямой выкладкой, ис-
пользующей рекуррентные формулы для функций Бесселя: 

 
2

2
0

2 0
( ) 1 ( ) ( ) ;

2
J J J  

2

2
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) .

4 2 2
n n n nJ J J J  

Таким образом, при 1r  и cos 0  для  получено асимптотическое при-
ближение 

 0 2 3
22

1

1 ( ) ctg ( ) ( ) ,
2 2 2

n

n
n

J z J z O r
V r

 (12) 

где 2sin sin .z  Формулу (12) удобно использовать при малых ,z  так как 
2 ( )nJ z  экспоненциально стремится к нулю при 2 ,n z  и в ряде по степеням 

2ctg /2  достаточно брать относительно небольшое число слагаемых. Кроме 
того, дополнительным фактором сходимости является множитель 2ctg ( / 2),  
стремящийся к нулю при .  При 1z  и cos 0  формула (12) асимпто-
тически эквивалентна формуле (7). Действительно, при cos ,  отличном от ну-
ля, cos 0С  и 1,z  асимптотика интеграла (10) определяется стационар-
ной точкой 0q  и совпадает со вторым членом в (6) (первый член при cos 0  
обращается в нуль). Если cos  близок к нулю, то необходимо использовать 
асимптотику интеграла (10), равномерную по cos ,  т. е. по расстоянию между 
полюсом ctgq  и стационарной точкой 0q  [15]. Эта асимптотика выра-
жается через комплексно сопряженный интеграл Френеля и имеет вид 

 
2

3/2 2 3/2

exp( sin )
2 sin sin / 4 / 2

2
exp( / 4 sin sin )

;
(2 ) ( ) cos sin sin

i r
T r

V r
i i r

V r

 

 
2

* exp( / 4 )( ) ( ) ;
2
i iT F  2 sin sin / 4 / 2 ,r  

т. е. отличается от (7) на слагаемое 

 
2 2

2 2 2

1 1 sin cosexp( sin )
( ).

2 1 sin cos

i r
T

V r
 (13) 
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Покажем, что выражение (13) мало при 1,r  для чего рассмотрим функ-
цию 2 ( ).T  Поскольку 3( ) ( )T О  при  и 2 ( ) 0T  при 0,  
функция 2 ( )T  ограничена при 0 : 2 ( ) ,T M  где M  — некоторое фик-
сированное число. Поэтому (13) можно переписать в виде 

 
2 2 2

2 2 2 2

1 1 sin cos ( )exp( sin )
,

2 1 sin cos 2 sin sin / 4 / 2

Ti r
V r r

 

и так как функция 2 ( )T  ограничена и при 1 cos 0,C  выражение 

 

2 2

2 2 2

2 2 2 2

1 1 sin cos

1 sin cos sin sin / 4 / 2
2 sin (1 sin )

1 sin cos 1 1 sin cos

 

также ограничено, тогда функция (13) имеет порядок 2( ) .r  
Рассмотрим значения cos 0.  Интеграл (4) после замены , ,p q p q  

записывается в форме  

 
0

2 2 2 2

exp( )1( , , ) ;
4 1 1

iA dqdpr
V p q

 

 2 2cos sin cos 1 1 sin cos .A r p pq p q  

Очевидно, что 

 2 2 2 20

exp( )1( , , ) ;
4 1 1

iA dqdpr
V p q

 

2 2 2 2

exp( )1( , , ) ( , , ) ( , , ) ;
4 1 1

iA dqdpr r r
V p q

  (14) 

 2 2
Re ( , , )( , , ) ( , , ) .

4
rr r
V

 

Поскольку асимптотика ( , , )r  при / 2  уже известна, достаточно 
найти асимптотику интеграла .  Используя второе равенство в (8), выражение 
для  можно представить как 

 
2 2

2 2 2 2

exp sin cos 1 1exp( cos )1
4 1 1

i r q p q dqi rp dp
V p q
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и, изменив порядок интегрирования, получить 

 
2 2 2

2 2

2

exp( sin cos )1
4 1

exp cos 1 1 sin
.

1

i rq dq
V q

i r p p q dp

p

 

Асимптотика внутреннего интеграла при 1r  определяется методом 
стационарной фазы и оказывается равномерной по , , .q  В результате имеем 

 
2 2

3/2 2 2 2 1/4 2

exp sin cos 1 sinexp( / 4)
(2 ) (1 sin ) 1

i r q qi
dq

V r q q
  

 
2

3/2 2 2 1/4 2 2

exp cos 1exp( / 4)
.

(2 ) (1 ) sin

i r q qi
dq

V r q q
 (15) 

Рассмотрим критические точки интеграла (15). Во-первых, это стационар-
ная точка ctgq  и, во-вторых, две близкие к вещественной оси при малых  
точки ветвления sin .q i  Если ctg  не мал, т. е. cos 0(cos 1),  то 
асимптотика  состоит из суммы вкладов этих точек. Вклад стационарной точ-
ки вычисляется стандартным методом. Вклад точек sini  в главном члене 
асимптотики совпадает со значением модельного интеграла 

 0 0
2 2

exp( cos )
2 ( sin cos ) 2 ( ),

sin

i rq dq
K r K y

q
 

где 0( )K  — функция Бесселя от мнимого аргумента [16−18]. При  0( )K  
экспоненциально стремится к нулю, при 0  — логарифмически возрастает, 

0( ) ( ),
2

K e  0( ) ~ ln ,
2

K C  0,5772C  — постоянная Эйлера. 

Таким образом, если sin  не мал (достаточно потребовать 1 4sin ( )r ), то 
асимптотика  вычисляется методом стационарной фазы: 

 
2 2 2 2

exp( sin )
.

2 sin sin cos

i r
V r

 (16) 

Если sin  мал, то cos  не мал 1/4cos ( )r  и следует учесть вклад точек 
ветвления sin :i   

 0
3/2 22 2 2 2

exp( sin ) exp( / 4 ) ( sin cos )
.

22 sin sin cos

i r i i r K r
V rV r

 (17) 
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Если малы и sin  и cos ,  то асимптотики (16) и (17) непригодны. В этом случае 
стационарная точка оказывается вблизи точек ветвления и модельным интегра-
лом является следующая функция, которая не сводится к известным специаль-
ным функциям [16−18]: 

 
2

2 2

exp( ( ) )
( , ) .

i x dx
x

 

Асимптотика  при малых cos  и sin  выражается через функцию ( , ) :  

 
2

3/2 2

exp( / 4 (1 sin )/ 2)
cos , sin .

2 2(2 )
i i r r r

V r
 (18) 

Заключение. Рассмотрена функция ( , , ),y z  имеющая интегральное пред-
ставление (4). Все компоненты поля ВГВ от точечного движущегося источника мас-
сы и диполя с единичным моментом выражены через функцию  по явным фор-
мулам. Асимптотика  на больших расстояниях от движущегося источника воз-
мущений ( / , cos , sin cos , sin sin )N V r y r z r  при 1/2( / ) ,z r  

1/4cos ( )r  определена по формуле (6). Вблизи траверсной плоскости /2  
при 1/2( / ) ,z r  cos 1c  асимптотика  найдена по формуле (7). В окрест-

ности горизонтальной плоскости движения источника при 1/2( / )z r  и перед 
источником, т. е. при cos 0  ( / 2 ),  асимптотика  получена по выраже-
нию (12), причем при z  и cos 0  эта формула асимптотически эквива-
лентна (7). Наконец, вблизи горизонтальной плоскости движения источника 

1/2( / )z r  и за ним, т. е. при cos 0  и при 1/4sin ( ) ,r  дальние поля ВГВ 
описаны выражениями (14)−(18). В дальней зоне возбуждаемые волновые поля 
относительно малы по амплитуде и, как правило, хорошо описываются с помощью 
линейных уравнений, поэтому при исследовании дальнего распространения ВГВ 
прямые численные расчеты нецелесообразны. Как показано в настоящей работе, 
аналитические представления дальних полей ВГВ описываются сравнительно про-
стыми аналитическими выражениями. Начальные и граничные условия для кон-
кретных источников возмущений должны определяться из результатов прямого 
численного моделирования полной системы уравнений гидродинамики или из су-
губо оценочных полуэмпирических соображений, позволяющих адекватно аппрок-
симировать реальные нелокальные источники возмущений некоторой системой 
модельных источников. Полученные асимптотические решения дают возможность 
эффективно рассчитывать основные амплитудно-фазовые характеристики возбуж-
даемых дальних полей ВГВ при определенных режимах генерации и, кроме того, 
качественно анализировать полученные решения, что важно для правильной по-
становки более сложных математических моделей волновой динамики реальных 
природных стратифицированных сред (океан, атмосфера Земли). Модельные ре-
шения позволяют в дальнейшем получить представления волновых полей с учетом 
реальной изменчивости и нестационарности этих сред. 
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Abstract Keywords 
An important mechanism for excitation of far fields of internal 
gravitational waves in natural (oceanic, atmospheric) and 
artificial stratified media is their generation by perturbance 
sources of various physical nature: natural (a moving typhoon, 
wind wave, unevenness of ocean relief, changes in density 
fields and currents, leeward mountains) and anthropogenic 
(marine technological structures, collapse of the field of 
turbulent mixing, underwater explosions). The system  
of hydrodynamic equations describing wave perturbations  
of stratified media in a general form is a rather complex 
mathematical problem both in terms of proving the existence 
and uniqueness theorems for solutions in the corresponding 
functional classes, and from the computational point of view. 
The main results of solving problems on generation of internal 
gravitational waves are presented in the most general integral 
form, and in this case the integral solutions obtained require 
the development of numerical and asymptotic methods for 
their investigation that allow qualitative analysis and rapid 
estimation of the solutions obtained. Therefore in modern 
scientific studies in the analysis of wave phenomena in real 
stratified media, simplified asymptotic and analytical models 
are widely used. In linear approximation, the existing 
approaches to describing the wave pattern of excited fields are 
based on the representation of wave fields by Fourier integrals. 
The work studies far fields of internal gravitational waves 
excited by a perturbance source moving in an infinite vertical 
stratified medium. The propagation of waves in an inviscid, 
incompressible medium with an exponential distribution of 
the unperturbed density is considered. In linear appro-
ximation and Boussinesq approximation, uniform asymp-
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totics of the excited fields of internal gravitational waves were 
constructed far from the moving perturbance source, 
including the vicinity of the traverse plane and the horizon of 
motion. The obtained asymptotic solutions make it possible to 
efficiently calculate the main amplitude-phase characteristics 
of the excited far fields of internal gravitational waves under 
certain generation modes and, in addition, qualitatively 
analyze the solutions obtained, which is important for the 
correct formulation of more complex mathematical models of 
wave dynamics of real natural stratified media  
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