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Аннотация Ключевые слова 
Сформулирована постановка граничной задачи о коле-
баниях электронной плазмы в слое проводящей среды. 
Рассмотрена плазма с произвольной степенью вырожде-
ния электронного газа, внешнее электрическое поле 
перпендикулярно границе среды. Использованы зер-
кальные граничные условия отражения электронов от 
границы слоя. При постановке задачи применены кине-
тическое уравнение Власова — Больцмана с интегралом 
столкновений типа БГК (Бхатнагар, Гросс и Крук) и 
уравнение Максвелла для электрического поля. Решаю-
щим шагом является сведение граничной задачи к одно-
мерной и односкоростной. Для этого использован метод 
последовательных приближений, линеаризация уравне-
ний относительно абсолютного распределения электро-
нов Ферми — Дирака и закон сохранения числа частиц. 
Описанная постановка задачи позволяет получить ана-
литическое решение для функции распределения и для 
электрического поля 

Колебания плазмы, плазма с про-
извольной степенью вырождения, 
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Задача о потенциалах в электродинамике с использованием формализма моно-
полей Дирака изучена в работах [1−4]. Равновесные флуктуации температуры 
молекулярного и фотонного газов в сферической полости исследованы в работе 
[5]. Задача о квантовании поверхностных возмущений невязкой жидкости в од-
нородном внешнем электрическом поле расcмотрена в работе [6]. 

Эволюция возмущений заряженной поверхности раздела несмешивающих-
ся невязких жидкостей, а также задача генерирования продольного тока попе-
речным электромагнитным полем изучены в работе [7]. Задача о колебаниях 
плазмы (см., например, [10−12]) для канала была аналитически решена в работе 
[13] для случая вырожденной плазмы. В настоящей работе результаты, взятые 
из работы [13], обобщены на случай плазмы с произвольной конечной темпера-
турой, т. е. в случае произвольной степени вырождения электронного газа. 

Пусть невырожденная плазма Ферми — Дирака занимает слой (канал) 
| |< ,x L  заполненный проводящей средой. Будем полагать внешнее поле доста-
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точно слабым, чтобы было применимо линейное приближение. Используем  
-модельное уравнение Власова — Больцмана 

 1[ , ] = eq
f f fe f f
t r c

v E v H
p

 (1) 

и уравнение Максвелла для электрического поля  

 
3

0 3
(2 1)div = 4 , = , = .

(2 )F F
s d pe f f d dE  (2) 

Здесь eqf  — локально-равновесная функция распределения Ферми — Дирака,  

 
1( , )( , , ) = 1 exp ;eq

x tf x v t
kT

 

0f  — невозмущенная (абсолютная) функция распределения Ферми — Дирака 
при = const,   

 
1

0( , ) = 1 exp ;f v
kT

 

= mp v  — импульс электрона; 2= 2mv  — кинетическая энергия электрона; ,  
( , )x t  — невозмущенный и возмущенный химические потенциалы; ,e  m  — 

заряд и масса электрона;  — плотность заряда;  — постоянная Планка;  — 
эффективная частота рассеяния электронов; s  — спин частиц, для электрона 

=1/ 2;s  k  — постоянная Больцмана; T  — температура плазмы, которая пола-
гается постоянной в этой задаче; ( , ),x tE  ( , )x tH  — электрическое и магнитное 
поля внутри плазмы. 

Внешнее электрическое поле вне плазмы перпендикулярно границе плазмы и 
меняется по закону 0( ) = (1, 0, 0).i t

ext t E eE  Соответствующее самосогласованное 
электрическое поле внутри плазмы обозначим через ( , ) = ( ) (1, 0, 0).i tx t E x eE  При 
выбранной конфигурации внешнего электрического поля магнитное поле не вхо-
дит в уравнение, так как .H = 0  

Учитывая, что внешнее поле имеет одну x-компоненту, а приведенный хи-

мический потенциал ( , )( , ) = x tx t
kT

 можно записать как ( , ) = ( ) ,i tx t x e  

где const= ;  ( , ) = ( ) i tx t x e  — возмущение приведенного химического 
потенциала — малый параметр, а также проведя линеаризацию уравнений (1) и 
(2) относительно абсолютной функции распределения Ферми — Дирака 0f  и 
линеаризуя функцию распределения электронов:  

 0( , , ) = ( , ) ( , ) ( , ) ,i t
x xf x P t f P g P h x P e  (3) 

где ( , )xh x P  — новая неизвестная функция, получаем уравнения в виде 

 2( , ) ( , ) = ( ) ( );x
x T x x

T

h Pi h x P v P h x P eE x x
x p

 (4) 
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3

3
3

8( ) = ( , ) ( , ) .
(2 )

T
x

epdE x h x P g P d P
dx

 (5) 

Величина ( )x  определяется из закона сохранения числа частиц: 

 0
0

1( ) = ( , ) ( , ) ,
2 ( ) x x xx f P h x P dP

s
 

где  

 20 0
0 0

( ) = = ( , ) .
1 P

dPs f P dP
e

 

Полагая, что 0( ) = ( ),E x E e x  преобразуем систему уравнений (4) и (5) к сле-
дующему виду:  

 0
0

0

2( ) ( , ) = ( ) ( , ) ( , ) ;
2 ( )T x x x x x x

T

h eEv P i h x P P e x f P h x P dP
x p s

  (6) 

 
2 3

0 03
8( ) = ( , ) ( , ) .
(2 )

T
x x x

epde xE f P h x P dP
dx

 (7) 

В уравнениях (6) и (7) перейдем к безразмерным величинам и функциям 

 1 1 1
0

= , = , = , ( , ) = ( , ),
2

T
T x

pxx v P h x h x
eE

 

где  — средняя длина свободного пробега электронов. В результате получаем 
систему уравнений 

 1
0 1 1 1 1 1

1
( , ) = ( ) ( , ) ( , ) ;h w h x e x k h x d

x
 (8) 

 1 2
1 1

1

( ) = ( ) ( , ) ( , ) .de x k h x d
dx

 (9) 

Здесь  

 
2 2 3

02
3 2

32 ( )( ) = .
(2 )

Te p s
m

 

В (8) и (9) введена новая функция 0 0( , ) = ( , ) (2 ( )),k f s  обладающая свой-

ством ( , ) = 1,k d  кроме того, 0 =1 / =1 / ,w i i  где = / ;p  

= / ,p  p  — плазменная (ленгмюровская) частота, 2= 4 / .p e N m  Здесь N  
— числовая плотность (концентрация) электронов в равновесном состоянии. 

Согласно определению числовой плотности,  

 2

3 33
0 23 3

2 8= ( , ) = = ( ),
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где  

 2

2
2

2 0
0 0

( ) = = ( , ) .
1 P

P dPs P f P dP
e

 

Следовательно, числовая плотность частиц плазмы и тепловое волновое 
число = /T Tk mv  связаны соотношением 2 3

2= ( ( ) / ) ,TN s k  кроме того,  

 
2 2

02
2 2

2

( ) 1( ) = = = .
( ) ( ) ( )

p ps
s r r

 

Здесь 

 2

0

( ) 1 1( ) = , = = = , = .
( ) p p

p p p

sr
s

 

С помощью приведенных выражений уравнение (9) запишем в виде  

 1
1 12

1

( ) 1= ( , ) ( , ) .
( )

de x k h x d
dx r

 (10) 

В случае зеркального отражения электронов от границы плазмы для функ-
ции распределения электронов запишем следующие граничные условия на гра-
нице слоя размером 2 :L  

 ( , , , , ) = ( , , , , ), < < .x y z x y z xf L v v v t f L v v v t v  

Отсюда для функции 1 1( , )h x  получаем зеркальные граничные условия:  
 1 1 1 1( , ) = ( , ), ( , ) = ( , ), > 0.h l h l h l h l  (11) 

Здесь = /l L  — толщина слоя в единицах свободного пробега электронов. 
Для электрического поля граничное условие имеет вид  

 ( ) = 1, ( ) = 1.e l e l  (12) 
Таким образом, граничная задача о колебаниях плазмы в слое проводящей сре-
ды сформулирована полностью и состоит в нахождении такого решения урав-
нений (8) и (10), которое удовлетворяет граничным условиям (11) и (12). 

Решение этой задачи не может быть приведено здесь полностью вследствие 
краткости изложения, но результаты представлены ниже. 

Структура электрического поля в общем случае: 

 0 1 01 1 0
1 2 2

0 00 1 0

/2=
/

w x
e x

w l

2
0 11

2
0 01

( , ) /
.

( ) ( ) /
k w x

d
w w l

  

(13) 
Функция распределения электронов имеет вид  

 1 1 0
1 1 2 2

0 0 0 0 01 0
, =

/
h x

w w w l
  

 

2 2
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0 0 0 0
exp expw x w x

 



Задача о колебаниях в канале плазмы с произвольной степенью вырождения электронного газа 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 3 101 

 
2

0 1 11
2 2

00 1

exp ( , ) ( , )
.

( ) ( )
w x F k

d
w w l

 (14) 

Заключение. Показано, что в случае достаточно слабого внешнего электри-
ческого поля, направленного перпендикулярно границе среды, с использовани-
ем зеркальных граничных условий решение задачи о колебаниях в канале плаз-
мы с произвольной степенью вырождения электронного газа можно получить в 
аналитическом виде, представленном формулами (13) и (14). 
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Abstract Keywords 
The paper states the boundary problem of oscillations  
of electron plasma in a layer of the conducting medium.  
Within the research we considered plasma with an arbitrary 
degree of degeneracy of the electron gas, the external electric 
field being perpendicular to the boundary of the medium. We 
applied mirror boundary conditions for boundary layer reflec-
tion of electrons. When setting the problem, we used the 
Vlasov — Boltzmann kinetic equation with the BGK collision 
operator, i. e. Bhatnagar — Gross — Krook operator, and the 
Maxwell equation for the electric field. Reducing the boundary 
problem to the one-dimensional and one-velocity problem 
was crucial. For this purpose, we used the method of succes-
sive approximations, as well as linearization of the equations 
with respect to the absolute distribution of Fermi — Dirac 
electrons and the law of conservation of the number of parti-
cles. The statement of the problem described above makes it 
possible to obtain an analytical solution for the distribution 
function and for the electric field 

Plasma oscillations, plasma with  
an arbitrary degree of degeneracy, 
plasma in the layer, distribution 
function structure, electric field 
structure 
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