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Аннотация Ключевые слова 
Получены новые формулы вычисления псевдообрат-
ной матрицы Мура — Пенроуза для заданной квадрат-
ной матрицы. Формулы основаны на преобразовании с 
помощью обратимой матрицы в виде суммы заданной 
матрицы и внешнего произведения ее левого и правого 
делителей нуля. Такое преобразование позволяет ис-
пользовать для псевдообращения стандартные вычис-
лительные алгоритмы, улучшать обусловленность 
уравнений при псевдообращении плохо масштабиро-
ванных матриц, а также выполнять псевдообращение 
символьных матриц. Приведен пример обращения 
символьной матрицы невысокого ранга. Рассмотрено 
множество следствий, вытекающих из теорем, опреде-
ляющих формулы вычисления псевдообратной матри-
цы, и описана процедура повышения точности вычис-
лений псевдообратной матрицы 
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Введение. Псевдообратная матрица (матрица Мура — Пенроуза) является обоб-
щением понятия обратной матрицы [1, 2]. Псевдообратной матрицей A  к задан-
ной матрице A  является матрица, удовлетворяющая следующим условиям: 

 ;AA A A  (1) 

 ;A AA A  (2) 

 * ;A A A A  (3) 

 * ,AA AA  (4) 

где «*» — операция эрмитова сопряжения для комплексных матриц [1] (в веще-
ственном случае  — операция транспонирования «т»). 
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Псевдообращение было независимо описано Э.Х. Муром [3] и Р. Пенроузом 
[4]. Концепцию псевдообратных интегрирующих операторов в 1903 г. предста-
вил Э.И. Фредгольм [5]. Псевдообращение можно понимать как наилучшую ап-
проксимацию (по методу наименьших квадратов) решения соответствующей 
системы линейных уравнений [6]. Псевдообращение определено для любых 
матриц над действительными и комплексными числами [1, 2].  

Существует эквивалентный способ задания псевдообратной матрицы через 
предел обратных [1]: 

 * * * .n nA AA I A A AA I
0 0

= lim lim  

В качестве наиболее распространенных методов вычисления псевдообрат-
ных матриц используют [1, 2] скелетное и сингулярное (собственное) разложе-
ния матрицы. 

В настоящей работе предложены формулы вычисления псевдообратной 
квадратной матрицы на основе обращения некоторой специальной матрицы. 
Это позволяет использовать для псевдообращения стандартные алгоритмы, 
улучшать обусловленность уравнений при псевдообращении плохо масштаби-
рованных матриц, а также выполнять псевдообращение символьных матриц, 
используемых в аналитических матричных задачах. 

Формулы псевдообращения на основе обращения невырожденных мат-
риц. Справедливо утверждение. 

Теорема 1. Пусть задана вырожденная квадратная матрица n nA   
ранга ,m n  т. е.  

 det 0,A  rank ,m nA  

тогда формула псевдообратной матрицы n nA  имеет вид 

 .A TAT  (5) 

Здесь 

 
11 тт т т

L R R LT A A A A A A  (6) 

— неединственная обратимая матрица; 

 0,   rank ;R R n mAA A  (7) 

 0,   rankL L n mA A A  (8) 

— правый и левый делители нуля соответственно [7]; ( ) ( )n m n m  —  
произвольная квадратная обратимая матрица. 

Рассмотрим пример обращения символьной матрицы невысокого размера. 
Пусть 
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0 0
0 0

, rank 3.
0 0
0 0

c a
b d
c c
d d

A A  (9) 

Вычислим для матрицы (9) соответствующие делители нуля. Получим 

 0 0 1 ;L
d
c

A  (10) 

 
т

1 .R
a ab a
c cd c

A  (11) 

При этом очевидно, что в (6) 1  и матрица 1т т
L RT A A A с внеш-

ним произведением векторов (10), (11) будет иметь вид 

 

1

2 2 2

0 0
0 0

.

1

c a
b d
ad ab ad dc c
c c c c
a ab ad d
c cd c

T  (12) 

Выполнение обращения матрицы в (12) и вычисление матричного произве-
дения (5) дает 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
,

2

cd c d a b c d cd a c d a c
bcd c d d a c c d bcd a c bd a c
cd c d a b c d a c b d a d b d

a b d c d abc c d ac b d acd b d

A  

(13) 
где  

 2 2 2 2 2 2 2 2
1

2a b a d c d c d
. (14) 

Матрица (13) удовлетворяет условиям регулярности (1), (2) и симметрично-
сти (3), (4) и, следовательно, действительно является псевдообратной матрицей. 

Теорема 2. Пусть выполняются условия полуортогональности  

 т т т ,n mR R L LA A A A I  (15) 

тогда формула вычисления псевдообратной матрицы (5) приобретает следую-
щий вид: 
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1т т .R L R LA A A A A A  (16) 

Для простоты, исключая из рассмотрения матрицу ,  вместо (16) запишем 
уравнение 

 
1т ,R L R LA A A A A A  (17) 

при этом нетрудно получить следующие свойства псевдообратной матрицы. 
Следствие 1. Для заданной вырожденной квадратной матрицы n nA  

ранга m n  справедливы соотношения: 

 тт ;R L R LA A A A A A  

 т ;nR RA A A A I  

 т ;n R RI A A A A  

 т ;n L LI AA A A  

 т ;nL LAA A A I  

 т т ;R R L LAA A A A A A A  

 т тtrace trace rank ;R R L LA A A A A  

 1т т т т .n mR L R LA A A A A I  

Вернемся к матрице (9) и вычислим полуортогональные делители нуля: 

 
2 2 2 2

10 0 ;
1 1

L
d

c d c c d c
A  (18) 

 
2 2 2 2 2 2

.
2

1

R

a
ab

d
d

a b a d c d a
A  (19) 

Далее, используя формулу (17), где делители нуля имеют вид (18), (19), получаем 
псевдообратную матрицу (13). 

Симметрический алгоритм. Известно следующее свойство для псевдооб-
ратных матриц [2]: 

 т т т т .A A AA A A A  (20) 

Свойство (20) позволяет преобразовать формулу для псевдообратной мат-
рицы (16) к симметрическому виду. 
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Следствие 2. Пусть т т ,A A AA  тогда 

 1т т т .L LA A AA A A  (21) 

Следствие 3. Пусть т т ,A A A A  тогда 

 1т т т .R RA A A A A A  (22) 

Формулы (21), (22) также можно получить на основе обращения Ботта — 
Даффина (Bott — Duffin inverse) [8]. 

Предобусловливание матрицы. В целях уменьшения влияния ошибок в 
исходных данных, повышения точности решения, а также ускорения сходимо-
сти вычислительных методов используют различные алгоритмы, обеспечиваю-
щие масштабирование, регуляризацию, балансировку и др. (см. [9, 10]).  

Формула (16) может быть использована для повышения точности вычисле-
ний. Нетрудно показать, что при любом числе 0  справедливо равенство 

 
1т1 .R L R LA A A A A A  (23) 

Поскольку ранее предполагалось выполнение тождества полуортогональности 
делителей нуля (15), имеет место тождество 
 т т

n mR R L LA A A A I  (24) 
и, следовательно, выполняются тождества для матричных норм [1, 2] 

 1;L RA A  1.R LA A   

В этом случае целесообразно принять 1A  и тогда формула (23) при-
обретет вид 

 
1

т1 ,R L R LA A A A A A A
A

  

или 

 
1

т1 1 .R L R LA A A A A A
A A

  

При этом очевидно выполняется неравенство для чисел обусловленности 

 т т1cond cond .R L R LA A A A A A
A

  

Заключение. Для заданной квадратной матрицы получены новые формулы 
вычисления псевдообратной матрицы Мура — Пенроуза, которые основаны на 
преобразовании с помощью обратимой матрицы в виде суммы заданной матри-
цы и внешнего произведения ее левого и правого делителей нуля. Такое преоб-
разование дает возможность использовать для псевдообращения стандартные 
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вычислительные алгоритмы, улучшать обусловленность уравнений при псевдо-
обращении плохо масштабированных матриц, а также выполнять псевдообра-
щение символьных матриц. 
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Abstract Keywords 
The paper focuses on the new formulae obtained for 
calculation of the Moore — Penrose pseudoinverse matrix 
for a given quadratic matrix. The formulae are based on 
conversion as a sum of the given matrix and the exterior 
product of its left and right zero divisors by means of the 
inverse matrix. Such conversion allows us to use the 
standard calculation algorithms for pseudoinversion, 
improve equation conditionality in the case of badly scaled 
matrix pseudoinversion and complete pseudoinversion of 
symbolic matrixes. The paper exemplifies inversion of a 
low rank symbolic matrix. Finally, the set of corollaries 
from the theorems defining the pseudoinverse matrix 
calculation formulae is considered and a procedure of 
improving calculation accuracy of the pseudoinverse 
matrix is described 
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