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Аннотация Ключевые слова 
Предложена математическая модель процесса формиро-
вания температурного поля анизотропного полупро-
странства, граница которого подвержена воздействию 
стационарного теплового потока с интенсивностью 
гауссова типа и внешней среды с постоянной температу-
рой. Показано, что температурное поле представляет 
собой сумму двух аддитивных составляющих. Первая 
составляющая обусловлена воздействием внешней сре-
ды, теплообмен с которой реализуется по закону Ньюто-
на. С использованием композиции двумерного экспо-
ненциального интегрального преобразования Фурье и 
интегрального преобразования Лапласа в аналитически 
замкнутом виде найдено решение для второй аддитив-
ной составляющей температурного поля объекта иссле-
дований. Сформулированы достаточные условия, реали-
зация которых позволяет обобщить полученный резуль-
тат на случай воздействия нестационарных тепловых 
потоков произвольной структуры в условиях теплообме-
на с внешней средой по закону Ньютона 
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Введение. Широкое внедрение в инженерную практику вычислительной техни-
ки, методов математического моделирования и анизотропных материалов как 
естественного, так и искусственного происхождения существенно повлияло на 
приоритеты в научных исследованиях. В частности, в математической теории 
теплопроводности твердых тел [1−3] особое место занял «анизотропный раз-
дел» [3, 4], что обусловлено как спецификой используемых в нем математиче-
ских моделей, так и необходимостью разработки новых высокопроизводитель-
ных абсолютно устойчивых вычислительных методов [4−6], ориентированных 
на решение реальных инженерных задач. 

Для тестирования новых вычислительных алгоритмов желательно использо-
вать решения соответствующих задач, представленные в аналитически замкнутом 
виде, — тестовые задачи. Если в традиционных разделах математической теории 
теплопроводности твердых тел множество тестовых задач весьма обширно [1−3, 7], 
то в «анизотропном разделе» ситуация принципиально иная. Достаточно отметить, 
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что за редким исключением все немногочисленные тестовые задачи «анизотропной 
теплопроводности» приведены в работах [4−6] и являются двумерными, поэтому 
любое новое решение задач этого класса, представленное в аналитически замкну-
том виде, имеет вполне определенную значимость. 

Основная цель проведенных исследований — решение задачи об определении 
температурного поля анизотропного полупространства, граница которого нахо-
дится как под воздействием стационарного теплового потока с интенсивностью 
гауссова типа, так и внешней среды с постоянной температурой. 

Исходные допущения и математическая модель. Для достижения постав-
ленной цели при построении исходной математической модели процесса фор-
мирования температурного поля 1 2 3( , , , )T x x x t  анизотропного полупростран-
ства в фиксированной декартовой системе координат 1 2 30x x x  пространства 3  
предполагалось, что: 

1) плоскость 2 0, x являющаяся границей анизотропного полупростран-
ства, находится как под воздействием внешней среды с постоянной температу-
рой c ,T  так и внешнего теплового потока с интенсивностью гауссова типа, 
определяющими параметрами 0 ,  q k и осью симметрии, совпадающей с коорди-
натной осью 20 ,x  т. е. 2 2 2 2

1 3 0 1 3  ( , ) / exp  ;q x x q k k x x  
2) теплообмен в системе анизотропное полупространство–внешняя среда 

реализуется по закону Ньютона с постоянным коэффициентом теплоотдачи  
[1−3]; 

3) начальная температура анизотропного полупространства 0 constT  от-
лична от температуры внешней среды, 0 c .T T  

Согласно принятым допущениям, при использовании обозначений 
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где l  — используемая единица масштаба пространственных переменных; 
ij ji  — компонент тензора теплопроводности анизотропного материала, 

функция ( , , , Fo),x y z  определяющая искомое температурное поле, должна 
удовлетворять однородному линейному дифференциальному уравнению в 
частных производных второго порядка параболического типа [3, 4]: 
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однородному начальному условию 

 ( , , , 0) 0x y z  (2) 

и специфическому краевому условию при 0 y [4, 8]  
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0

       Bi(1 ) y
yx y z
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0 exp ( )  ,KQ K x z  (3) 

с наличием которого связана проблема задания краевого условия при 
2   2x y z  для замыкания математической модели (1)–(3). 

Для преодоления возникших трудностей достаточно предположить нали-
чие у искомого температурного поля следующей структуры: 

 1 2( , , , Fo) ( , Fo) ( , , , Fo)x y z y x y z  (4) 

и потребовать, чтобы функция 1( , Fo)y  являлась решением смешанной задачи 
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Здесь два последних условия означают, что по каждому аргументу функция 
1( , Fo) y  интегрируема с квадратом на полуинтервале [0, ) .  В этом слу-

чае, согласно (4) и (5), функция 2( , , , Fo) x y z должна удовлетворять уравнению 
(1), однородному начальному условию (2), модифицированному краевому усло-
вию (3) и требованиям его принадлежности классу функций 2 2( )L  по совокуп-
ности пространственных переменных т 2[ , ]x z  и классу функций 2[0, )L  
как по пространственному переменному y, так и по временному переменному 
Fo:  
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Температурное поле. Согласно условиям, представленным в математиче-
ской модели (6), для определения аддитивной составляющей 2( , , , Fo)x Y z  ис-
комого температурного поля анизотропного полупространства, как скалярная 
функция пространственных переменных т 2[ , ]x z  она является оригиналом 
двумерного экспоненциального интегрального преобразования Фурье, задавае-
мого парой линейных интегральных операторов [9]: 

 
1

2

Φ[ ] exp( ) ;

1Φ [ ] exp( ) ,
(2 )

ipx irz dx dz

ipx irz dp dr
 (7) 

а как скалярная функция временного переменного Fo  — оригиналом инте-
грального преобразования Лапласа [2]: 

 1
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Учитывая изложенное выше, применим к математической модели (6) последо-
вательно операторы Φ[ ]  и [ ]L  с использованием их стандартных свойств [2, 9] и 
соответствующих таблиц «оригинал−изображение» [10]. При этом полагая  

 2( , , , Fo) Φ[ ( , , , Fo)]; 
( , , , ) ( , , , Fo) ,

А p y r x y z
B p y r s L A p y r

 (9) 

приходим к краевой задаче для определения функции 2( , , , Fo)x y z  в простран-
стве изображений композиции двумерного экспоненциального интегрального 
преобразования Фурье (7) и интегрального преобразования Лапласа (8): 
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 т 2
2

([ , ] ) ( )  ( , , , ) [0, ).p r sB p y r s L
 

(10) 

Поскольку краевая задача (10) обладает вполне определенной спецификой, 
обусловленной наличием комплекса 12  23 ( )i p r  как в обыкновенном линей-
ном дифференциальном уравнении второго порядка, так и в краевом условии 
при 0, y  естественно предполагать, что ее решение имеет структуру 

 12  23 , , , , , , exp .B p y r s D p y r s i p r y  (11) 

Здесь, согласно (10) и (11), функция ( , , , )D p y r s  должна удовлетворять упро-
щенному аналогу краевой задачи (10) 
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содержащему квадратичную форму  

 2 2 2 2
11  13 12  23 33 12 23, ( ) 2( ) ( ) ,p r p pr r  (13) 

в положительной определенности которой можно убедиться непосредственно, 
используя свойства тензора теплопроводности второго ранга [4] и критерия 
Сильвестра [11]. Решение краевой задачи (12), (13) находим с помощью стан-
дартных методов [12] и представляем в следующем виде: 
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Для возвращения в пространство оригиналов сначала, используя равенства 
(9), (11), (14), оператором 1[ ]L  обращения интегрального преобразования 
Лапласа (8) и соответствующими таблицами «оригинал−изображение» [13] реа-
лизуем переход из пространства изображений композиции интегральных пре-
образований (7), (8) в пространство изображений двумерного экспоненциаль-
ного интегрального преобразования Фурье (7), т. е. определяем 
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где erfc[ ]  — дополнительная функция ошибок Гаусса [2]. 
Согласно равенствам (7), (9), (13) и (15), имеем 
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В соответствии с равенством (4) для достижения поставленной цели осталось 
определить функцию 1( , Fo),y  которая является решением смешанной задачи 
(5). Используя известный результат [2], получаем 

 1( , Fo) erfc exp Bi (Bi Fo ) erfc Bi Fo ,
2 Fo 2 Fo

0 ,  Fo 0 .

y yy y

y
 (17) 

Заключение. Равенства (4), (13), (15)−(17) полностью определяют темпера-
турное поле анизотропного полупространства, граница которого находится под 
воздействием стационарного теплового потока с интенсивностью гауссова типа 
и внешней среды с постоянной температурой. 

При проведении вычислительных экспериментов с использованием равен-
ства (16) целесообразно в двойном интеграле реализовать замену переменных, 
одновременно приводящую к каноническому виду две входящие квадратичные 
формы [11], с последующим использованием положительной определенности 
этих форм и существующей связи между двумерным экспоненциальным инте-
гральным преобразованием Фурье и двумерным косинус-преобразованием [9]. 

Полученный результат может быть обобщен на случай нестационарного 
теплового потока произвольной структуры ( , , Fo)Q x z  при условии, что 

 т 2
2 2 2

(Fo 0) ([ , ] )( , , Fo) ( ),    ( , , Fo) [0, ).x zQ x z L Q x z L  

При этом принципиальная схема решения остается практически неизменной с 
коррекцией на использование теоремы о свертке для двумерного экспоненци-
ального интегрального преобразования Фурье [9]. 
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TEMPERATURE FIELD OF ANISOTROPIC HALF-SPACE  
AT ITS LOCAL HEATING UNDER CONDITIONS OF HEAT EXCHANGE 
WITH EXTERNAL ENVIRONMENT 

A.V. Attetkov fn2@bmstu.ru 
I.K. Volkov  

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
The paper introduces a mathematical model of the process of 
generating the temperature field of an anisotropic half-space, 
whose boundary is subjected to a stationary heat flow with 
Gaussian-type intensity and to the external impact at a con-
stant temperature. The study shows that the temperature field 
is the sum of two additive components. The first component 
is due to the external impact, the heat exchange with the 
environment being realized according to Newton's law. Using 
the composition of a two-dimensional exponential integral 
Fourier transformation and an integral Laplace transfor-
mation in an analytically closed form, we found a solution for 
the second additive component of the temperature field of the 
object under study. Consequently, we formulated sufficient 
conditions, whose implementation allows us to generalize the 
result obtained in the case of unsteady heat flows of an arbi-
trary structure under conditions of heat exchange with the 
external environment according to Newton's law 
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