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Рассмотрено нахождение достаточных условий синте-
зируемости для систем ( )  системы из экспонент 
{ }i te  в пространстве 2 ( , )L  в терминах порожда-
ющей функции = .G G  Полученные результаты пред-
ставляют интерес не только для теории функций, но и 
для теории операторов, так как синтезируемость си-
стем ( )  соответствует синтезируемости специаль-
ных возмущений ранга один самосопряженных опера-
торов. Приведены достаточные условия для синтезиру-
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Введение. Пусть ( ) := { }i te  — полная и минимальная система в простран-
стве 2 ( , ),L  а { }  — система, биортогональная к ( ),  ,( , ) = ,i te  

, .  Для каждой функции 2( , )f L  рассмотрим формальный ряд 
Фурье, построенный по системе ( ),   

 ( , ) .i tf f e  (1) 

Хорошо известно, что ряд (1) нетривиален для любой функции 0f  и лю-
бой системы ( )  (см. [1]). В то же время не вполне ясно, как восстанавливать 
функцию f  из набора ее коэффициентов Фурье ( , ).f  Один из возможных 
способов восстановления —  найти линейный метод суммирования для ряда (1). 
В этом случае должно выполняться условие синтезируемости для системы 

( ) :   

 2Span( , ) , ( , ).i tf f e f L  (2) 

Условие (2) впервые появилось в теории линейных операторов и связано с 
синтезируемостью полных линейных операторов (обзор результатов и ссылки 
можно найти в работах [2, 3]). Полные и минимальные системы, удовлетворя-
ющие условию, аналогичному свойству (2), также называют наследственно пол-
ными системами. Далее будем использовать эквивалентное определение синте-
зируемости. 
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Определение 1. Будем называть систему ( )  синтезируемой, если для 
любого разбиения множества ,  1 2= ,  1 2 =  полна система  
 2 1{ } { } .i te  (3) 

Нетрудно проверить, что условия (2) и (3) эквивалентны. Отметим, что да-
же для произвольных полных и минимальных систем векторов (в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве) построение ненаследственно полной системы 
(с полной биортогональной) — нетривиальная задача [4, 5]. Первые явные при-
меры таких систем появились в работах А.C. Маркуса и Н.К. Никольского в 
1960-х годах. Вопрос о синтезируемости произвольной полной и минимальной 
системы из экспонент в пространстве 2( , )L  оставался открытым более  
50 лет. Первый пример несинтезируемой системы из экспонент был построен  
в 2013 году автором настоящей работы (совместно с А.Д. Барановым и А.А. Бо-
ричевым) [6]. Кроме того, оказалось, что несинтезируемость можно совместить 
с близостью точек из  к ортогональному случаю = .� 

Теорема 1 (теорема Баранова, Белова, Боричева). Существует ненаслед-
ственно полная система из экспонент ( ),  := { } ,n n  такая, что 
| |<1,n n  .n � 

Цель работы — нахождение достаточных условий синтезируемости для си-
стем ( ).  Такие результаты представляют интерес для теории функций, а так-
же для теории операторов, поскольку синтезируемость систем ( )  соответ-
ствует синтезируемости специальных возмущений ранга один самосопряжен-
ных операторов [3]. 

Хорошо известно, что полнота и минимальность ( )  в 2( , )L  влечет 
существование порождающей функции G  конечного экспоненциального типа 

 [7, лекция 17]: 

 
, | |<

( ) = 1 .lim
R R

zG z  

Многие свойства систем ( )  (например, базисность) связаны с поведени-
ем порождающей функции .G  Следующий результат был получен С.В. Хруще-
вым, Н.К. Никольским и Б.С. Павловым [8]. 

Теорема 2. Предположим, что := { : < }, > 0.z z  Тогда система 
( )  (после нормировки) — базис Рисса в 2( , )L  тогда и только тогда, когда 

порождающая функция G  имеет экспоненциальный тип  и  
1) вес 2| ( ) |G x  удовлетворяет условию Макенхаупта 2( ) :A   

 2 2
2

-интервал

1 | ( ) | | ( ) | < ;sup
| |I I I

G x dx G x dx
I

 (4) 

2) множество  удовлетворяет условию Карлесона ( ) :C  

 2
,

1 | | 1 | |
< .sup

| |
 (5) 
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В условиях теоремы 1 ряд (1) сходится по норме для любой функции .f  
Условие Макенхаупта 2( )A  влечет полноту и минимальность системы ( ).  
Кроме того, Г. Губреев и А. Тарасенко показали, что условие 2( )A  влечет синте-
зируемость системы ( )  [9]. Далее выяснилось, что если выполнено условие 

2( ),A  то существует линейный метод суммирования для ряда Фурье (1) [10]. 
Условие 2( )A  накладывает очень большие ограничения на поведение по-

рождающей функции ,G  поэтому хотелось бы получить некоторые менее огра-
ничительные достаточные условия синтезируемости. 

Теорема 3. Предположим, что  и существует последовательность 
ky  такая, что  

 
2 2

2 2 2 2
| ( ) | log | ( ) |expk k

k k

y G t y G tdt C dt
y t y t

 (6) 

для некоторой константы .C  Тогда система ( )  синтезируема.  
С помощью теоремы 3 нетрудно построить полную и минимальную систему 

( )  такую, что 2
2| | ( ),G A  см. приведенный далее пример 1. Первый 

пример такой системы предоставил А.А. Боричев. 
Доказательство теоремы 3 опирается на технику, предложенную в работах 

[6, 11]. Известно, что задача синтезируемости системы ( )  эквивалентна  
задаче синтезируемости для систем из воспроизводящих ядер в пространстве 
Пэли — Винера .W  Синтезируемость систем из воспроизводящих ядер в 
пространствах де Бранжа (пространство Пэли — Винера — частный случай про-
странства де Бранжа) исследована в работе [11]. Отметим, что доказательство 
теоремы 3 позволяет получить достаточные условия синтезируемости и для не-
которых пространств де Бранжа, близких к пространству Пэли — Винера. 

Условие (6) далеко от необходимых и досточных условий синтезируемости 
для экспоненциальных систем. Автор надеется вернуться к такого рода задачам 
в дальнейшем. В частности, было бы интересно построить синтезируемую си-
стему из экспонент такую, что ряд (1) не допускает линейного метода суммиро-
вания. Другие открытые вопросы о синтезируемости/несинтезируемости могут 
быть найдены в обзорной статье [2]. 

Доказательство теоремы 3. Рассмотрим пространство Пэли — Винера  

 21:= : ( ) = ( ) , ( , ) .
2

itzW F F z g t e dt g L  

Преобразование Фурье — унитарный оператор, действующий из 
2( , )L  в .W  Кроме того, под действием оператора  экспоненты перехо-

дят в воспроизводящие ядра в :W   

 
sin

= =: ( ),i t z
e k z

z
 

а элементы биортогональной системы ( )  удовлетворяют уравнению  
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 ( )( ) = ,
( )( )

G z
G z

 

где G  — порождающая функция системы ( ).  
Следовательно, вместо системы ( )  можно рассматривать систему из вос-

производящих ядер { }k  в пространстве Пэли — Винера .W  Предполо-
жим, что теорема 3 неверна. Тогда существует несинтезируемая система из вос-
производящих ядер { } ,k  удовлетворяющая условию (6). Таким образом, для 
некоторого разбиения 1 2=  система  

 2
1

( )
:= { }

G z
k

z
 

неполна в пространстве .W  Рассмотрим нетривиальный вектор ,H W  
ортогональный системе :   

 2 1
( ){ }, , , ,G zH k H

z
 

а также разложение вектора H  по ортогональной системе { }n nk  (формула 
Шэннона — Котельникова — Уиттекера):  

 2( 1) sin( )( ) = ( ) = , { } .
n

n n n n
n n

zH z a k z a a
z n

 

Не умаляя общности, можно полагать, что ( ) = 0nH n a  (в противном  
случае можно использовать разложение по ортогональной системе { }n nk   
для некоторого ).  Получаем  

 1
( ) ( )0 = , = = 0, ,n

n

G z a G nH
z n

 

 2
( ) ( 1)= = 0, .

sin( )

n
n

n

H a
n

 

Примем  

 ( )( ) = sin( ) .n

n

a G nL z z
z n

 

Ясно, что функция L  целая и 1 1( ) = ( ) ( ),L z G z S z  1G  — каноническое произведе-
ние, построенное по множеству 1,  1S  — некоторая целая функция. Выберем 

1G  так, чтобы функция 1 1( ) ( )G z G z  была произведением Бляшке в .  Это воз-
можно, так как множество  (следовательно, и 1) удовлетворяет условию 
Бляшке. 

Предположим 2 1= .G GG  Известно, что 2 2( ) = ( ) ( ),H z G z S z  где 2G  — кано-
ническое произведение, построенное по множеству 2 ; 2S  — некоторая целая 
функция. Примем 1 2( ) = ( ) ( ).S z S z S z  Можно показать, что (см., например,  
[6, лемма 2.2, утверждение 3.1])  
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2| |( ) = sin( ) .n

n

aS z z
z n

 

Перепишем тождество ( ) ( ) = ( ) ( )L z H z G z S z  следующим образом:  

 
2| |( ) ( ) = ( ) .nn

n n

aa G n H z G z
z n z n

 (7) 

Рассмотрим поведение правой и левой частей уравнения (7) на луче ,iy  
> 0.y  С одной стороны,  

 
2| | | ( ) || ( ) | .n

n

a G iyG iy C
iy n y

 

С другой стороны, для любой функции из пространства Пэли — Винера верна 
оценка 12| ( ) |= ( ),yH iy o e y  .y  Осталось оценить первый сомножитель в 
левой части уравнения (7)  

 
2 2

2
2 2

| ( ) |( ) | | .n
n

n n n

G na G n a
iy n y n

 

Примем ( )( ) = .G zF z
z iy

 Известно, что 2 2
2| ( ) | ,

n
F n C F  > 1.y  Таким обра-

зом,  

 
2 2

2
2 2 2

| ( ) |( ) .n
n

n

G ta G n C a dt
iy n y t

 

Поскольку функция 2 2( ) izG z e  внешняя  (см., например, работу [12]), полу-
чаем 

 
2

2 2
2 2

log | ( ) || ( ) | = exp .y y G te G iy
y t

 

Собирая вместе оценки на сомножители в левой и правой частях в уравне-
нии (7), определяем 

 
2 2

2 2 2 2
log | ( ) | | ( ) |exp = ( ) .y G t G tdt o y dt

y t y t
 

Эта оценка противоречит условию (6). Таким образом, теорема 3 полностью 
доказана. 

Пример. Существует полная и минимальная система ( )  в 2( , )L   
такая, что ,  > 0,  порождающая функция G  удовлетворяет условию (6) 
и 2

2| | ( )G A . 
◀ Примем =[2 , 2 ],k k

kI k  > 3.k  
Рассмотрим функцию G  экспоненциального типа  с простыми нулями 

такую, что  
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 1 2| ( ) | , ,k kC G x C x I  

 1 1
1 21 dist ( , \ ) | ( ) | 1 dist( , \ ) , ,k k kC x I G x C x I x I  

 := { : ( ) = 0} .z G z  

Известно, что такая функция существует [13]. Нетрудно проверить, что си-
стема ( )  полна и минимальна в 2( , ),L  функция G  удовлетворяет условию 
(6) и 2

2| | ( ).G A  ▶ 
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