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Аннотация Ключевые слова 
Расчет температурных напряжений при неустановив-
шемся режиме представляет известные трудности 
вследствие изменяющихся во времени основных рас-
четных параметров. На основе одномерной расчетной 
схемы проанализировано влияние основных парамет-
ров нагружения, свойств материала и средней кривиз-
ны поверхности на распределения температуры и 
напряжений. Получены аналитические решения для 
распределения температуры и асимптотические реше-
ния при малых значениях времени для напряжений. 
Проведен анализ влияния релаксации теплового пото-
ка на распределения температуры и напряжений в 
упругом теле при высокоинтенсивном поверхностном 
нагреве с учетом средней кривизны поверхности 
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Введение. Для многих термонапряженных конструкций характерны участки 
поверхности двоякой кривизны, в частности плоские, цилиндрические, сфери-
ческие. Расчет температурного и напряженно-деформированного состояний 
элементов конструкций с криволинейной границей в полном объеме представ-
ляет собой довольно сложную задачу. Наибольшие градиенты температуры и 
напряжений возникают в поверхностном слое конструкции в первые моменты 
времени после начала нагружения. В таком случае поведение конструкции 
необходимо исследовать с учетом динамических эффектов как при определении 
напряжений, так и температуры [1–6]. Для описания температурных полей, 
возникающих при высокоинтенсивных тепловых воздействиях, необходимо 
учитывать конечную скорость распространения теплоты, что приводит к необ-
ходимости решения гиперболического уравнения теплопроводности [7–10].  

Постановка задачи. Рассмотрим упругое изотропное и однородное тело, 
ограниченное криволинейной поверхностью, с заданными внешними нагрузка-
ми. Для получения уравнений термоупругости и теплопроводности примем, что 
внешняя нагрузка действует по нормали к граничной поверхности, отличной от 
нуля является только деформация в направлении этой нормали, а температура 
и напряжения зависят только от времени и координаты 1,x  направленной по 
нормали вглубь тела. 
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В криволинейной ортогональной системе координат закон сохранения ко-
личества движения в проекции на ось 1Ox  может быть записан в виде [11, 12] 

 11 22 2 33 3
1

1 1 1 2 1 1 3 1

1 ,H H u
H x H H x H H x

  (1) 

а уравнение теплопроводности — в виде 

 1 1 11 2 3( )
0

1 1 1 1 2 1 3 1

1 13 2 .T q q qu H Hc T T
H x H x H x H x

  (2) 

Здесь 11 22 33, ,  — отличные от нуля компоненты тензора напряжений;  
 — плотность; c  — удельная массовая теплоемкость при постоянной деформа-

ции; T  — абсолютная температура; ,  — константы Ламе; ( )T  — температур-
ный коэффициент линейного расширения; 0 constT  —  температура естественно-
го состояния; 1q  — проекция вектора плотности теплового потока на ось 1;Ox   

1u  — проекция вектора перемещения на ось 1;Ox  1 2 3, ,H H H  — коэффициенты  
Ламе, причем 1 1,H  0

2 1 22 1 ,H H x R  0
3 1 33 1 ,H H x R  1 2 1,x R  

1 3 1,x R  0 0
2 3,H H  — значения коэффициентов Ламе для нагружаемой поверх-

ности, 2 3,R R  — главные радиусы кривизны этой поверхности. Подставляя соот-
ветствующие выражения для 2 3,H H  в (1) и (2) и пренебрегая после дифференци-
рования величинами 1 2x R  и 1 3 ,x R  малыми по сравнению с единицей, эти 
уравнения можно привести к виду 

 11 22 33
1

1 2 3
;u

x R R
  (3) 

 1 1( )
0 1

1 1 2 3

1 13 2 .T u qc T T q
x x R R

  (4) 

Нормальные напряжения 11,  22,  33  и проекцию вектора плотности тепло-
вого потока 1q  с учетом 1 1H  и наличием деформации только в направлении оси 

1Ox  определим соотношениями: 

 1 ( )
11 0

1
2 3 2 ;Tu T T

x
 (5) 

 1 ( )
22 33 0

1
3 2 ;Tu T T

x
 (6) 

 ( )
1 1

1
.T

q
Tq q
x

  (7) 

Здесь ( )T  — коэффициент теплопроводности среды; q  — время релаксации 
теплового потока. 
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С помощью (5) и (6) уравнение (3) можно переписать, используя только 
нормальное напряжение 11:  

 
2

11 11 ( )
2
1 1 1

2 2 4 3 2 T T
x x x

 

 ( )
11 3 2 ,T T   (8) 

а объединяя уравнения (4), (5), (7), можно переписать уравнение теплопровод-
ности так: 

 
2

2( )
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3 2
2

T
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2

T T T
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  (9) 

где 2 31 1 2R R  — средняя кривизна граничной поверхности. 
Краевые условия для уравнений (8), (9) запишем следующим образом: 

 

1 0 1 11 1 11 1
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  (10) 

Если ввести безразмерные параметры и переменные 
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то уравнения (8), (9) и краевые условия (10) можно представить в безразмерном 
виде: 
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0 exp , 1;

, , 0, , 0.

mq t Mt mt m
z z t z t

     (13) 

Параметр связанности  характеризует изменение температуры вследствие 
деформирования, для металлов он лежит в пределах 0,01–0,03, для полимерных 
материалов его значения могут быть выше. Если рассмотреть адиабатический 
процесс, то из уравнения (12) следует, что изменение температуры в результате 
изменения напряжения пропорционально величине 1 .  Таким образом, 
если значение параметра  невелико, то изменением температуры вследствие 
деформирования можно пренебречь. Здесь примем 0.  

Результаты расчетов. Решения уравнения (12) с краевыми условиями (13), 
полученные с помощью преобразования Лапласа [13] по переменной ,t  имеют 
вид 

при 2 0qD  
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2 2 2

1 0, ;q qF z u I u z D H u zD  

 
2 2

2 1 1
0 0

, , exp ( ) exp ( ) ,
u u

F z u F z u u v J v dv d  

где 2 2 41 ;q qD D  H t  — функция Хевисайда.  
Аналитические решения уравнения (11) с соответствующими краевыми 

условиями (13) получить весьма затруднительно, поэтому были получены 
асимптотические решения при малых значениях времени :t  

при 2 0qD  
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где 1 2( 2 ); 4 ( 2 );  
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0( )q p  — изображение функции 0( );q t  
при 2 0qD  

 1 2 2 2
1 0 5

0
, exp

t

qz t z J u z D H u zR F t u du
R

 

 2 2 2
0 62 2 4

0

1exp exp ,
2

t

q q
q q q

uz J u z D H u zD F t u du
D D D

 

где 1 2 2 2
5 2 1 ;F t L f p R p  1 2 2 2

6 2 ;qF t L f p D p p  

 
2 2 2 2 2 2

0 2 2
2

2 2 2 2 2 2
1

( )
.

2

q q

q q

q p D p R p pR D p p
f p

p p D R D p p
 

Обратные преобразования Лапласа функций , 3, 4, 5, 6,iF t i  были найде-
ны путем разложения в ряд по параметру p  в окрестности бесконечности соответ-
ствующих функций с использованием пакета Wolfram Mathematica. 

Распределения безразмерной температуры  по координате z  в различные 
моменты времени t  для 2m  приведены на рис. 1. Штриховая линия соответ-
ствует случаю 0,  сплошная — 0.  Видно, что при наличии положитель-
ной средней кривизны поверхности решение параболического уравнения теп-
лопроводности при 0  дает завышенные результаты. Глубина проникания 
теплоты при 2 0qD  определяется координатой .qz t D   

Распределения напряжений при 0  (штриховая линия) и 0, 5  
(сплошная линия) для тех же моментов времени, 2,m  показаны на рис. 2, а, б. 
С уменьшением значения 2 ,R  которое обратно пропорционально скорости зву-
ка в среде, волна напряжений быстрее распространяется в среде. Глубина про-
никания напряжения неограниченна, но напряжение 0  с увеличением ко-
ординаты z. 

Результаты расчетов напряжений, когда скорость звука ( 2 )V  

меньше скорости распространения теплоты ( ) ( ),T
q qV c  2 2 10,qR D  

представлены на рис. 2, в, г. Как и в предыдущем случае, с уменьшением значе-
ния 2R  волна напряжений быстрее распространяется в среде. Глубина проника-
ния напряжений ограничена величиной .qz t D  
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Рис. 1. Распределение температуры по глубине полупространства при 2 0qD  (а, б)  
                     и при различных значениях 2

qD  (в, г) для t  = 1 (а, в), t  = 2 (б, г) 

Рис. 2. Распределение напряжений по глубине полупространства при 2 0qD  (а, б)  
 и   2 0qD  2 2 10qR D  (в, г) при 1t  (а, в) и 2t  (б, г), числа у кривых — значения 2R  
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Заключение. Получены аналитические зависимости для нахождения тем-
пературы и асимптотические зависимости для определения напряжений в среде 
с учетом средней кривизны поверхности, а также конечной скорости распро-
странения теплоты. Показано, что учет средней кривизны поверхности, как и 
учет скорости распространения теплоты могут существенно влиять на распре-
деления температуры и напряжений в среде. 
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Abstract Keywords 
Calculation of temperature stresses under no steady beha-
vior is known to be difficult due to the time-varying basic 
design parameters. On the basis of a one-dimensional 
design scheme, we analyzed the influence of the main 
loading parameters, material properties and the mean 
curvature of the surface on the temperature and stress 
distributions. In our research we obtained the analytic 
solutions for the temperature distribution and asymptotic 
solutions for small time values for stresses. Moreover, we 
analyzed the influence of the heat flux relaxation on the 
temperature and stress distributions in the elastic body 
under high-intensity surface heating, taking into account 
the mean curvature of the surface 
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