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Аннотация Ключевые слова 
Получено обобщение интегрального неравенства пло-
щади для функций, определяемых в дополнение к 
комплексным эллипсоидам в n  сопряженными инте-
гралами Коши — Лере — Фантаппье. Эти оценки могут 
быть применены для характеризации гладкости голо-
морфных функций с помощью псевдоаналитических 
продолжений и являются частью исследования, по-
священного описанию пространств голоморфных 
функций через полиномиальные приближения. Мето-
ды исследования можно рассматривать как модельный 
пример применения векторнозначной Т1-теоремы для 
доказательства нелинейных неравенств 

Неравенство Лузина, интеграл 
Коши — Лере — Фантаппье,  
Т1-теорема 
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Введение. Рассмотрим область Радона G  и для z G  сектор 

1( ) = : dist( , ) .
2

S z G G z  Известно [1, 2], что для функции ,f  голо-

морфной в области ,G   

 ( )( ) ( , ) , 1 < < ,pf p L GL GI c p G f p  (1)  

для некоторой постоянной ( , ),c p G  где fI  —  интеграл Лузина, 

 
1/2

2

( )
( ) = | ( )| ( ) ,f

S z
I z f d  

d  — мера Лебега в комплексной плоскости .  
Обобщения неравенства (1) для областей в n  рассмотрены в работах [3−5]. 

Обобщение этого неравенства, в котором вместо голоморфной функции f   
рассмотрена функция, определенная ядром интегрального оператора Коши —  
Лере —  Фантаппье в дополнение к строго выпуклой области в ,n  предложено 
в работе [6]. Цель настоящей работы — распространить результаты работы [6] 
на комплексные эллипсоиды. В дальнейших исследованиях полученный резуль-
тат планируется применять к задачам описания гладкости голоморфных функ-



Неравенство Лузина для дополнения комплексных эллипсоидов в n  

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 1 27 

ций через псевдоаналитические продолжения и полиномиальные приближения  
(см. [7]). Геометрия эллипсоида подробно изучена в работах [8−10], и здесь бу-
дут активно использоваться полученные в них результаты. 

Основные обозначения. Для краткой записи неравенств введем символы 
, ,  и будем утверждать, что ,f g  если f cg  для некоторой постоянной 
> 0,c  не зависящей от основных аргументов величин f  и .g  Также ,f g  если 
1c g f cg  для некоторой постоянной >1.c  

Рассмотрим комплексный эллипсоид  

 12 2
1= : ( ) =| | | | 1 < ,np n p p

ntB z z z z t   

где 1= ( , , ) .n
np p p  Полагаем 0= .ppB B  

Примем 
=1

( )( , ) = ( ), = ,
n

j j
j j

v z z z  тогда ( , ) ( , )v z v z  и 

функция ( , ) = ( , ) ( , )d z v z v z  определяет на pB  квазиметрику. Шар в n  
обозначим через (1, ,1)= ,B B  соответствующую квазиметрику — через .Bd  

Теорема Лере позволяет выписать воспроизводящую формулу для голо-
морфных в эллипсоиде pB  функций в явном виде, точнее для функции 

1( ):pf H B   

 ( ) = ( ) = ( ) ( , ) ( ), .p

pB

f z Kf z f K z dS z B  (2) 

Здесь ( , ) = ( ), ;nK z z  1( ) = (2 ) ( ) ( ( ))n ndS i  — форма, опре-

деляющая меру Леви — Лере, причем ,dS wd  где 2( 1)2

=1
( ) = | | ;

n pj
jj

j
w p   

d  — индуцированная мера Лебега на границе p
tB . Далее полагаем, что про-

странства Лебега pL  на pB  определены относительно меры dS  и определяем 
( ) = ( , ).p p p pL B L B dS  

Квазишары ( , ) = ( , , ) = { : ( , ) < }p
tB z B z t w B d w z  в квазиметрике d  име-

ют меру, сравнимую с ,n  | ( , ) |= ( ( , )) n
tB z dS B z  равномерно по [0, ]t  для 

любого значения > 0.  Таким образом, { , , }p
ttB d dS  является пространством 

однородного типа. 
Для nz  определим проекцию ẑ  на эллипсоид pB  формулой 

1/ 2 ˆ= (1 ( )) .pj
j jz z z  В работе Т. Ханссона [9, леммы 2, 3] приведены следующие 

оценки: 

 ˆ( , ) ( ) ( , ) , ( ) , ;p c pv w z w v w z w B z B  (3) 

 ˆ ˆ( , ) ( , ) , , ( ) .p cv w z v w z w z B  (4) 
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Кроме того, для 1=
2 max( )jp

 и некоторой постоянной > 0C   

 

1 1

1
0

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , , , ;
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , , , ,

, ( , ), \ ( , ).

p

p

p

v w v z v z w d w z d z w d w d z w z w B
v w v z v w v z d z z w B

z w B z B B z C
 

Пусть ,X Y  — нормированные пространства. Пространство ограниченных ли-
нейных операторов из X  в Y  обозначим через ( , ),X Y  пространства Шварца 
на pB  — через ( ), ( , ),p pB B X  пространство, сопряженное к пространству 
Шварца ( , ),pB X  — через '( , )= ( ( ), ).p pB X B X  Более подробно это рас-
смотрено в работе [11].  

Внешние угловые области Корани. Для точки n  определим точку ˆ
t  

формулой 1/(2 )ˆ( ) = (1 ( ) ) .pj
t j jt  В этом случае, если ,pB  то ˆ .p

t tB  
Для pB  примем  
 ˆ( , ) = \ : ( ) = , ( , ) < .n p

t tD B t d t  
Определяем внешнюю область Корани как множество  

 
0

( , ) = ( , , ) = ( , ).t
t

D D D   

Отметим, что ( , ) ,n
tD t  следовательно, для любой функции ,F  сумми-

руемой в ( , , ),D   

 
( , , )

( )( ) ( ) ( ) ( ) .
( )\

n
p p Dp BB B

dF z d z dS F   

Кроме того, если ( ) = ( ( )),F w F w  то  

 
( , , ) 0

( ) ( ) ( ) .n

D
F d F t t dt  (5) 

Уточним оценку (3) величины ( , )v z  для точек ( , , ).D z  
Лемма 1. Пусть , > 0.  Тогда  

 ( , ) ( ) ( , ), , , ( , , ).pv w d z w z w B D z   

◀ Предположим, что ( ) = .t  Согласно оценке (4), ˆ ˆ( , ) ( , )tv z v z  и, со-
гласно оценке (3),  

 ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .v w v w t v z w v z t v z w   

Однако из гладкости функции ( , )v w  по , nw  получаем равномерную 
по pw B  оценку ˆ ˆ( , ) ( , ) .v w v w t  Следовательно,  
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 ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ,tv z w v z v w v z v w v w  
что заканчивает доказательство. ▶ 

Для дальнейших рассуждений понадобятся отображения областей Корани 
( , , )D  на некоторую универсальную область Корани 0D  для шара, и выберем 

покрытие =1{ }N
j j  множества 2 \p pB B  со следующими свойствами: 

1) ;p
j B   

2) отображение ( ) 1
1= ( , , )ppp nj nz z z z  голоморфно и инъективно;  

3) на ( )= :p p
jj z z  можно задать голоморфную замену ( ) : nA w  

( , ),GL n  p
jw  так, что ( ) = = (0, , 0,1)nA w w e  и ( ) ( ) | |;A w A w w w   

4) пусть ( )= ( ) : {1<| |<1 2 }p
j j jA w z w  и ( )0( ) = ( ) .p

j jw A w  Обозна-
чим обратное отображение через ( , ).j w  Можно полагать, что для некоторой 
постоянной 1 >0  отображение ( , )j w  определено во внешней области Кора-
ни для шара  

 0 0 1 1= ( , ) = :1< <1 , , 1n
B nD D d e  

и для некоторой постоянной > 0c  при 10< <c   
 0 0( , ( , )) ( , , ); ( , ( , , )) ( , ).j j jw D D w c c w D w D c c  

Далее предположим, что выбрано разбиение единицы для покрытия 
=1

N
j j

  

 
=1

( ), 0 1, supp , ( ) =1, .
N

p
j j j j j j

j
C z z B  

Основная теорема. Пусть , > 0,  для функции 1( )pg L B  и 0l  опре-
делим функцию  

 

1/22

( , , )

( ) ( )( , ) = ( ) ,
( , )l ln l

pD z B

g w dS wI g z d
v w

 (6) 

где 
1

( ) =(2 ) ( ) ( )
nndS w i w w  (см. (2)) и 2 1

( )( ) = .
( )l n l
dd  

Теорема 1. Пусть 0( ), 1< < , .p pg L B p l  Тогда  

 ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )pp
l

p pB B

I g z dS z c p l g z dS z   

для некоторой постоянной ( , ) > 0.c p l  
Отметим, что при =1n  интеграл (6) является голоморфной функцией, и ре-

зультат теоремы следует из статьи Е.М. Дынькина [2]. 
Основная идея доказательства этой теоремы заключается в том, что опера-

тор lI  можно рассмотреть как сумму операторов со значениями в некотором 
модельном пространстве 2 .L  
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Зафиксируем параметры 1 00< , , < ,  обозначим через ( , )jJ z  комплекс-
ный дифференциал отображения ,j  тогда  

 

2
2

2 1
=1 ( , , )

21/2

2 1
=1 0

( ) ( , ) ( ) ( )( , ) = ( )
( ( , ), ) Re( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .
( ( , ), ) Re( )

p

p

N j
l j n l n l

j j nD z B

N jj
n l n l

j j nD B

g w J z dS w dI g z z
v z w

g w z J z dS w d
v z w

 (7) 

Рассмотрим функцию  

 
1/2( ) ( , )

( , )( ) =
( ( , ), )

jj
j n l

j

z J z
K z w

v z w
  

как отображение 2
0( , ( , ))p p

lB B L D d  такое, что его значениями  
являются операторы домножения 2

0( , ) ( , ),j lK w L D d  где ( ) =ld

2 1
( )

Im( )n l
n

d
 мера на множестве 0.D  Далее полагаем, что числа ,j l  зафикси-

рованы. Норму функции F  в пространстве 2
0( , )lL D d  обозначим через .F  

Покажем, что интегральный оператор ,jT  определенный ядром ,jK  непре-
рывно отображает пространство ( )p pL B  в пространство 2

0, ( , ) .p p
lL B L D d  

Для этого адаптируем 1T -теорему для интегральных операторов с операторно-
значными ядрами [11] для рассматриваемого контекста. 

Определение 1. Функцию 0 ( )pf C B  называем bump-функцией, ассоции-
рованной с квазишаром 0( , ),B w r  если 0supp ( , ),f B w r  1,f  и  

 ( , )( ) ( ) , , .pd zf f z z B
r

 

Множество bump-функций, ассоциированных с квазишаром 0( , ),B w r  обозначим 
0( , , ).A w r  

Теорема 2. Предположим, что ядро 2
0: ( , ( , ))p p

lK B B L D d  удо-
влетворяет оценкам  

 
1( , ) ;

( , )nK z w
d z w

 (8) 

 ( , )( , ) ( , ) , ( , ) > ( , );
( , )n
d zK z w K w d z w Cd z

d z w
 (9) 

 ( , )( , ) ( , ) , ( , ) > ( , )
( , )n

d w wK z w K z w d z w Cd w w
d z w

 (10) 

для , , pz w B  и некоторых постоянных > 0.C  
Предположим, что оператор 2

0: ( ) ( , ( , ( , )))p p
lT B B L D d  с ядром 

K  удовлетворяет следующим условиям: 
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1) 2
01, 1 BMO( , ( , )),p

lT T B L D d  где T  формально сопряженный к T  опе-
ратор;  

2) оператор T  является слабо ограниченным, т. е. для произвольных bump-
функций 0, ( , , )f g A w r   

 ( , ) ,ng Tf Cr  

где 2
0( , ) ( , ( , ))lg Tf L D d  — действие 2

0'( , ( , ( , )))p
lTf B L D d  на функ-

цию ( ).pg B  Тогда 2
0( ), ( , ( , ))p p p p

lT L B L B L D d  при (1, ).p  
Подробные определения, связанные с этой теоремой, и ее доказательство 

приведены в работе [11]. Отметим, что пространство 2
0( , ( , ))p p

lL B L D d  опре-
деляется относительно меры Лере — Леви .dS  

В следующие четырех леммах докажем, что ядра jK  и соответствующие им 
операторы jT  удовлетворяют условиям 1T -теоремы. В частности, в леммах 2, 3 
докажем, что 2 2

0 01, 1 ( , ( , )) BMO( , ( , )).p p
l lT T L B L D d B L D d  

Лемма 2. Ядро jK  удовлетворяет оценкам (7)−(9). 
◀ Пусть ( ) = ( , ).D z D z c  Согласно лемме 1, ( , ) ( ) ( , ),v w d z w   

, , ( ).pz w B D z  Следуя правилу (5), получаем  

 
2 12

2 2 2 2 2
( ) 0

( ) 1( , ) .
( ( ) ( , )) ( ( , )) ( , )

l
l

j n l n l n
D z

d t dtK z w
d z w t d z w d z w

 

Для доказательства свойства (9) введем обозначение = ( , ).z j z  Тогда 

( ( ) ) = ( ) , = 1, , ,pk
k z kA z k n  отсюда для некоторой постоянной > 0C  (см. [9]) 

при ( , ) > ( , )d z w Cd z   

 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .zv w v w v w v z  

Следовательно,  

 

1 1

=0

1

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 1 =

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
.

( , ) ( , )

m m jj
z z

j
m m m m

z z

m m

v w v w v w v w

v w v w v w v w

v z v w v z

v w v w

 

Окончательно  

 

21/2 1/2
2

2 12 2
( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 22 1 2 2
0

( ) ( ) ( )( , ) ( , )
( )( , )

( , ) ( , ) ( , )( ) ( , )( ) .
| | ( , )( , ) ( , ) ( , )

j j
j j n ln l

D z

j n l n nn l n
D z

z dK z w K w
v w

v z v z v zd d z
d z wv w v z w v z w

 

Свойство (10) доказывается аналогично. ▶ 
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Лемма 3. Пусть = ( , ),z j z  тогда  

 

( ) 1,
( ), n l

p z zB

dS w
w  

следовательно, (1) 1.jT  
◀ Функция ( , ) = ( ),z z zv w w  голоморфна в pB  относительно ,w  от-

сюда  

 

1/2 1/2( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )
(1)( ) = = ,

( ), ( ),
j j j j

j n l n l
p pz z z zB B

z J z dS w z J z dV w
T

w w  
где ( ) = ( ( )) .ndV w  

Аналогично лемме 1  

 
ˆ( ), ( ) | ( ) | ( ), .z z w w z z w  

Следовательно,  

 0

1
1

0 0 0

( )(1)( )
ˆ( ( ) ( , ))( , )

1( ) ln 1
( ( ) ) ( ( )) ( )

T
t

j n l n l
p pzB B t

T Tn
l

n l l

d z dT dt
t v z wv w

v dv dtdt
t v t

  

и  

 

2 2 22 2

00 0

1 1(1)( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 1.ln lnRe( )
l

j l l
nD D

T d d sds
s

  
Это заканчивает доказательство теоремы. ▶ 

Лемма 4. (1) 1.jT  
◀ Рассмотрим  

 

1/2 1/2

1/2

1 2

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )( ( ) ( ))
(1)( )( ) = =

( , ) ( , )
( ) ( , ) ( )

= .
( , )

j j j j z
j n l n l

p pz zB B

j j z
n l

p zB

z J z dS z z J z dS z dS
T w

v w v w
z J z dS L L

v w

 

Отметим, что ( ) ( ) ( ) ( )z zdS z dS d z  и  

 

1
1 1

0

( ) ( ) ( ) 1 .
( ( ) ) Re( )( , )

n
z z

n l n l l
z np zB

d z v dvL
vv w  

Следовательно,  

 2
1 2 2 2 1 1

00 0

1 ( )( ) 1.
( ) ( )

n
l l n l n

z zD D

d t dtL d
t

 (11) 
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Чтобы оценить 2 ,L  напомним, что 
( ) = 0, , \ ,

( ),
p n p

n
dSd z B B

z
  

отсюда  

 
1( ) ( , ) ( )( ) ( )= ( ) = .

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n n

n l n l n l n l

v zdS l dVd n l
v z v z v z n v z

 

По теореме Стокса  

 

1/21/2

2

1
1/2

1

( ) ( , ) ( )( ) ( , ) ( )
= =

( , ) ( , )\

( ) ( , ) ( )
.

( , )\

z j j zj j z
n l n l

z zp p pB B B

j j z
n l

zp pB B

z J z dSz J z dS
L

v w v w

z J z dVl
n v w

 

Аналогично лемме 1 оцениваем ˆ( , ) ( ) ( ) ( , ) ,zv w z v z w  где ˆ = pr ( ),pBz z  
откуда 2 1L  аналогично лемме 3. Объединяя это с оценкой (11), получаем 

(1) 1.jT  ▶ 
Лемма 5. Оператор jT  слабо ограничен. 

◀ Пусть 0
1, , , ,
2

f g A w r  введем обозначение = ( , ),z j z  тогда  

 

2
2

( , ) ( , )0 0 0

( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( ) .
( ),

j l n l
D B w r B w r z z

f w dS wg T f d g z dS z
w  

Обозначим := ( , )inf zpw B
t v w  и определим множество  

 ( , , ) := : ( , ) < .p
zW z r w B v w t r  

Отметим, что 2
0supp ( , ) ( , , ) ( , )f B w r W z cr B z c r  для некоторой постоян-

ной > 0,c  отсюда  

 

0( , ) ( , , ) ( , , )

\ ( , , )

1 2 3

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )= ( )
( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )( ) =
( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( , ) .

n ln l n l
z zB w r W z cr W z cr z

n l n l
z zp pB W z cr B

f z f wf w dS w f w dS w dS w
v w v w v w

dS w dS wf z
v w v w

L z f z L z L z

 

Из оценки ( , )| ( ) ( ) | d w zf z f w
r

 следует, что  



А.С. Роткевич 

34  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2018. № 1 

 2

2 21
1 1

0 0( , )

1 ( , ) ( ) 1 1( , )
( ( ) ( , )) ( ( ) ) ( ( ) )

1 1 1 1 ( ( ) ) ( )= .
( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) )

c r c rn

n l n l l
B z c r

l l

l l l l

v w z dS w t dt dtL z
r v w z r t r t

r
r r r r

 

Таким образом,  

 
1

1( , ) , ( ) ;
( ) ( ( ) )

l

l l
rL z r

r r  

 

1
1

1 ( )( , ) , ( ) .
( ) ( ( ) )

l

l l
rL z r

r r  
Используя оценку (5) и замену = ( ),s  оценим 2

0( , )lL D d  норму функции 
1( , ),L z   

 
0

2
1 2 2( ) 2 2 2 1

( ) 0

1 1( , ) ( ) 1
( )

r n
l l l n l

D

s dsL z d
r s s r s

 

 
2 2

2 2( ) 2 2 2 1 1.
( )

n

l l n l
r

r s ds
r s s r s

 (12) 

Чтобы оценить второе слагаемое 2 ,L  применим к дифференциальной форме 
( )

( ), n l
z z

dS w
w

 теорему Стокса в области 

  0 = : ( ), > .p
z zW w B w t cr   

Тогда  

 
0( , , )

4 2 2

( , ) = ( , ) =

( ) ( )=
( ), ( ),\

( ) 1= ( ), ( ).
( )( ),

n l n l
p WB W z cr z z z z

n l
z zn l n l

p pw B w Bz z
v w t cr v w t crz z

dS w dV w

w w
dS w L w dS w

t crw

 

Из доказательства леммы 3 следует, что  

 4
0

( ) ( ) 1.
( ), ( ),

n l n l
pW Bz z z z

dV w dV wL
w w

 

Применяя теорему Стокса к области : ( , ) < ,p
zw B v w t cr  получаем  

 5

( , ) = ( , ) <

:= ( , ) ( ) = ( , ) ( )
n l n l

z z
p pw B w B

v w t cr v w t crz z

L v w dS w v w dS w  
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( , ) < ( , ) <

( , ) ( ) ( , ) ( ).
n l n l

w z z
p pw B w B

v w t cr v w t crz z

v w dS w v w dV w  

Поскольку   

 1( ), ( ) ( ), ,
n l n l

z z z z
j

w dS w w
w

  

 1 1 2 1 2 1
5 ( ) ( ) .

t cr t cr
n l n n l n n l n n l n l

t t
L s s s s s s ds s ds r t r  

Отметим, что  и  

 
22 1

2
5 2 2

0 0

(Re( ) )( , ) ( ) ( )
(Re( ) )

n l
n

l ln l
nD D

r rL z d d
r

  

 
2 2 1

2 2
2 2 2 1 2 2 2 1 3

0 0 0
= 1

( ) ( ) ( )

n l n

l n l l n l
r t dt t t dt dtr r

t r t t r t r t
 (13) 

Объединяя оценки (12), (13), лемму 3 и условие ( ) 1, ,pf z z B  получаем  

 0

2
2

1 2 3
( , )0

2 22 2 2
1 1 2 3 01( ) ( )

0

( , ) ( ) ( ) ( , ) | ( ) | ( ( , ) ( , )) ( )

2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) .sup

j l
D B w r

p l pL B L Bp Dz B

g T f d g z L z f z L z L z dS z

g L z L z L z d g B w r
 

Эта оценка влечет слабую ограниченность оператора T  и завершает доказатель-
ство теоремы. ▶ 

Заключение.  Доказательство теоремы 2. Поскольку операторы jT  с ядрами 
теоремы 1 jK  удовлетворяют условиям 1T -теоремы, ( ( ),p p

jT L B   
2

0( , ( , ))p p
lL B L D d и  

 

( ) =1

2
1/2

1 1 ( )=1 0

( ) = ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )= ( ) .
Re( )( ( , )), ( , )

N pp
l jp pL B j pB

p
N jj p

p pn n L Bj p p nDB B j j

I g T g z dS z

g w z J z dS w ddS z g
z z w

 

Следовательно, из разложения (7) ( , ) ( ) ( ) ( ),pp
l

p pB B

I g z dS z g z dS z  что дока-

зывает теорему 1.  
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Abstract Keywords 
We consider a generalization of Luzin area integral ine-
quality for functions defined by Cauchy — Leray — Fan-
tappie adjoint integral in the complement of complex 
ellipsoids in .n  In this work we obtain estimates that are 
useful for characterization of the smoothness of holomor-
phic functions by pseudoanalytical continuations. These 
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results are a technical part of the investigation devoted to 
the description of spaces of holomorphic functions by 
polynomial approximations. Our methods could be con-
sidered as a model example of the application of vector-
valued T1-theorem to the proof of nonlinear inequality 
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