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Аннотация Ключевые слова 
Предложен универсальный подход аналитического 
вычисления псевдообратной матрицы как для прямо-
угольной, так и для квадратной матриц. На основе 
этого подхода получена формула, связывающая опера-
цию обращения невырожденной блочной матрицы, 
составленной из заданной матрицы и ее левого и пра-
вого делителей нуля максимального ранга, собственно 
с псевдообращением этой матрицы. Приведена теорема 
и ее доказательство. Исследованы основные свойства 
указанной формулы. Сформулированы следствия, 
имеющие практическое значение и упрощающие вы-
числение псевдообратной матрицы. Рассмотрены как 
полуортогональные матричные делители нуля, так и 
матрицы, не имеющие этого свойства. Приведены 
примеры иллюстративного характера, связанные с 
обращением символьной матрицы как квадратного, так 
и прямоугольного вида невысокого ранга 
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Введение. Псевдообратная матрица (псевдообратная матрица Мура — Пенро-
уза) A  является хорошо известным обобщением фундаментального понятия 
обратной матрицы 1.A  Псевдообращение определено для любых матриц над 
множеством действительных ( )  и комплексных ( )  чисел [1, 2] и было неза-
висимо описано Э.Х. Муром [3] и Р. Пенроузом [4]. Псевдообратной матрицей 
A  к заданной матрице A  является матрица, удовлетворяющая условиям регу-

лярности 

 ,AA A A  A AA A  (1) 
и симметричности 

 *( ) ,A A A A  *( ) .AA AA  (2) 
Здесь символом «*» обозначена операция эрмитова сопряжения для комплекс-
ных матриц (в случае действительных матриц символ «*» заменяют операцией 
транспонирования «т»). 
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При решении практических задач аналитического синтеза законов управле-
ния многомерными динамическими объектами [6−12] возникают трудности 
вычисления псевдообратных матриц в символьном виде. Полученные формулы 
касаются вычисления псевдообратной квадратной матрицы и соответственно 
только частично решают указанную проблему, поскольку они не предназначены 
для псевдообращения прямоугольных матриц. В связи с этим основная цель ра-
боты — обеспечение возможности выполнения псевдообращения для произ-
вольных символьных матриц неполного ранга. Конструктивные методы псев-
дообращения такого рода матриц авторам неизвестны. 

В настоящей статье предложена формула, связывающая стандартную опе-
рацию обращения специально организованной блочной матрицы собственно с 
псевдообращением. С помощью этой формулы можно вычислять псевдообрат-
ную для произвольной матрицы, в том числе для прямоугольной матрицы не-
полного ранга, вырожденной квадратной матрицы вплоть до единичного ранга 
и, наконец, нулевой матрицы.  

Формула псевдообращения на основе матричного обращения. Пусть в 
общем случае задана прямоугольная матрица неполного ранга. Для определен-
ности будем полагать, что таковой является следующая матрица: 

 ,n mA  ,n m  rank .r mA  (3)  

Требуется определить псевдообратную матрицу +A  для матрицы (3). 
Сформируем блочную матрицу 

 
тт т

( ) ( )
т ,L R n m r n m r

R L0 0
A A A A

A A
 (4) 

где ,L RA A  — левый и правый делители нуля максимального ранга [12], т. е. 

 , rank ;L L n r0A A A  (5) 

 , rank .R R m r0AA A  (6) 

Далее всегда полагается, что делители LA  и RA  имеют максимальные ранги в 
смысле (3), (5), (6). При этом выполняется следующее тождество рангов [2]: 

 
т

rank .R

L
n m r

0
A A
A

 (7) 

Если матрица (3) имеет полный ранг по строкам, то делитель LA  имеет пу-
стое множество строк, при этом для простоты запишем .L 0A  

Если матрица (3) имеет полный ранг по столбцам, то делитель RA  имеет 
пустое множество столбцов, как и в предыдущем случае, будем писать .R 0A  

Уточним некоторые свойства указанных выше делителей нуля, имеющие в 
этом случае принципиальное значение [2, 12]. 
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Свойство 1. Пусть выполняется (5), тогда .n rL LA A I  Здесь и далее lI  — 
единичная матрица размером .l l  

Свойство 2. Пусть выполняется (6), тогда .m rR RA A I  
Свойство 3. Справедливы следующие тождества для левого делителя нуля: 

 + + ,n L LI AA A A  +т ,L 0A A  т .L 0A A  (8) 

Свойство 4. Справедливы следующие тождества для правого делителя нуля: 

 + + ,m R RI A A A A  +т ,R 0A A  т .R 0A A  (9) 

Основной результат сформулируем в виде теоремы. 
Теорема. Пусть имеет место (3), (5), (6), тогда 

 
1т +т

.R L

L R0 0
A A A A
A A

 (10) 

◀ Доказательство теоремы основано на свойствах 1–4. При этом имеют ме-
сто следующие цепочки преобразований: 

 
т +т т +т т

+т ;
n mR L R R L

n rL R L L L

0
00 0

A A A A A A A A A A I
IA A A A A A

 (11) 

 
+т т +т т +т

т .
n rL R L L R

n mR L L R R

0
00 0

A A A A A A A A A A I
IA A A A A A

 (12) 

Это доказывает справедливость теоремы. ▶ 
Из теоремы вытекают вполне очевидные следствия. 
Следствие 1. Пусть ,LA  RA  — полуортогональные матрицы, т. е. RA  

т ,RA  т ,L LA A  тогда 

 
1т +т т

т
R L

L R0 0
A A A A
A A

. (13) 

Следствие 2. Пусть , тогда 

 
1т т1

R L

L
R

0 0

A A A A
A A

. (14) 

Следствие 3. Пусть 1
max ( )A  — максимальное сингулярное число мат-

рицы A  и LA , RA  — полуортогональные матрицы, тогда 

 
т т

cond cond .R R

L L0 0
A A A A

A A
 (15) 

Здесь cond( )  — число обусловленности матрицы [1, 2]. 
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Следствие 4. Пусть ,r r
LT  m m

RT  — невырожденные матрицы, тогда 

 
1т +т 1

1
RR L L

L L R R

A A T A A T
T A T A0 0

. (16) 

Следствие 5. Пусть A  — симметрическая матрица и A  — ее двусторон-
ний делитель нуля, тогда  

 
1т т

.
A A A A

A A0 0
 (17) 

Следствие 6. Пусть ,RA 0  тогда 

 
1т

+т + .L
L

A
A A

A
 (18) 

Следствие 7. Пусть ,LA 0  тогда 

 
+т

1т
+ .R

R

A
A A

A
 (19) 

Следствие 8. Пусть ,RA 0  ,LA 0  тогда 

 т т ;A A  1.A A  (20) 

Следствие 9. Пусть A 0  — нулевая матрица размером ,n m  тогда 
,n n

LA L  m m
RA R  — произвольные невырожденные матрицы и 

 
1 1 1

1 .R

L

A R L
LA R

0 0 0
00 0

 (21) 

Введенное ранее условие (3) не ограничивает общность полученного ре-
зультата, и в качестве матрицы A  может быть выбрана любая матрица, задан-
ная над ,  и .  

Примеры. Начнем с простейшего примера. 
Пример 1. Пусть A  — диагональная вырожденная матрица, 

 
1

2

0 0
0 0 .
0 0 0

A  (22) 

Ее псевдообратная матрица очевидна: 

 

1
1

1
2

0 0
0 0
0 0 0

A . (23) 
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Получаем (23), используя формулу (10), точнее, формулу (17), поскольку 
(22) — симметрическая матрица. 

В таком случае двусторонний полуортогональный делитель нуля  
 0 0 1 ,A  (24) 
поэтому  

 

1 1
1 1

1т т12 2

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

,0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0

A A A A
A A0 0

 (25) 

что и требовалось получить. 
Пример 2. Рассмотрим квадратную матрицу  

 , , , , , rank 2.

a b b a
a b b a

a b c d
c d d c
c d d c

A A  (26) 

Левый и правый делители нуля матрицы (26) имеют вид 

 

0 1
1 1 0 0 1 0

, .
0 0 1 1 1 0

0 1

L RA A  (27) 

Составим матрицу (4) с использованием (26) и (27), в результате получим 

 
т

0 1
1 0

1 0
.

0 1
1 1 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0

R

L

a a c c
b b d d
b b d d
a a c c

A A
A 0

 (28) 

Обращение матрицы (28) дает 

 
+т +

+

1/ 2 0
1/ 2 0

0 1/ 2
,

0 1/ 2
0 1/ 2 1/ 2 0 0 0
1/ 2 0 0 1/ 2 0 0

L

R

d c c d
d c c d
b a a b
b a a b0

A A
A

 (29) 

где 
1 .

4( )ad bc
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Проверка условий регулярности (1) и симметричности (2) для (26) и +A из 
(29) подтверждает правильность вычисления псевдообратной матрицы. 

Пример 3. Изменим матрицу (26), преобразовав ее в прямоугольную матри-
цу, например, 

 , , , , , rank 2.

a b a
a b a a b c dc d c
c d c

A A  (30) 

Согласно сравнению матриц (26) и (30), в исходной матрице был удален третий 
столбец.  

Левые делители нуля у матриц (26) и (30) совпадают, а правый делитель ну-
ля (30) имеет вид 

 
1

0 .
1

RA  (31) 

Вновь составим матрицу (4), используя матрицу (30), LA  из (27) и RA  (31). 
Получим блочную матрицу 

 
т

1
0
1 ,

1 1 0 0 0
0 0 1 1 0

R

L

a a c c
b b d d
a a c c

0
A A
A

 (32) 

обращение которой дает искомый результат 

 

+т +

+

1/ 2 0
1/ 2 0

0 1/ 2 .
0 1/ 2

1/ 2 0 1/ 2 0 0

 

L

R

d c d
d c d
b a b
b a b0

A A
A  (33) 

Как и выше, проверка условий (уравнений) регулярности (1) и симметрич-
ности (2) для матрицы (30) и +A из (33) превращает эти уравнения в тождества, 
что и требовалось показать. 

Пример 4. Преобразуем делители нуля LA  из (27) и RA  (31), например, сле-
дующим образом: 

 
11 12 11 11 12 12

21 22 21 21 22 22

1 1 0 0
,

0 0 1 1LA   (34) 
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1

0 0
1

RA . (35) 

Здесь предполагается, что 11 22 12 21 0,  0.  
Учитывая (34) и (35), вместо (32) запишем матрицу 

 

т

11 11 12 12

21 21 22 22

0
.

0
0

R

L

a a c c
b b d d
a a c c

0
A A
A  (36) 

Обращение (36) дает 

 

1 1
22 12

1 1
22 12+т +

1 1
21 11+

1 1
21 11

1 1

(2 ) (2 )
(2 ) (2 )
(2 ) (2 )
(2 ) (2 )

(2 ) 0 (2 ) 0 0

 

L

R

d c d
d c d
b a b
b a b

0
A A
A , (37) 

что согласуется со следствием 4. 
Заключение. В работе предложена формула, связывающая стандартную 

операцию обращения блочной матрицы, составленной из заданной матрицы и 
ее левого и правого делителей нуля максимального ранга, собственно с псевдо-
обращением этой матрицы. Проведены исследования основных свойств полу-
ченной формулы. Представлены примеры. 

Основное преимущество приведенной формулы получения псевдообратной 
матрицы заключается в использовании хорошо разработанных численных мето-
дов и методов компьютерной алгебры (символьных) для определения нуль-
пространств и связанных с ними матричных делителей нуля, в том числе ортого-
нальных, полуортогональных и с другими свойствами. На основе этого появляется 
возможность осуществлять псевдообращение с помощью хорошо обусловленных 
матриц, что определяет преимущества указанного подхода относительно извест-
ных численных методов. Такой подход также может быть использован в целях 
получения псевдообратных символьных матриц при решении матричных анали-
тических задач (поиска приближенных решений по методу наименьших квадратов 
в аналитическом виде, аналитического синтеза законов управления многомерны-
ми динамическими системами, построения символьных алгоритмов идентифи-
кации [12] и т. д.). 
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Abstract Keywords 
The study proposes a universal approach for analytical 
calculation of a pseudoinverse matrix for both rectangular, 
and square matrices. According to this approach, we ob-
tained a formula that, in fact, relates the operation of inver-
sion of a nondegenerate block matrix composed of a given 
matrix and its left and right zero divisors of maximal rank, 
to a pseudoinversion of this matrix. The paper gives the 
theorem and its proof. Within the research we investigate 
the main properties of the chosen formula and formulate 
the corollaries that have practical value and simplify the 
computation of the pseudoinverse matrix. Moreover, we 
consider semiorthogonal matrix zero divisors and matrices 
that do not have this property. The examples given are 
illustrative and are related to inversion of matrix of both 
square, and rectangular types of low rank 
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