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Аннотация Ключевые слова 
Для эллиптического в полупространстве и вырождаю-
щегося на границе уравнения типа Келдыша методом 
подобия найдено автомодельное решение, являющееся 
аппроксимативной единицей в классе интегрируемых 
функций. Это решение представляет собой фундамен-
тальное решение задачи Дирихле, т. е. решение задачи 
Дирихле с -функцией Дирака в граничном условии. 
Решение задачи Дирихле с произвольной функцией в 
граничном условии записывается в виде свертки этой 
функции с фундаментальным решением задачи Дирих-
ле, если свертка существует. Для ограниченной и ку-
сочно-непрерывной граничной функции свертка суще-
ствует и записывается в виде интеграла, дающего клас-
сическое решение задачи Дирихле и являющегося 
обобщением интеграла Пуассона для уравнения Лапла-
са. В случае граничной функции, являющейся обоб-
щенной функцией, свертка представляет собой обоб-
щенное решение задачи Дирихле 
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Введение. М.В. Келдыш в работе [1] рассмотрел уравнение  

 , , , 0,     , 0, m
xx yy y xu y u a x y u b x y u c x y u c x y  (1) 

которое эллиптично в верхней полуплоскости 0y  и параболически вырожда-
ется на прямой 0.y  Для области, расположенной в верхней полуплоскости и 
имеющей в составе своей границы отрезок оси ,x  он доказал условия разреши-
мости задачи Дирихле с непрерывными данными на границе. Эти условия нала-
гают ограничения на m  и ,0 .a x  Задача Дирихле разрешима, если  

 1m  или    1,   , 0 1,m a x  или 1 2,   , 0 0. m a x  (2) 

Во всей плоскости уравнение Келдыша, как и уравнение Трикоми, принад-
лежит к смешанному эллиптико-гиперболическому типу. Приложения таких 
уравнений описаны в работах [2, 3].  

В настоящей работе рассмотрено многомерное обобщение уравнения Кел-
дыша в полупространстве 0y  
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 1 2Δ 0,   2,   1,m m
x yy yu y u y u u m  (3) 

где 1, , ;   ,n
nx x x u u x y  — функция переменных 1,  ;nx y  

2 2

2 2
1

Δx
nx x

 — оператор Лапласа по переменным .x  

Краевое условие Дирихле задается на границе полупространства 

 ,0 .u x x  (4)  

Коэффициенты уравнения 

 1 2, , 0,   , ,,  ma x y y b x y c x y  (5) 

такие, что условия Келдыша (2) выполняются. 
Для построения ограниченного при y  решения задачи Дирихле (3), 

(4) достаточно найти фундаментальное решение задачи Дирихле, т. е. ограни-
ченное при y  решение задачи с -функцией Дирака в краевом условии: 

 , 0 .u x x  (6) 

Если обозначить фундаментальное решение задачи Дирихле (3), (4) через 
, ,P x y  то в силу инвариантности уравнения (3) относительно сдвигов по ,x  ре-

шением уравнения (3) с краевым условием , 0u x x  будет функция 
, .P x y  В силу принципа суперпозиции, справедливого для линейных уравне-

ний, решением уравнения (3) с краевым условием (4) будет свертка фундаменталь-
ного решения задачи Дирихле с граничной функцией , , ,u x y P x y x  
если эта свертка существует. Для нахождения фундаментального решения задачи 
Дирихле применяем метод подобия [4, 5], используя симметрию уравнения, т. е. 
инвариантность уравнения относительно некоторых групп преобразований, что 
возможно вследствие специально выбранных коэффициентов (5). 

Настоящая работа является продолжением работы [6], где рассмотрен слу-
чай 0,  0.  Полученные методом преобразования Фурье фундаментальные 
решения задачи Дирихле для случаев 1,  0,  2  и    1,  1n m n m  приве-
дены в работе [7]. Методом подобия в работах [8−10] найдены фундаменталь-
ные решения оператора Трикоми, в работе [11] — оператора типа Келдыша 
(решения неоднородных уравнений с δ-функцией в правой части). 

Постановка задачи. Аппроксимативная единица. В уравнении (3) и крае-
вом условии (6) выполним замену переменных 

 
2

22,       
2

,
m

x y
m

 

получим (заменяя величину  величиной x  и величину  величиной y) урав-
нение 
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 2 2Δ ,  0,    1,   0, 
  2

n
x yy y

mu u u u y x
y m

 (7) 

и краевое условие  

 , 0 ,   .  nu x x x  (8) 

Будем искать решение P  уравнения (7), которое является -образным семей-
ством функций nx  с параметром 0,y  или аппроксимативной единицей. 
Для этого достаточно, чтобы при 0y  выполнялись условия: 1) , 0;Р x y   
2) , 1;

n
P x y dx  3) 

0
0,  lim   , 0.

y x
P x y dx  Если перечисленные усло-

вия выполняются, то для любой ограниченной кусочно-непрерывной функции 
( )f x  существует свертка 

 , , ,
n n

f x P x y f t P x t y dt f x t P t y dt  

и в точке ,x  в которой функция ( )f x  непрерывна, 
0

lim , ( ).
y

f x P x y f x  

Действительно,  

 ,   , ,  
n n

f x P x y f x f x t P t y dt f x P t y dt  

 , ,
n n

f x t f x P t y dt f x t f x P t y dt  

 , ,
t t

f x t f x P t y dt f x t f x P t y dt  

 , 2 , 2
n t
P t y dx M P t y dx  

для значений ,y  достаточно близких к нулю, поскольку ,
2t

P t y dx
M

  

в силу условия 3, а f x t f x  для достаточно малого  в силу непре-
рывности. 

В частности, для бесконечно дифференцируемых финитных функций ( )x  из 
пространства  n [12] имеем 

0
lim , 0 , ,

ny
x P x y dx x x   

т. е. ( , )P x y  при 0y  сходится к -функции в пространстве обобщенных функ-
ций .n  Вследствие непрерывности свертки для обобщенной функции 

,nf x  для которой существует свертка с ( , ),P x y  верно равенство 

0
lim , ( ) .

y
f x P x y f x x f x  Условие 3 можно заменить условием 3*: 
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0

  0 ,  lim sup , 0.
y x

P x y  

Из условия 3* следует условие 3. Действительно, 

 
Δ Δ

, , ,
x x x

P x y dx P x y dx P x y dx  

 
Δ Δ

  sup , , .
xx x

P x y dx P x y dx  

Первый интеграл будет мал при малом y  за счет условия 3*,  а второй инте-
грал — при достаточно большом Δ  как остаток сходящегося интеграла (усло-
вие 2). 

Условие 2 можно заменить условием 2*: 

 
0

lim , 1 .
ny
P x y dx  

Действительно, обозначим  

 *
0

,
, 0,     lim 1,    ,  .

n y

P x y
P x y dx g y g y P x y

g y
 

Тогда * ,P x y  будет удовлетворять условиям 1−3, т. е. являться аппроксима-
тивной единицей, а 

 *
0 0

lim , lim   , .
y y

P x y P x y  

Случай 0.  Рассмотрим задачу Дирихле 

 Δ   0,   ,1,    0,    
 

n
x yy yu u u y x

y
 (9) 

 , 0 ,    . nu x x x  (10) 

Уравнение (8) инвариантно относительно группы растяжений , x tx  
  ,y ty   ,   0,ku t u t  где k  — любое число. В связи с этим рассмотрим решения 
уравнения (9), инвариантные относительно указанной группы преобразований, 
т. е. являющиеся однородными функциями , , .ku tx ty t u x y  Переходя к 
пределу при 0, y  получаем   , 0 , 0 ,ktx t u x но в силу граничного усло-
вия (10) должно иметь место равенство .ktx t x  Откуда следует,  
что ,k n  поскольку x  в n  является однородной функцией степени n  
[12, 13]: .ntx t x  Будем искать автомодельное решение уравнения (9) 
 в виде однородной функции степени :n  
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 1 ,    .n

x
u x r

y y
 

Уравнение (9) запишется в виде 

 1 0.rr r yy y
nu u u u

r y
 

Подставляя в него функцию 1
n

ru
y y

и обозначая   ,r
y

для функции ( )  

получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 

 
2

2

11 2 2

0.

n n

n n n
 

Выполним замену переменных 21   и, обозначая функцию 1  через 
,  запишем уравнение 

 3 3  1        
2 2 2
n n  

 
2 1

  0.
4 4

nn  

Это гипергеометрическое уравнение 

   1     1     –   0,c a b ab  

где 1 1;   ;    1 .
2 2 2 2 2
n n na b c  Его общее решение имеет вид 

 1
1 2  , ; ;     1, 1; 2 ;   .cC F a b c C F b c a c c  

Здесь F  — гипергеометрическая функция. Поскольку 1 0, b c  

 1, 1; 2 ;   1.F b c a c c  

Возьмем частное решение 

 1
/2 (1 )/2     .

 
nc

n n
CC  

Возвращаясь к старым переменным, получаем 

 
1

/2 1 /2 /2 1 /22 2 2

1 ,   .
1

n n
nn n

C r C yu
y y y r
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Константу nC  выберем такой, чтобы интеграл функции | | ,  ,x x r  по всему 
пространству n  был равен единице. Обозначив через 1n  площадь единич-
ной сферы в ,n  определим 

 

1
1 1

1 1 /2 1 / 220 0

/2
/2 1

1 1
/2 1 / 2

0

1
1 1Г Г Г

2 2 2  .
1 12 21 Г Г

2 2 2 2

n
n

n n n n

n
n

n n
n

r drC r r dr
r

n
t dt

n nt

 

Решением уравнения (9) будет функция 

 
1

0 /2 1 / 222 /2

1Г
2 2,  ,     .

1Г
2

n nn
n

n
yP x y C C

y x
 (11) 

Функция (11) удовлетворяет условиям 1−3 и, следовательно, является фун-
даментальным решением задачи Дирихле для уравнения (9). Решением задачи 
Дирихле для уравнения (9) с произвольной функцией в граничном условии 

,0u x x  будет свертка (если она существует)  

 0  , , .u x y x P x y  (12) 

Если x  — обобщенная функция и свертка (12) существует, то она дает 
обобщенное решение задачи Дирихле: 

 
0

lim ( , )   в   ,   n
y

u x y x  

т. е. для 
0

 lim , , ( ) .
n

n
y

x u x y x dx x x  Если x  —  

кусочно-непрерывная ограниченная функция, то свертка (12) существует и за-
писывается в виде интеграла 

 
1

/2 1 /22 /22

1Г
( ) 2 2,  ,    , 

1Г
2

n
n nn

n

n
y t dtu x y C C

y x t
 

который дает классическое решение задачи Дирихле, т. е. в каждой точке непре-
рывности функции x  

0
lim ( , ) .

y
u x y x  

Заменяя в (11) y  отношением 2 /22  
2

my
m

 и  отношением 2 ,
2

m
m

по-

лучаем фундаментальное решение задачи Дирихле: 
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1

* *
0 1

/22 2 2
2

12 Γ
2 2,    ,  
12 Γ2 2 

2

n

n nn
n nm

m

nm
y mQ x y C C

m my x

 

для уравнения (3), при 0:  

 1Δ 0,   0,   ,   2,   1.m m n
x yy yu y u y u y x m  

Случай 0.  Будем искать фундаментальное решение уравнения  

 2Δ   0
 x yy yu u u u

y
 (13) 

в том же виде, что и найденное фундаментальное решение (11) для уравнения (9): 

 1 2 2  | | ,   .u y f y x x r  

Подставляя функцию 1 2 2   u y f y r в уравнение 

 21 0,   1,rr r yy y
nu u u u u

r y
 

и обозначая 2 2 ,y r  получаем для функции ( )f  обыкновенное дифферен-
циальное уравнение 24 6 2 2 0.f n f f  Это уравнение 
сводится к уравнению Бесселя и имеет стремящееся к нулю на бесконечности 
решение [14] 

 
1  ,    ,

2n
K nf C  

где K — функция Макдональда. Возвращаясь к старым переменным, запишем 

 
1 2 2

2 2

  1( , )  ,  ,  .
2 

n

y K r y nu x y C r x
r y

 

Постоянную nC  выберем так, чтобы интеграл ( , )u x y  по всему пространству n  
стремился к единице при 0.y  Переходя к сферическим координатам, полу-
чаем [15] 

 
1 2 2

1
1

2 20

 
,

 n

n

n n

r K r y
u x y dx C y dr

r y
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/2

1 /2
1 /2

2 .
n

nC y K y  

Учитывая асимптотику функции Макдональда 

 1~ Γ( )   0,
2 2

,zK z z  

имеем 

 1 /2
1 /2 1 /2 1 /20

Γ 1 / 2
lim    

2y
y K y  

и 

 1 /2  .
2 Γ 1 / 2n nC  

Фундаментальным решением задачи Дирихле для уравнения (12) будет 
функция 

 

21 2

1 /2 2 2

 
, ,

2 Γ 1 / 2 | |  
n

y K x y
P x y

x y
 

поскольку она удовлетворяет условиям 1, 2* и 3, определяющим аппроксима-
тивную единицу. 

Переходя к пределу при ,  стремящемся к нулю, с учетом асимптотики 
функции Макдональда получаем фундаментальное решение (11) задачи Дирих-
ле для уравнения (9) 

 
1

0 /2 2 2

Γ( ) 1,  ,   .
Γ 1 / 2 2 | |n

y nP x y
x y

 

Заменяя в ,P x y  y  соотношением 
2

22  
2

m
y

m
 и  соотношением 2 ,

2
m

m
 

получаем фундаментальное решение задачи Дирихле для уравнения (3). 
Пример. Рассмотрим задачу Дирихле  

 10,   0,   ,xx yyu u y x  3/20 ,,u x x  ,  u x y  ограничена при .y  

Здесь 

 
3/2

3/2 ,  0;
0, 0.

x x
x

x
 

Эта функция имеет неинтегрируемую особенность в нуле, поэтому она порож-
дает сингулярную обобщенную функцию, действующую на основные функции 

x  по правилу [13] 
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 3/2
3/2

0

0
,     .

x
x x dx

x
 

Уравнение Лапласа получается из уравнения (3) при 1, 0, 0, 0,n m   
и фундаментальным решением задачи Дирихле для него будет ядро Пуассона 

 2 2,  .yP x y
x y

 

Решением задачи Дирихле является свертка 

 3/2, , .u x y x P x y  

Чтобы вычислить эту свертку, рассмотрим сначала задачу Дирихле с краевым 
условием 1/2 , 0 2  .u x x  Эта функция локально интегрируема и порождает 
регулярную обобщенную функцию, обобщенная производная которой равна 

3/2  x  [13]. Для функции 1/2 2 x  свертка с ядром Пуассона записывается инте-
гралом 

 
 

1/2 
2 2 2 2 2 20

2 2  2  ,    .
   

y ydtx P x y
t x t y x y x y x

 

Теперь, используя свойство дифференцирования свертки, находим 

 3/2 1/2 , ,   2  ,u x y x P x y x P x y
x

 

 
2 2 2 2

3/23/22 2 2 2

3 3
 .

2

y x x y x y

x y x y x
 

Для произвольной обобщенной функции в граничном условии задачи Дирихле, 
для которой существует свертка с фундаментальным решением задачи Дирихле, 
можно гарантировать только сходимость этой свертки к граничной функции 
при 0y  в слабом смысле, т. е. сходимость в .  Однако для такой функции 
существует обычный предел 

 3/20 0

1lim , 0  при   0  и lim ,   при   0.
y y

u x y x u x y x
x

 

Заключение. Для многомерного эллиптического уравнения в полупро-
странстве с параболическим вырождением на границе, являющегося обобщени-
ем уравнения Келдыша, найдено фундаментальное решение задачи Дирихле ме-
тодом подобия. Решение задачи Дирихле с произвольной граничной функцией 
записано в виде свертки этой функции с фундаментальным решением задачи 
Дирихле. 
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SIMILARITY METHOD IN CONSTRUCTING FUNDAMENTAL SOLUTION  
OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR EQUATION OF KELDYSH TYPE  
IN HALF-SPACE 
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Abstract Keywords 
The purpose of this research was to use the similarity 
method for the equation of Keldysh type, which is elliptic 
in half-space and degenerating on the boundary. As a 
result, we found a self-similar solution, which is the ap-
proximate identity in the class of integrable functions.  
It is a fundamental solution of the Dirichlet problem, i. e. 
the solution of the Dirichlet problem with the Dirac  

-function in the boundary condition. The solution of the 
Dirichlet problem with an arbitrary function in the boun-
dary condition can be written as the convolution of the 
function with the fundamental solution of the Dirichlet 
problem if the convolution exists. For a bounded and 
piecewise continuous boundary function the convolution 
exists and is written in the form of an integral, which gives 
the classical solution of the Dirichlet problem, and is a 
generalization of the Poisson integral for the Laplace equa-
tion. If the boundary function is a generalized function, the 
convolution is a generalized solution of the Dirichlet prob-
lem 

Equation of Keldysh type, Dirichlet 
problem, similarity method, self-
similar solution, approximate identity, 
generalized functions 
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