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Аннотация Ключевые слова 
Изложена методика обработки экспериментальных 
данных, полученных в виде динамического сигнала. При 
выполнении работ по созданию в МГТУ им. Н.Э. Баума-
на особо прецизионного механообрабатывающего обо-
рудования для изучения закономерности вибрационных 
процессов возникла необходимость разработки новой 
эффективной методики обработки результатов вибра-
ционных измерений. Показаны основные положения 
указанной методики, в основе которой лежат алгоритмы 
метода Прони, и возможности ее использования в обла-
сти медицины. При этом приведены исходные данные, 
полученные в виде динамических сигналов при иссле-
довании здоровой почки и почки, имеющей патологиче-
ские изменения, а также результаты модального анализа 
форм частотных декомпозиций этих сигналов на основе 
метода Прони 
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Введение. Традиционные методы анализа физически реализованных сигналов и 
временных рядов, порождаемых сложными (полимодальными) динамическими 
системами, в основном базируются на различных вариантах спектрально-
корреляционных методов [1−4]. При этом вследствие статистического подхода 
к анализу сигналов динамическая сущность порождающих их процессов, как 
правило, уходит на второй план. Только динамический подход к анализу слож-
ных систем, характерный для современной нелинейной динамики систем, поз-
воляет рассматривать анализ сигналов как процесс идентификации динамиче-
ских систем по результатам анализа экспериментальных данных [5, 6]. 
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При создании в МГТУ им. Н.Э. Баумана особо прецизионного механообраба-
тывающего оборудования для изучения закономерности вибрационных процес-
сов, происходящих в станке при резании и существенно влияющих на точность 
обрабатываемых деталей, возникла необходимость разработки новой эффектив-
ной методики обработки результатов вибрационных измерений. Поскольку мето-
дика использует общие подходы к анализу любых вибрационных процессов, было 
решено опробовать основные положения указанной методики и ее возможности в 
области медицины. 

Предпосылки решения задачи. Важная особенность поведения сложных 
динамических систем — существенная нестационарность вплоть до хаотично-
сти порождаемых ими сигналов. Традиционный спектральный анализ на базе 
быстрого преобразования Фурье (БПФ) не эффективен для нестационарных 
сигналов с временным масштабом нестационарности, много меньшим продол-
жительности реализации, предназначенной для анализа. В основном это связа-
но с усреднением мощности флуктуаций при спектральном анализе по времени 
наблюдения сигнала. Очевидным вариантом применения БПФ к анализу неста-
ционарных сигналов является разбиение реализации на отдельные короткие, но 
одинаковой длины участки с последующим применением алгоритма БПФ к 
каждому из них. Этот прием широко известен в практике анализа сигналов как 
БПФ на коротких реализациях (Short Time Fast Fourier Transform, STFFT). 

Наиболее известными вариантами частотно-временного анализа высокого 
разрешения являются наиболее ранний анализ со скользящим гауссовым окном 
(окно Габора) [7] и наиболее развитый и эффективный вариант анализа этого 
типа — распределение Вигнера — Вилли (WVD). [8]. Применение алгоритмов 
анализа со скользящими окнами позволяет существенно увеличить разрешаю-
щую способность анализа во временной области при сохранении достаточно 
высокого разрешения в частотной области, однако сопряжено со значительным 
увеличением объема вычислений. Рассмотренные методы анализа широко при-
меняют при углубленном анализе сигналов в частотно-временной области, 
например при распознавании речи. 

Метод Прони — метод моделирования выборочных данных в виде линей-
ной комбинации экспоненциальных функций. В 1795 г. Г. Рише (барон де Про-
ни) [9, 10] пришел к выводу, что законы, определяющие расширение различных 
газов, могут быть представлены с помощью сумм затухающих экспонент. Для 
интерполяции данных он предложил метод, основанный на подгонке экспонен-
циальной модели к измеренным эквидистантным значениям и на последующем 
вычислении дополнительных значений за счет оценивания параметров этой 
экспоненциальной модели в промежуточных точках. 

Прони описал метод точной подгонки, основанный на использовании тако-
го большого числа полностью затухающих экспонент, сколько их необходимо 
для аппроксимации имеющихся N  точек данных. Современные варианты мето-
да Прони обобщены на модели, состоящие из затухающих синусоид. В них так-
же используют анализ методом наименьших квадратов для приближенной под-
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гонки экспоненциальной модели в тех случаях, когда число точек данных пре-
вышает их число, необходимое для подгонки с помощью предполагаемого числа 
экспоненциальных членов. Одна из модификаций современного метода Прони 
позволяет применять и чисто синусоидальную модель с незатухающими компо-
нентами. 

Исторически метод Прони — первый метод спектрального анализа времен-
ных рядов, но он не имеет непрерывного аналога. Его широкое использование 
откладывалось почти 200 лет вследствие отсутствия устойчивого с вычисли-
тельной точки зрения алгоритма, однако в настоящее время это один из самых 
популярных методов исследования временных рядов [9−11]. 

Реальная физическая система описывается нелинейной моделью с конеч-
ным числом степеней свободы и имеет несколько положений равновесия в этом 
пространстве [10]. Если в пространстве состояний нелинейная система совер-
шает даже хаотические колебания, то они могут быть представлены последова-
тельностями локальных орбит возле нескольких ее положений равновесия.  
В результате изменение переменных нелинейной системы во времени имеет 
гладкий колебательный характер только ограниченное число периодов, после 
которых с вероятностью единица происходит скачок, т. е. если и существует не-
которое глобальное колебательное изменение во времени конкретной нелиней-
ной системы, то, как правило, оно представляется только его частичными реа-
лизациями. Таким образом, для нелинейных систем, имеющих хаотическую ди-
намику, естественной является модель локально-переходных порождаемых ими 
временных рядов, т. е. сегменты ряда — не квазистационарные составляющие 
нестационарного временного процесса, а переходные, с неизменным знаком 
коэффициента главных модальных (спектральных) составляющих сегмента.  

Большинство сигналов, генерируемых сложными динамическими система-
ми, является полимодальными сигналами, поэтому их динамический анализ 
базируется на разработке процедур, позволяющих снижать модальность слож-
ного сигнала путем выделения наиболее существенных мод (физических), число 
которых определяет динамическую размерность процесса (модальная глубина 
модели). Основанием для такого подхода является теорема Такенса [5], которая 
утверждает, что путем правильного подбора размерности m и параметра за-
держки  можно получить (m + 1)-мерный фазовый образ, достаточно полно 
отражающий свойства истиной траектории динамической системы в фазовом 
пространстве. 

Результаты спектрального анализа можно полагать информативными, т. е. 
позволяющими осуществлять физическую интерпретацию. Оценка параметров 
нестационарного (экспоненциального) сигнала — одна из самых распростра-
ненных задач в различных областях техники. Это связано с тем, что отклик ли-
нейной системы на импульсное воздействие является суммой именно таких 
сигналов: оценив параметры сигналов на выходе системы, можно решить задачу 
идентификации системы и ее состояния. Использование в этих целях БПФ не 
всегда дает хорошие результаты, так как это преобразование изначально пред-
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назначено для оценки спектра сигнала, а не частоты и в классическом варианте 
не является статистически устойчивым. 

В отличие от спектрального анализа Фурье спектральный анализ Прони 
позволяет [9, 10]: 

1) выполнить без побочных эффектов спектральное оценивание сегментов 
временных рядов во временных окнах ограниченной продолжительности; 

2) использовать модель нестационарного временного ряда (например, воз-
растающего или убывающего во временном окне); 

3) определить собственный спектр частот и спектр модального демпфиро-
вания мод системы, проявившихся на данном сегменте временного ряда. 

В методе Прони [9] отсутствует ряд ограничений, свойственных БПФ. Так, в 
результате преобразования Фурье временных рядов, представляющих затухаю-
щие синусоиды вида cos(2 ),tAe ft  получают оценки трех параметров: 
фурье-амплитуду 1 2;A  фазу ;  частоту f  (с учетом диссипативных свойств), 
точность оценки которой зависит от величины .  

В методе Прони используется разложение сегментов временных рядов, в 
результате которого для временных зависимостей вида cos(2 )tAe ft  
определяются оценки всех четырех независимых параметров: , , , .A f  

Метод Прони позволяет аппроксимировать последовательность комплексных 
данных iy  моделью, состоящей из m  затухающих комплексных экспонент :iy  

 
1

exp 2 exp ,
m

n k k k k
k

y A j f tn j tn  1, ,n N  (1) 

где kA  — амплитуда; kf  — частота; k  — начальная фаза; k  — коэффициент 
затухания; t — период дискретизации сигнала; n  — номер отсчета; N  — чис-
ло отсчетов сигнала. 

Для работы с реальными сигналами используют метод наименьших квадра-
тов (МНК) Прони, который обладает следующими преимуществами по сравне-
нию с исходным методом [9, 10, 12]: 

– число комплексных экспонент m  (модальная глубина модели) в выражении 
(1) меньше или равно половине отсчетов в сигнале ( / 2m N ); 

– погрешности аппроксимации минимальны при соответствующем выборе 
.optm m  

Программа SAProny. В программе реализован алгоритм, соответствующий 
МНК Прони, который вложен в оптимизационный цикл по модальной глубине 
модели ( ),optm  где в качестве целевой функции использована относительная по-
грешность аппроксимации (невязки) временного ряда. Предусмотрена возмож-
ность применения нескольких аппроксимационных моделей: полная модель коле-
баний по Булгакову [12]; сумма затухающих синусоид; сумма экспонент; сумма 
синусоид. Минимизирована относительная невязка по количеству мод, а внутри 
цикла определены оценки модальных параметров по несколько модифицирован-
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ному алгоритму Прони и по методике, изложенной в работе [9]. Реализована ин-
терактивная технология прони-анализа сигнала с использованием спектра Фурье. 
Программа работает в двух режимах: 1) «Аппроксимация»; 2) «Идентификация».  
В режиме «Аппроксимация» исходя из минимума относительной невязки подби-
рается соответствующее число мод ( 500)m  сигнала без разделения на «физиче-
ские» и «математические». Результаты поиска оценок модальных параметров 
отображаются в виде диаграмм стабилизации по собственным частотам, модаль-
ным коэффициентам демпфирования, амплитудам и фазам, а также представля-
ются в виде спектров на частотной оси. В режиме «Идентификация» осуществля-
ется автоматическая и интерактивная модальная фильтрация сигнала в целях  
выявления «физических» мод системы − источника сигнала. В двух режимах есть 
возможность осуществления модальной декомпозиции сигнала по заданным  
частотным диапазонам с получением соответствующих энергетических спектров. 
Это также позволяет использовать информацию о формах сигнала в выбранных 
частотных диапазонах для диагностики [12]. 

В качестве примера частотно-временного бимедицинского сигнала исполь-
зованы сигналы, полученные на медицинском диагностическом комплексе, ко-
торый включает в себя модуль обработки сигналов крайне высокочастотного 
излучения (излучения КВЧ-диапазона). Комплекс применяется в клинике Мос-
ковского института кибернетической медицины. Принцип его работы основан 
на идее использования информационных свойств радиоизлучения миллимет-
рового диапазона, испускаемого организмом человека и содержащего полезную 
диагностическую информацию. Эта идея базируется на исследованиях, прово-
дившихся под руководством академика Н.Д. Девяткова в Институте радиоэлек-
троники РАН начиная с 1980 г., по выявлению роли миллиметровых волн в 
процессах жизнедеятельности и исследованию механизма генерации клетками 
организма и их агломераций КВЧ-сигналов [14]. По результатам этих исследо-
ваний сформулированы обоснованные предположения об источнике и характе-
ре диагностической информации, содержащейся в КВЧ-излучении, которую 
можно зафиксировать на поверхности тела человека [15]:  

– первичный источник диагностической информации (низкочастотные элек-
тромагнитные процессы, продуцируемые в процессе функционирования тканей и 
органов, модулирующие КВЧ-излучения клеток поверхности тела); 

– спектр электромагнитных колебаний во всем возможном частотном диапа-
зоне, изменяющийся в зависимости от функционального состояния органа. 

– патологические изменения в клетках, провоцирующие появление электро-
магнитных волн с характеристиками, отличными от характеристик электромагнит-
ных волн от здоровых клеток; 

– возможные изменения спектров электромагнитных колебаний, которые 
можно использовать для целей диагностики. 

Результаты обработки сигналов, полученных при исследовании левой поч-
ки пациента, когда состояние органа было признано удовлетворительным 
(«норма»), и при выявленной «патологии» приведены на рис. 1 и 2. 
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Рис. 1. Исходный сигнал и выделенный сегмент для обработки (а), модальная деком-
позиция сигнала (показаны четыре кластера в диапазонах (0,0,01), (0,01,0,02), (0,02,0,03), 
(0,03,0,04) Гц (б) при исследовании левой почки пациента («норма»), зависимость 
относительной погрешности аппроксимации от степени сложности (числа мод) аппро- 
                                                              ксимационной модели (в) 
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Рис. 2. Исходный сигнал и выделенный сегмент для обработки (а), модальная деком-
позиция сигнала (показаны четыре кластера в диапазонах (0,0,01), (0,01,0,02), (0,02,0,03),  
              (0,03,0,04) Гц (б) при исследовании левой почки пациента («патология») 

 
Заключение. Сравнительный анализ форм сигналов в диапазонах (0,0,01) и 

(0,02,0,03) Гц указывает на возможность формирования диагностических при-
знаков. Следует отметить, что частотные диапазоны для кластеров были выбра-
ны так, чтобы оценить чувствительность метода. При участии специалистов 
кластеры могут получить биофизическое толкование. 
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Abstract Keywords 
The paper is concerned with the method of processing 
experimental data obtained in the form of a dynamic 
signal. While performing the work in Bauman Moscow 
State Technical University on making special precision 
machining equipment to research the vibratory processes 
occurring in the machine tool during cutting and 
significantly influence the accuracy of the machined 
parts, there was a need to find new and effective method 
of processing the vibration measurements. The results of 
the spectral analysis can be considered informative, i. e. 
they allow for a physical interpretation. To evaluate non-
stationary exponential signal parameters is one of the 
most common problems in various fields of technology. 
This is due to the fact that the response of a linear system 
to the impulse action is the sum of such signals. By 
estimating the parameters of the signals on the output 
system we can solve the task of identifying the system and 
its state. Using Fourier transform does not always give 
good results because it was originally intended for 
estimating the signal spectrum rather than frequency and 
is not statistically stable in classical variant. The article 
describes fundamentals of the developed method that is 
based on algorithms of the Prony's method and 
possibilities of its usage in medicine. There is initial data 
obtained in the form of dynamic signals in the study of a 
healthy kidney and a kidney having pathological changes. 
The study gives the results of a modal analysis in the 
forms of frequency decompositions of these signals based 
on the Prony's method 

Dynamic process, frequency decompo-
sition of the signal, the Prony's me-
thod, diagnostic features 
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