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Введение. Задача подсчета числа слов с некоторой характеристикой широко 
исследована в дискретной математике и теории вероятности. Рассмотрены,  
в частности, характеристика наличия в последовательности серии символов 
(повторения символа некоторое число раз), а также число таких серий. Этой 
проблеме посвящены, например, работы [1–3]. Следует отметить, что в указан-
ных работах для подсчета числа слов использованы производящие функции. 

Отдельный интерес представляет подсчет числа слов в регулярном языке,  
т. е. в языке, порожденном некоторым конечным автоматом. Способ нахожде-
ния числа слов заданной длины по матрице автомата изложен в работе [4]. В 
частности, описание функций, которые могут служить функциями роста числа 
слов данной длины, дано в работе [5]; показано, что регулярный язык может 
иметь в качестве функции числа слов длиной n любой неотрицательный цело-
численный полином. 

В предложенной работе исследована функция числа слов заданного состава. 
Таким образом, функция числа слов заданной длины может быть получена из 
функции числа слов данного состава. 

С одной стороны, исследование опирается на построение регулярного языка 
из простейших языков с помощью операций. Получены оценки того, как меняет-
ся функция числа слов заданного состава при применении операции над языка-
ми. С другой стороны, использовано графовое представление регулярного языка. 
Введено понятие эквивалентности для исследуемых функций числа слов, показа-
но, как соотносятся классы эквивалентности сильно связных компонент графа. 
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Постановка задачи. Краткое описание результатов. Будем рассматривать 
языки в алфавите 1={ , ..., };NA    пустое слово обозначим через .  Язык L  за-
дается либо явным списком (упорядоченным каким-либо образом) входящих в 
него слов, либо регулярным выражением, либо ориентированным графом (ав-
томатом). (Необходимые сведения о формальных языках можно почерпнуть из 
работ [6–8]). Для любого слова L  рассмотрим две простейшие характери-
стики: 1) длину слова | |;  2) состав слова — так назовем вектор 1( , ... , ),Nm m   
в котором координата im  — число вхождений буквы i  в слово .  Соответ-
ственно, введем две числовые функции: функцию ( )L n  — число слов длиной n  
и функцию 1( , ..., )L Nm m  — число слов состава 1( , ..., )Nm m  в языке .L  Цель 
настоящей работы — изучение этих двух функций и, в частности, асимптотик 
при больших значениях аргументов. 

Для изучения величин 1( , ... , )L Nm m  используем производящую функцию 
(точнее, формальный ряд) ( ) = ( ) ,m

L L
m

x m x   где 1( , ..., ) = ,Nx x x 1( , ..., ) =Nm m

1
1, , = .mm mNi Nm m Z x x x    Введем также аналогичный ряд

=0
( ) = ( ) ,n

L L
n

t n t


   

.n Z  Назовем эти ряды - и -рядом; коэффициенты этих рядов назовем - и  
-коэффициентами. 

Если в ряде ( ), ,N
L x x R   отождествить все переменные (т. е. принять 

=ix t  для всех ),i  то получится ( ).L t  Если язык задан явным списком входя-
щих в него слов (упорядоченных каким-либо образом), то для получения  
-ряда достаточно в каждом слове провести замену i ix   и соединить полу-
ченные одночлены знаком суммирования. 

Далее определим простые оценки указанных функций для языков, полученных 
из некоторых языков с помощью операций объединения, конкатенации, итерации. 
Затем изучим -ряды для языков, порожденных автоматами; в частности, здесь 
отметим роль сильно связных автоматов. Приведем пример вычисления асимпто-
тики -коэффициентов для языка в алфавите, состоящем из двух букв. 

Ряды 1( , ..., )L Nx x  и ( )L t  для языков, заданных регулярным выраже-
нием. Будем записывать регулярные выражения так, как это сделано в работе [6]. 
Таким образом, регулярное выражение содержит алфавитные буквы, символ пу-
стого слова, символ итерации, знаки сложения, умножения и скобки. Зафиксиру-
ем биекцию между алфавитом A  и набором переменных 1{ , ..., }, .N i ix x x   
Пусть дано регулярное выражение R  в алфавите 1={ , ..., }.NA    Построим по 
нему алгебраическое выражение с переменными ix  посредством следующих  
замен. Каждую букву i A   заменим буквой ,ix  символ пустого слова — едини-
цей 1, итерацию *

=0( ) = ( )i
i
   — выражением 1(1 )  (здесь используем фор-

мулу для «суммы геометрической прогрессии», полагая   «малой величиной»). 
Переменные ix  считаются коммутирующими, что позволяет преобразовать по-
лученное выражение согласно обычным правилам. В результате приходим к вы-
ражению, которое обозначим через ( ).A R  
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Поясним, как связаны выражение ( )A R  и  -ряд 1( ,..., ).L Nx x  Регулярное 
выражение позволяет перечислить язык ,L  т. е. построить последовательность 
слов, в которой содержатся все слова языка — возможно, с повторениями. Для 
получения такой последовательности следует выполнить действия над языками, 
диктуемые данным регулярным выражением. Если в этой последовательности 
нет повторяющихся слов, то выражение ( )A R  совпадает с  -рядом (с точно-
стью до порядка слагаемых). В противном случае, выражение ( )A R  и -ряд не 
совпадают. 

Так, возьмем язык ,L  заданный регулярным выражением 1 2 1= ( )R      
2( ).    С одной стороны, имеем 1 1 2 1 2 2= { , , },L        отсюда 1 2( , ) =x x  

1 2 1 1 2 2.x x x x x x    С другой стороны, 1 2 1 2 1 2 1( ) =( )(1 ) = 2A R x x x x x x x      
1 2 2.x x x  Следовательно, 1 2( , )L x x  и ( )A R  не совпадают. 
Операции над языками и формальные ряды. Введем следующие термины. 

Назовем язык L  кодовым, если равенство 1 1=r s      возможно только 
при = , = .i ir s    Это условие выполняется, если ни одно слово языка не явля-
ется началом другого слова. 

Аналогично определим кодовую цепочку языков 1, ... , rL L  (здесь необходи-
мо полагать, что ,i i iL   ). 

Отметим некоторые простые свойства введенных рядов: 
а) если языки 1, ... , rL L  попарно не пересекаются, то ...1 =L Lr  1 ... ;L Lr    
б) если цепочка языков 1, ... , rL L  является кодовой, то 1 1= ;L L L Lr r     
в) если язык L  — кодовый, то 1

* = (1 ) .LL
   

Здесь не будем останавливаться на доказательствах этих свойств, ибо они доста-
точно просты. 

Применим изложенные простые соображения для получения оценок вели-
чин ( )L n  и 1( , ..., ).L Nm m  

Будем выражать оценки указанных величин через соответствующие фор-
мальные ряды. Далее обозначим через x  и m   наборы переменных 1( , ..., )Nx x  и 

1( ,..., ).Nm m  Имея формальные ряды 1
1= , =1,2,Nmms s

Nm
m

a x x s  


  запишем 

1 2,   если каждый коэффициент первого ряда не превосходит соответству-
ющего коэффициента второго ряда. Имея ряды , 1 ,j j M    определяем ряд 
max ,j

j   взяв в качестве его коэффициентов максимум соответствующих ко-
эффициентов данных рядов. 

Теперь обратимся к неравенствам для рядов. 
В следующей лемме использован линейный оператор ,pD  действующий на 

функцию 1
1

mm N
Nx x  следующим образом:  

 1 1
1 11

1

1( ) = ,m mm mp N N
N Np

n
D x x x x

C 


    

где 1= .Nn m m    
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Для простоты ограничимся случаем, когда рассматриваемые в лемме языки 
,iL L   не содержат пустого слова .  

Лемма 1. Справедливы неравенства 

 
11 =1

max ( ) ( ) ( );
p

L L L Li p ii p i
x x x 

 
         (1) 

 =1
1

( )
( );

p
Li

i
L Lp

x
x

p  


 





   (2) 

 
1

=1 =1
( ) ( ) ( );

p p
p

L L L Li p i
i i

D x x x        (3) 

 *
1 1( ) .

1 ( / 2) 1 ( )L
L L

x
x x

 
 


 

  (4) 

◀ Неравенства (1) и (2) очевидны. Рассмотрим неравенство (3) при условии 
.L  Слова состава ,m   входящие в множество 1 ,pL L  получаются следую-

щим образом. Сначала рассматриваются всевозможные наборы векторов ,km   
сумма которых есть ,m  и для каждого такого вектора составляются конкатена-
ции слов состава ,km  взятых (последовательно) из языков .kL  Затем из полу-
ченного набора слов выделяются наборы одинаковых слов, такой набор заменя-
ется одним словом, взятым из него. Первый из этих шагов приводит к оценке 
сверху в неравенстве (3). Для получения оценки снизу необходимо учесть, 
сколько раз можно получить одно и то же слово как конкатенации слов из язы-
ков .iL  Это число не превосходит числа способов разделить последователь-
ность длиной 1 2= ... Nn m m m    на p  непустых частей. Решая комбинаторную 
задачу, получаем, что это число есть 1

1 .p
nC 
  Неравенство (3) доказано. 

Докажем неравенство (4). По определению итерации, * =L L   
2 iL L      Тогда из неравенств (1) и (3) следует, что * ( )L x   

2 11 ( ) ( ) ... = .
1 ( )L L

L
x x

x
   


 


 Причем эта оценка точна для кодовых язы-

ков. Оценка сверху доказана. 
Оценка снизу получается из следующего наблюдения. 
Возьмем слово 1= r    из языка * ,L  состав которого можно представить в 

виде 1 1
=1

( , ..., ) = ( , ..., ),
r

i i
N N

i
m m m m  где im  — состав слова .i  Взяв конкатенации 

1... r   таких слов, получаем 1
=1

( , ..., )
r

i i
L N

i
m m  слов (сумма распространяется на 

все целые неотрицательные im ). Среди таких слов могут быть совпадающие. Ясно, 



Р.С. Исмагилов, А.А. Мастихина, Л.Е. Филиппова 

8  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 4 

что число различных слов не меньше, чем 
1

1
1

,..., =1

1 ( , ..., ),
2 N

N

r
i i

L Nm m
m m i

m m
 

 
 так 

как слово состава 1( ,..., )Nm m  имеет длину 1 ... ,Nm m   поэтому его можно раз-
бить на части ...12m mN   способами. Это дает оценку снизу в неравенстве (4). ▶ 

Следствие. Справедливо неравенство 

 *
1 1( ) .

1 ( / 2) 1 ( )L
L L

x
x x

 
 

 

До сих пор речь шла о рядах для рассматриваемых языков. Теперь обратим-
ся к их коэффициентам. Здесь ограничимся величинами * ( ),L n  полагая язык 
L  кодовым. Отметим, что эти величины являются коэффициентами ряда 

1(1 ( )) .L x   Таким образом, для их вычисления следует найти n -производную 
последней функции 1(1 ( ))L x   для любого ,n  для чего используем формулу 
Фаа ди Бруно [9] для производной сложной функции: 

 1
( )

( ... )

, ..., 1 =11

! ( )( ( ( ))) = ( ( )) ,
! ! !

n

mjn jn
m m

n
m m n jn

d n f xg f x g f x
dx m m j

   
 
 

 
 

где 1 21 2 ... = .nm m n m n       

В рассматриваемом случае 1( ) = , ( ) = ( ).
1 Lg x f x x

x



 Применим формулу 

Фаа ди Бруно: 

 
 

1 ( )...
1

...1,..., 1 =11

(1 )! ( 1) ( ... )!( ( ( ))) = .
! ! !1

n
m ji jn m m n in

m mn nim m n jn i

a xd n m mg f x
dx m m ja x

 

 

   
 

  

 


 

Полагая = 0,x  получаем 

 
1 ...

1

,... , =111= 0

!( 1) ( ... )!( ( ( ))) = ( ( )) =
! !

nn m m n mn j
Ln

m m jnnx

d n m mg f x j
dx m m

   
 

 

 1
*

,..., 1 =11

!( ... )!= ( ( )) = ! ( ).
! !

n mn j
L L

m m n jn

n m m j n n
m m
 

 


   

Таким образом, 

 1
*

,..., =111

( ... )!( ) = ( ( )) .
! !

n mn j
LL

m m jnn

m mn j
m m
 

  
 

Язык, заданный автоматом. Почти-детерминированный автомат. Рас-
смотрим ориентированный граф, на каждом ребре которого написана буква  
алфавита. Полагаем, что в графе допустимы петли и кратные ребра (обычно 
определяется как псевдограф). 
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Перенумеровав вершины числами 1, ..., ,n  рассмотрим матрицу = ( ),ikA a  
где ika  — буква алфавита, стоящая на ребре ( , );i k  = 0,ika  если отсутствует реб-
ро из i  в .k  Возьмем вершины ,u v  и рассмотрим язык ( , ),L u v  состоящий из 
слов, прочитываемых на всевозможных путях, которые ведут из вершины u   
в вершину .v  Матрица, составленная из языков ( , ),L u v  — это * = ...A E A    
(Е — единичная матрица). Цель — получить -ряд для каждого языка ( , );L u v  
матрицу, составленную из этих рядов, назовем матричным  -рядом (аналогич-
но определяется матричный -ряд). Опишем эти ряды для графов со следую-
щим свойством: для любой вершины буквы на исходящих из нее ребрах попар-
но различны. Назовем такой граф почти-детерминированным. 

Такие графы обладают следующим свойством: на двух разных путях, веду-
щих из вершины u  в вершину ,v  прочитываются разные слова. Таким образом, 
если взять все пути из u  в v  и для каждого пути записать прочитывемое на 
этом пути слово, то получим все слова языка ( , ),L u v  выписанные по одному 
разу. Следовательно, для получения матричного  -ряда достаточно взять в 
формуле * = ...A E A   коммутирующие переменные ix  вместо букв алфавита 

i  и преобразовать полученное выражение по обычным правилам преобразо-
вания многочленов и формальных рядов. 

С учетом изложенного выше, матричный -ряд получается разложением в 
ряд функции 1( ) .E A   

Далее, для каждого языка ( , )L u v  величина ( )L n  (число слов длиной n) 
имеет два описания. Во-первых, это число путей длиной ,n  ведущих из верши-
ны u  в вершину .v  Во-вторых, это матричный элемент матрицы 1 ,nA  стоящий 
на позициии ( , ),u v  где 1A  — матрица графа. Для матрицы «общего положения» 
(все корни характеристического уравнения действительны) имеем асимптоти-
ческое соотношение ( ) ,n

L n c   где   — наибольший из модулей собственных 
значений матрицы , = const .A c  

Роль сильно связных графов. Напомним, что ориентированный граф 
=( , )G V E  называется сильно связным, если для любых его вершин ,u v  суще-

ствует путь ,u v  а также путь .v u  Выразим языки ( , ), , ,L u v u v V  через 
языки, связанные с сильно связными компонентами графа. Это позволит выра-
зить - и -ряды для языков ( , )L u v  через аналогичные ряды для сильно связ-
ных компонент указанных графов. 

Пусть =( , )G V E  — конденсация графа ;G  это граф, вершины которого — 
сильно связные компоненты графа .G  Обозначим их через ( ), ( ), ...V V   Со-
гласно определению конденсации графа, имеем ребро, идущее от компоненты 

( )V   к компоненте ( ),V   если в исходном графе существует ребро, начало ко-
торого лежит в компоненте ( ),V   а конец — в компоненте ( );V   назовем это 
ребро мостом из ( )V   в ( ).V   Поскольку допустимы кратные ребра, одному 
мосту в исходном графе может соответствовать несколько ребер. Имеем есте-



Р.С. Исмагилов, А.А. Мастихина, Л.Е. Филиппова 

10  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2017. № 4 

ственное отображение ,V V  которое порождает отображение, переводящее 
любой путь в G  в путь в .G  

Теперь опишем язык ( , ).L u v  Возьмем в = ( , )G V E  любой путь из u  в .v  
Пусть этот путь имеет вид 1 1( ) ... ( ), ( ), ( ).r rV V u V v V         Выберем мо-
сты ( , ),i ix y  ведущие из 1( )iV   в ( ).iV   Возникают языки 1( , )i iL y x , а мост 
( , )i ix y  порождает язык, состоящий из одного однобуквенного слова (это буква 
алфавита, написанная на этом ребре). При упомянутом выше отображении ука-
занный путь в =( , )G V E  порождает путь в = ( , ),G V E  ведущий из вершины 

1 =y u  в вершину 1 = ,rx v  а этот путь дает слово. Множество таких слов и есть 
язык ( , ).L u v  Видим, что язык представляет собой объединение конкатенаций 
языков вида 1 2 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),i i i i r rL y x L x y L y x L x y L y x    каждый из кото-
рых определяется цепочкой мостов ( , ),i ix y  ведущих из u  в .v  

Следовательно, ( , )L u v  — объединение языков, каждый из которых пред-
ставляет собой конкатенацию языков, заданных сильно связными компонента-
ми ( ), ( ), ...,V V   и однобуквенных языков, заданных мостами. Этот способ вы-
вода регулярного выражения для языка, заданного автоматом, нередко приво-
дит к цели быстрее, чем обычно употребляемый метод Макнотона — Ямады. 

Наконец, приходим к следующему выводу: -ряд для ( , )L u v  можно оценить 
через аналогичные -ряды, составленные для сильно связных компонент графа.  
В некоторых случаях можно получить точные выражения (вместо оценок). 

Пример. Граф 

 =( , ), = {1,2,3, 4}, = {1 2,2 1,3 4, 4 3,3 3,1 3,2 4}.G V E V E         

На ребрах написаны (последовательно) бук-
вы , , , , , , .a b a b a a b  Начальная вершина — 1, 
заключительная — 4 (рисунок). Связные компо-
ненты — 1 =(1,2)V  и 2 =(3, 4).V  Имеем два моста 
1 3  и 2 4,  связывающих компоненты. 
Найдем, например, 14 ,L  применим описанное 
выше представление языка через языки, связан-
ные со связными компонентами.  Получаем 

14 11 34 12 44= .L L aL L bL  Далее  

 
* * * * *

11 34 12
* * * * * *

44 14

= ( ) , = ( ) , = ( ) ,
= ( ) , = ( ) ( )( ) .

L ba L a b aa b L ba b
L aa b L ab a aa b baa

 

Откуда следует, что -ряд получается разложением функции 
( ) .

(1 )(1 )
b a b ba
ba a ba
 

  
 

Работа с классами эквивалентности формальных рядов. Рассмотрим еще 
одну характеристику языков, заданных графами, которая родственна с -рядами. 

Граф 
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Предварительно введем некоторые отношения между формальными ряда- 
ми, используя отношение неравенства между рядами. Возьмем формальные ря-
ды ( ) = ( ) , ( ) = ( ) ,m mA x a m x B x b m x   1 1=( , ..., ), =( , ..., ).N Nx x x m m m  Запишем

( ) ( )A x B x  (отношение эквивалентности), если существуют такие полиномы 
1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( ),x x x x      что 1 2( ) ( ) ( ) ( )A x x B x x     и 1 2( ) ( ) ( ) ( ).B x x A x x      

Класс эквивалентности, содержащий ряд ( ) = ( ) ,mA x a m x  обозначим через .A  
Произведение классов ,A B   определим как класс, содержащий ряд .AB  Это 
определение корректно, ибо, как легко убедиться, из соотношений 1 1( ) ( )A x B x  
и 2 2( ) ( )A x B x  вытекает соотношение 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ).A x A x B x B x  Однако опреде-
лить аналогичным образом сумму двух классов невозможно; определим сумму 
формально (записывая два класса со знаками «+» между ними). Другими слова-
ми, образуем свободную абелеву группу, образованную классами. 

Рассмотрим любой связный граф ,G  возьмем в нем такие вершины u, v что 
вершина v достижима из u. Рассмотрим язык ( , ),L u v  его -ряд ( , )( )u v x  и класс 
эквивалентности ( , )u v  этого ряда. Итак, любой паре ,u v  поставлен в соответ-
ствие класс эквивалентности. Это и есть обещанная характеристика языка, за-
данного графом. 

Теорема 1. Если граф G  сильно связный, то все ряды ( , )( )u v x  попарно эк-
вивалентны. 

◀ Возьмем две пары вершин 1 1,u v  и 2 2,u v  и слова , ,   прочитываемые на 
фиксированных путях, ведущих из 1u  в 2u  из 2v  в 1v  соответственно. Ясно, что 
язык 1 1u vL  содержит в себе язык 2 2 .u vL   Откуда 2 2 1 1( ) ;u v u vL     следователь-
но, взяв мономы 1 2= , = ,m m    получаем 2 2 1 11 , 2 , .u v u vm m   Аналогично 
находим такие мономы 1 2, ,m m   что 1 1 2 21 , 2 , .u v u vm m    Итак, 1 2 2, ,1 .u v u v  ▶ 

Следовательно, для сильно связного графа G  определен класс эквивалент-
ных рядов. Обозначим этот класс через .G  

Рассмотрим граф ,G  в котором возьмем вершины ,u v  (вершина v  дости-
жима из ).u  Для любого пути   в конденсации графа получаем формальную 
сумму классов ,  относящихся к компонентам, которые встречаются на этом 
пути. 

Теорема 2. Справедливо равенство ( , ) = .G
u v




    

◀ Для доказательства отметим, что можем выразить -ряд для графа G  че-
рез -ряды, составленные для сильно связных компонент графа ,G  и слагаемые, 
порожденные мостами. Можем отбросить эти слагаемые, что не меняет класса 
эквивалентности ряда. Откуда вытекает утверждение теоремы. ▶ 

Пример вычисления асимптотики -коэффициентов. Вычисление асимп-
тотики величины 1( , ..., )L Nm m  (напомним, что это число слов данного языка ,L  
в которые буква i  входит im  раз) — достаточно нетривиальная задача. Ограни-
чимся алфавитом { , }a b  и языком 2 2=( ).L a b ab   Этот язык — кодовый. 
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Найдем коэффициенты ряда * .L  Известно, что указанные -коэффициенты  
возникают как коэффициенты разложения в степенной ряд функции 

2 2 1(1 ) .a b ab     Имеем  

 2 2 1 2 2

, ,

( )!(1 ) = ,
! ! !

i k j k

i j k

i j ka b ab a b
i j k

   
     

отсюда получаются искомые коэффициенты ( , )m n  при одночленах .m na b   
Ясно, ,m n  числа одинаковой четности. Рассмотрим сначала случай четных чисел 

, ;m n  при этом легко получается равенство 
( )!(2 , 2 ) = .

( )!( )!(2 )!
m nm n

m k n k k



 

    

Найдем асимптотику этой величины при , ,m n изучим случай .m n  
Преобразуем выражение (2 ,2 )m n  следующим образом (в этом месте за-

меним формулы словесным описанием): 
а) заменим все факториалы величинами, которые возникают из формулы 

Стирлинга (см. работу [10], главу 3); 
б) заменим суммирование по целочисленной переменной k  интегрирова-

нием по переменной [0, );k   
в) выполним замены = , = .k mt n m  
Разумеется, следует доказать, что при переходе от суммирования к интегри-

рованию погрешность пренебрежима. Необходимые для этого оценки можно 
найти в главе 3 работы [11], здесь эту проверку рассматривать не будем. В ре-
зультате получим следующее:  

 
1

0

1 1(2 , 2 ) ( ( )) ,
2 (1 )( )

mm n w t dt
m t t




    

где 1 1 2( ) =(1 ) (1 ) ( ) (2 ) .t t tw t t t t        
Находим асимптотику интеграла методом Лапласа, полагая, что .m  

Элементарное изложение метода Лапласа содержится в главе 2 работы [12]. 
Напомним, что этот метод рекомендует следующий способ оценки интеграла, 
зависящего от параметра. 

Пусть ( ), ( ), [ , ]u t v t t a b  — гладкие функции и 0 ( , ),t a b  точка максимума 
функции  v. Тогда  

 0 0
0[ , ]

2( )exp( ( )) ( )exp( ( )) , .
( )a b

u t mv t dt u t mv t m
mv t

  
   

В рассматриваемом случае ( ) = ( 1) ln(1 ) ( ) ln( ) 2 ln(2 ),v t t t t t t t         
( ) = exp( ( )),w t v t  и максимум функции ( )v t  достигается в точке 0 =t  

2( 1 14 1) 6.        В результате получаем  

 3/2(2 , 2 ) ,mm n Cm D   
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где  

 
1/2

0

0

(1 )= ;
(2 2) 4

tC
t

 
    

 1 1 2
0=(1 ) ( ) / 4 , , = / , .D t m n n m m        

Это асимтотическое соотношение выполняется равномерно при 
0 0( , )    для фиксированных 0 0, ,   удовлетворяющих условию 0 01< < .   

В случае нечетных чисел m, n требуются некоторые изменения в вычисле-
ниях, но асимптотика оказывается такой же. 

Заключение. Задача нахождения асимптотики функций числа слов задан-
ного состава достаточно трудоемка. При наложении некоторого ограничения на 
множество (регулярность языка) и сведении к более удобным случаям (кодовые 
языки) можно находить оценки для искомой функции, в том числе, и точные. 
Предложен метод получения таких оценок и введен аппарат, который может 
быть использован в дальнейших исследованиях. Следует отметить, что в каче-
стве следствий для утверждений о числе слов заданного состава получаются 
утверждения о числе слов заданной длины, которые можно сравнить с резуль-
татами, полученными ранее. 
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