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Аннотация Ключевые слова 
Получена точная оценка меры Лебега множества нулей 
полиномов произвольно большого порядка с ненуле-
выми коэффициентами по обобщенной системе Хаара 
для случая ограниченной последовательности пара-
метров, определяющих данную систему. Аналогичные 
вопросы исследованы для случая неограниченной 
последовательности параметров обобщенной системы 
Хаара. В последнем случае показано, что всегда найдет-
ся полином, мера Лебега множества нулей которого 
сколь угодно мало отличается от единицы 
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Введение. Мультипликативные системы и системы, тесно с ними связанные, 
продолжают привлекать внимание и математиков, и инженеров. К таким систе-
мам относятся ортонормированные системы типа Хаара, частным случаем ко-
торых является классическая система Хаара [1, 2]. 

В последние годы при фильтрации, предварительной обработке и синтезе 
различных сигналов, решении задач сжатия, обработки и склейки изображений 
находят широкое применение вейвлеты [3–5]. В качестве материнского вейвлета 
нередко используют вейвлет Хаара [6, 7]. Функции Хаара являются старейшими 
представителями вейвлет-функций, известными с 1910 г. 

Системы функций Хаара и им подобные применяют в самых различных  
областях науки и техники при решении широкого классса теоретических и при-
кладных задач [8]. В настоящей работе рассмотрены некоторые свойства поли-
номов по системам { },npχ  впервые введенных Н.Я. Виленкиным [9, 10] для  
последовательностей простых и ограниченных в совокупности чисел .np   
Основные свойства этих систем для произвольных натуральных чисел 1np ≠  
также изучены в работах [11–17]. Вопросы исследования обобщенных систем 
Хаара актуальны и в настоящее время [18–22]. 

Определения и постановка задачи. Пусть { }np  — последовательность нату-
ральных чисел,  таких,  что  2,np ≥  .n∈   Примем 1= ,n nm p p  1,n ≥  0 =1.m  
Тогда для любой точки [0, 1]\ ,t Q∈  где { }= / ,nQ l m  0 ,nl m≤ ≤  ,l∈ ,n∈  суще-
ствует единственное разложение  

 
∞

=1

( )= k

k k

j tt
m

  (1) 

с условием 0 ( ) 1,k kj t p≤ ≤ −  ( ) ,kj t ∈  .k∈  
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Любое целое число 2m ≥  единственным образом можно представить в виде  
 1= ( 1) ,n nm m r p s++ − +   (2) 

 1{0} , = 0, 1, , 1, =1, , 1.n nn r m s p +∈ ∪ − −   

Определим комплекснозначную систему функций { } =1{ } = ( )n m mp t ∞χ χ  следую-
щим образом. Пусть 1( ) = 1tχ  при [0, 1].t∈  Используя разложение =m  

1( 1) ,n nm r p s+= + − +   для 2m ≥  примем  

 ( )( ) = ( ) =s
m nrt tχ χ  

 1 1exp(2 ( ) / ) при ( / , ( 1) / ) \ ;
0 при [ / , ( 1) / ].

n n n n n

n n

m isj t p t r m r m Q
t r m r m

+ + π ∈ += 
∉ +

  (3) 

В остальных точках интервала (0, 1)  функция ( )m tχ  равна полусумме своих 
предельных значений справа и слева по множеству [0, 1]\ ,t Q∈  а на концах от-
резка [0, 1]  — предельным значениям внутри отрезка. 

При = 2,np  ,n∈  система функций { }npχ  совпадает с классической систе-
мой Хаара [1, 2]. 

Функцию 
=1

( ) = ( ),
N

m m
m

f t a tχ  где 0,Na ≠  будем называть полиномом порядка 

N  по системе { }.npχ  Если заранее неизвестно значение коэффициента ,Na  то 
функцию ( )f t  назовем полиномом порядка не выше .N  

Всякий интервал = ( / , ( 1)/ ),nr n nr m r mΔ +  где 0 1,nr m≤ ≤ −  ,r∈  
{0} ,n∈ ∪  будем называть интервалом n -го ранга, а функции ( )s

nrχ  для всех ин-
дексов с условиями 0 1,nr m≤ ≤ −  ,r∈ 1=1, , 1,ns p + −  {0}n∈ ∪  — функция-
ми системы { }npχ  n-го ранга ( 1( )tχ  будем считать функцией ранга –1). Отметим, 
что функции ( )m tχ  n -го ранга имеют интервалы постоянства (n + 1)-го ранга. 

Для системы Хаара в работе П.Л. Ульянова [23] был установлен следующий 
результат. 

Теорема 1 (теорема Ульянова).  Пусть N  —  натуральное четное число, 

0ma ≠  при 1 m N≤ ≤  и полином 
=1

( ) = ( ).
N

N m m
m

P t a tχ  Тогда мера Лебега

{ : [0, 1],mes t t ∈ ( ) = 0} 1/ 2.NP t ≤  
Изучим аналогичные вопросы для системы { }.npχ  
Основные результаты. Теорема 2. Пусть =1{ } \{1},n np ∞ ⊂  1= ,n nm p p  

1,n ≥  0 =1,m  натуральное число 1=N p  или 1= ( 1) ,n n nN m k p p++ −  ,n∈  

1{1, 2, , },nk m −∈   0ma ≠  при 1 m N≤ ≤  и полином 
=1

( ) = ( ),
N

N m m
m

P t a tχ  где  

( )m tχ — функции системы { }.npχ  Тогда, если = < ,sup n
n

p p
∈

∞


 то мера Лебега 
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 1{ : [0, 1], ( ) = 0} 1 .Nmes t t P t
p

∈ ≤ −   (4) 

◄ Пусть сначала 1= .N p  Согласно (3), имеем ( )( ) = ( ),s
m nrt tχ χ  = nm m +  

1( 1) ,nr p s++ − +   и  

 
1

1( 1)(1) (2)
1 2 31 100 00 00

=1
( ) = ( ) = ( ) ( ) ( ).

p
p

p m m p
m

P t a t a a t a t a t−χ + χ + χ + + χ   

Отметим, что функция 1 ( )pP t  постоянна на каждом следующем интервале 

( )1 1/ , ( 1) / ,j p j p+  1= 0, 1, , 1.j p −  Для 1(0, 1/ )t p∈  имеем 11 ( ) =pP t a + 2a +

3 1 .pa a+ + +   Если 1 1( / , ( 1)/ ),t j p j p∈ +  где 1=1, , 1,j p −  то 1 ( )pP t =  

11 2 1 3 1 1 1exp(2 / ) exp(4 / ) exp(2( 1) / ).pa a ji p a ji p a p ji p= + π + π +…+ − π   
Предположим, что справедливо неравенство, противоположное (4), кроме 

того,  

 1
1

1 1{ : [0, 1], ( ) = 0} >1 1 .pmes t t P t
p p

∈ − ≥ −  

Тогда коэффициенты ,ma  1=1, , ,m p  должны быть решениями однородной 
системы линейных алгебраических уравнений  

 

1

1

1 2

1
1 2 3

1 1 1

1 1
1 2 3

1 1

0;
2( 1)2 4exp exp exp 0;

.....................................................................................................
2( 1) 4( 1)exp exp

p

p

a a a
p ii ia a a a

p p p

p i p ia a a
p p

+ +…+ =
− ππ π+ + +…+ =

− π − π+ + +…
2

1
1

1

2( 1)exp 0.p
p ia

p
− π+ =

  (5) 

Определителем системы (5) является определитель Вандермонда  

 

1

1

1

1

12
1 1 1

12
2 2 2

12
3 3 3

1

12
1 1 1

1

1
( ),1

1

p

p

p
k j

j k n

p
p p p

x x x

x x x
x xx x x

x x x

−

−

−

≤ < ≤

−

…

…
Δ = = −…

… … … … …

…

∏  

где 
1

2( 1)exp ,k
k ix

p
− π=  1=1, 2, , .k p  Поскольку 0k jx x− ≠  при ,k j≠  то 0,Δ ≠  

и система (5) имеет только нулевое решение = 0ka  при 1=1, 2, , .k p  Однако 
по условию коэффициенты полинома ( )NP t  отличны от нуля. Следовательно, 
для 1=N p  справедливо неравенство  

……………………...…..
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 1
1

1{ : [0, 1], ( ) = 0} 1 .pmes t t P t
p

∈ ≤ −   (6) 

Таким образом, справедливо и неравенство (4). 
Отметим, что полученная оценка (6) является точной. Предположим, что 

1 ( ) = 0pP t  для ( )
1 1

1 1
1

/ , ( 1)/ .
p

j
t j p j p

−

=
∈ +  Тогда при 1exp(2 / )y i p= π  верны равен-

ства  

 

1

1

1 1

1
1 2 1

2( 1)2
1 2 1

21 2( 1)
1 2 1

0;
0;

0.

p
p

p
p

p p
p

a a y a y
a a y a y

a a y a y

−

−

− −

+ +…+ =

+ +…+ =
……………………………

+ +…+ =

  (7) 

Для 11 2 1= = = =1pa a a −  все равенства системы (7) выполняются, поскольку  

 
1

1 1 1( 1)

1 1

exp(2 / ) 1 exp(2 ) 111 0
1 exp(2 / ) 1 exp(2 / ) 1

kp
k pk

k

kp i p k iyy y
y k i p k i p

− π − π −−+ +…+ = = = =
− π − π −

 

для любых значений 1=1, 2, , 1.k p −  
Пусть 1 2 1 1 2= ( 1) = .N p p p p p+ −  Тогда  

 
1 1 21 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 100 00

=1 =0 =1
( ) = ( ) ( ) ( ).

p p p
s s s s

N r r
s r s

P t a t a t a t
− − −

χ + χ + χ    

Для 1(0, 1/ )t p∈  имеем 

  2
1 1

( 1)(1)
1 2 1 110 101 2( ) = ( ) ( ).p

N p p p pP t a a a a t a t−
+ + −+ + + + χ + + χ    

При этом для ( )1 20, 1/ ( )t p p∈  справедливо равенство 

  1 21 2 1 1 1 11 1( ) = .N p p p pP t a a a a p a p+ + −+ + + + + +    

Для всех точек ( )1 2 1 2/ ( ), ( 1) / ( ) ,t k p p k p p∈ +  2=1, 2, , 1,k p −  получаем ра-
венство 

  1 1 2
2

1 2 1 1 1 11
2 2

2 ( 1)2( ) exp exp .N p p p p
k p ik iP t a a a a p a p

p p+ + −
− ππ= + +…+ + +…+  

Если обозначить 
1

1
=1

= ,
p

m
m

b a  1 1 22 1 1 1 12= , , = ,p p p pb p a b p a+ + −  то с учетом 

изложенного выше получаем  

 2
1

1 2

1{ : (0, 1/ ), ( ) = 0} .N
pmes t t p P t
p p
−∈ ≤  

Отметим, что полученная оценка является точной. 
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Для точек 1 1(1/ , 2 / )t p p∈  имеем  

 1

(1) 2
111 2 1 2

1
1 2 3

1 1 1
( 1)

2( 1) 11

2( 1)2 4( ) exp exp exp

( ) ( ).

N p

p
p p p p

p ii iP t a a a a
p p p

a t a t−
+ + −

− ππ π= + + +…+ +

+ χ +…+ χ
  

При этом для точек ( )1 1 1 21/ , 1/ 1/ ( )t p p p p∈ +  справедливо равенство 

  
1

1 2 1 21 2( 1) 1
=1 1

2( 1)( ) = exp .
p

N k p p p p
k

k iP t a a p a p
p + + −
− π + + +    

Для точек ( )1 1 2 1 1 2 21/ / ( ), 1/ ( 1) / ( ) , = 1, 2, ,  1,t p k p p p k p p k p∈ + + + −  полу-
чаем равенство  

 
1

2
1 2( 1) 11 2 1 2

1 1 2 2

2 ( 1)2( 1) 2( ) exp exp exp .
p

N k p p p
k

k p ik i k iP t a a p a ppp p p+ −
=

− π− π π= + +…++  

Таким образом, в этом случае приходим к неравенству  

 2
1 1

1 2

1{ : (1/ , 2 / ), ( ) = 0} .N
pmes t t p p P t
p p
−∈ ≤   (8) 

Если 1 2 1 22( 1)= = =1,p p p pa a+ + −  то для 2=1, , 1,k p −  имеем  

 1 2 1 2
2

1 2( 1) 1
2 2

2 ( 1)2exp expp p p p
k p ik ia p a p

p p+ + −
− ππ +…+ =  

 

2

2 2 2
1 1 1

2 2

2 ( 1)2 2exp exp 1 1 exp
.

2 2exp 1 exp 1

k p ik i k i
p p pp p p

k i k i
p p

− ππ   π− − 
 = = = −

π π− −
 

Если 1 1 2 3 11= / 2, = = = = / 2,pa p a a a p−  то  

 
1

1
1

1 1 1
1

=1 1

1

2( 1)2exp exp 1
2( 1)exp .

2 22 exp 1

p

k
k

p iip
p p pk ia p

p i
p

− ππ  − − π  = − =
 π − 
 

  

При выбранных значениях коэффициентов 11, , pa a и 1 2 1 22( 1), ,p p p pa a+ + −  
имеем ( ) = 0NP t  для  

 
2 1

1 1 2 1 1 2=1

1 1 1, .
p

k

k kt
p p p p p p

−  + ∈ + + 
 

  

Следовательно, оценка (8) является точной. 
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Для точек 1 1( / , ( 1)/ ),t l p l p∈ +  1=1, , 1,l p −  имеем  

 1
1 2 3 1

1 1 1

2( 1)2 4( ) exp exp expN p
p l il i l iP t a a a a

p p p
− ππ π= + + +…+ +  

 2
1 2 1 2

( 1)(1)
( 1) 1 ( 1)( 1)1 1( ) ( ).p

p l p p l pl la t a t−
+ − + + + −+ χ + + χ  

Кроме того, при 1 1 2 1 1 2( / / , / ( 1)/ ),t l p r p p l p r p p∈ + + +  2= 0, 1, , 1,r p −  по-
лучаем  

 
21

1 2

1

1 ( 1)
1 11 2

2( 1) 2( ) exp exp .
pp

N k p l p s
k s

k l i sr iP t a p a
p p

−

+ − +
= =

− π π= +   

Учитывая изложенное выше, для 1= 0, 1, , 1l p −  имеем  

 2
1 1

1 2

1{ : ( / , ( 1)/ ), ( ) = 0} ,N
pmes t t l p l p P t
p p
−∈ + ≤  

причем оценка точная. Следовательно, для 1 2=N p p  справедливо неравенство  

 2

2

1{ : (0, 1), ( ) = 0} .N
pmes t t P t

p
−∈ ≤  

Используя приведенные выше результаты, нетрудно установить оконча-
тельность полученной оценки. 

Предположим, что 0 0 01 0= ( 1) ,n n nN m p p k++ −  где 00 1{1, 2, , },nk m −∈   0 2,n ≥  
0 .n ∈  Тогда  

 
00 0 0

0

( 1)10 (1) (2)

=1 = 1
( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ).

m m p p kn n n n
N m m m m N N

m m mn
P t a t a t P t P t

+ −+

+
χ + χ +   

Поскольку (2)( ) = 0NP t  при 00 1( / , 1) = ,nt k m −∈ δ  верно равенство  

 (1){ : , ( ) = 0} = { : , ( ) = 0}.N Nmes t t P t mes t t P t∈δ ∈δ  

Интервал δ  распадается на целое число интервалов (n0 – 1)-го ранга  

 0 0
10 0

1 0 1
1

1= , , 1.
n

n r n
n

r r k r m
m m−

− −
−

 +Δ ≤ ≤ −  
 

 

Таким образом, приходим к неравенству  

 
0

0 0

00 0

11
(1)

10
=

1 1{ : , ( ) = 0} = | | .
mn

n n
rnN

r kn n

p pmes t t P t
p p

−−

−
− −∈δ ≤ Δ δ  

Пусть 01 0 1= (0, / ).nk m −δ  Этот интервал распадается на интервалы n0-го 
ранга: 
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 0 0
0 0

0
1= , , 0 1.n r n

n n

r r r p k
m m

 +Δ ≤ ≤ − 
 

 

На каждом таком интервале функция (1)( )NP t  постоянна, поскольку (1)( )NP t  
есть сумма функций системы { },npχ  ранг которых не превышает 0 1.n −  

Функция ( )NP t  на каждом интервале  

 0 0 0 0 0 01 1 1( / / , / ( 1)/ , = 0,1, , 1,n n n n n r nr m q m r m q m q p+ + ++ + + ⊂ Δ −  

принимает следующие значения:  

 
0

0

11

0
=1 1

2exp .
pn

s
s n

qs ib b
p

−+

+

 π+  
 

  

Отметим, что 0,sb ≠  0 1=1, 2, , 1,ns p + −  так как 0 1=s n m sb m a + −  для неко-
торого номера ,m  для которого 0 0 0 01 0< ( 1) .n n n nm m m p p k+≤ + −  

Следовательно, при условии 000 1nr p k≤ ≤ −  имеем неравенство  

 0
0 0

0

1

1

1{ : , ( ) = 0} .n
n r N n r

n

pmes t t P t
p
+

+

−
∈Δ ≤ Δ  

Тогда получаем  

 
00

0 0
0

0 0

1
1 1

1 1
=01 1

1 1{ : , ( ) = 0} = .
p kn

n n
N n r

rn n

p pmes t t P t
p p

−
+ +

+ +

− −
∈δ ≤ Δ δ  

Таким образом,  

 1{ : [0, 1], ( ) = 0} = { : , ( ) = 0} { : , ( ) = 0}N N Nmes t t P t mes t t P t mes t t P t∈ ∈δ + ∈δ ≤  

 0

0

1 (1)
1

1

1 { : , ( ) = 0}n
N

n

p mes t t P t
p
+

+

−
≤ δ + ∈δ ≤  

 ( )0 0

0 0

1
1 1

1

1 1 1 1= .n n

n n

p p p p
p p p p
+

+

− − − −≤ δ + δ ≤ δ + δ  

Полученная оценка является точной. Действительно, предположим суще-
ствует такое неотрицательное число ,A  что для любых 1= ( 1) ,n n nN m p p k++ −  

,n∈  1{1,2, , },nk m −∈   0ma ≠  при 1 ,m N≤ ≤  верно неравенство  

 1{ : [0, 1], ( ) = 0} < ,N
pmes t t P t A

p
−∈ ≤  

где 
=1

( ) = ( ).
n

N m m
m

P t a tχ  Поскольку > 1/ (1 )p A−  и = ,sup n
n

p p
∈

 то найдется  

такое натуральное число 0 ,n  для которого справедливо неравенство 
01/ (1 ) < .nA p p− ≤  Пусть 0= ,nN m  тогда  
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Таким образом, 0
0

0

1{ : [0, 1], ( ) = 0} = > ,n
n

m
n

pmes t t P t A
p
−∈  что противоречит пред-

положению. ► 
В ходе доказательства теоремы 2 были установлены следующие два утвер-

ждения. 
Теорема 3. Пусть 1= ( 1) ,n n nN m k p p++ −  2,n ≥  ,n∈  1{1,2, , },nk m −∈   

0ma ≠  при 1 m N≤ ≤  и полином 
=1

( ) = ( ).
N

N m m
m

P t a tχ  Тогда на каждом интервале 

1n r−Δ  (n – 1)-го ранга с условием 1 1nk r m −≤ ≤ −  функция ( )NP t  может обратиться 

в нуль на множестве меры, не большей, чем 1(1 1/ ) .n n rp −− Δ  В то же время на каж-
дом интервале nrΔ  n-го ранга с условием 0 1nr p k≤ ≤ −  функция ( )NP t  может об-

ратиться в нуль на множестве меры, не большей, чем 1(1 1/ ) .n nrp +− Δ  
Теорема 4. Пусть 1= ( 1) ,n n nN m k p p++ −  ,n∈  1{1,2, , },nk m −∈   0ma ≠  

при 1 m N≤ ≤  и полином 
=1

( ) = ( ).
N

N m m
m

P t a tχ  Тогда  

 
1

1{ : [0, 1], ( ) = 0} 1 .
max{ , }N

n n
mes t t P t

p p +
∈ ≤ −  

Следствие 1. Пусть 1= ( 1) ,n n nN m k p p++ −  ,n∈  1{1,2, , },nk m −∈   0ma ≠  

при 1 m N≤ ≤  и полином 
=1

( ) = ( ).
N

N m m
m

P t a tχ  Тогда, если { }np  — неубывающая 

последовательность целых чисел с условием 2,np ≥  то  

 
1

1{ : [0, 1], ( ) = 0} 1 .N
n

mes t t P t
p +

∈ ≤ −  

Теорема 5. Если для системы { }npχ  выполнено условие = ,sup n
n

p
∈

∞


 то для 

любого числа > 0ε  найдется такой полином 
=1

( ) = ( )
N

N m m
m

P t a tχ  с коэффициен-

тами 0ma ≠  при ≤ ≤1 ,m N   что  

 { : [0, 1], ( )= 0}>1 .Nmes t t P t∈ −ε  

◄ Поскольку = ,sup n
n

p
∈

∞


 то для любого числа > 0ε  существует такой номер 

,n∈  что 1/ < .np ε  Тогда 1 1/ >1 .np− − ε  В ходе доказательства теоремы 2 было 

показано как построить полином 
=1

( ) = ( )
N

N m m
m

P t a tχ  с номером = nN m  и коэф-

фициентами 0ma ≠  при 1 ,m N≤ ≤  для которого  

 1{ : [0, 1], ( ) = 0} =1 .N
n

mes t t P t
p

∈ −  ► 
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Заключение. Получена точная оценка меры Лебега множества нулей поли-

нома 
=1

( ) = ( ),
N

N m m
m

P t a tχ  где ( )m tχ  — функции обобщенной системы Хаара 

{ },npχ  причем 1= ( 1) ,n n nN m k p p++ −  ,n∈  1{1,2, , },nk m −∈   а для коэффици-
ентов справедливо условие 0ma ≠  при 1 .m N≤ ≤  Оценка найдена для случая 

= < ,sup n
n

p p
∈

∞


 она обобщает результат, полученный П.Л. Ульяновым для систе-

мы Хаара (см. теорему 2). Исследован также случай sup =n
n

p
∈

∞


 (см. теорему 5). 
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POLINOMIAL ZEROS ACCORDING TO THE HAAR-TYPE SYSTEM 

E.A. Vlasova  elena.a.vlasova@yandex.ru 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation 

Abstract Keywords 
We obtained an accurate estimate for the Lebesgue measure of 
the polynomial zeros set of arbitrarily large order with non-
zero coefficients according to the generalized Haar system for 
the case of a bounded sequence of parameters defining a given 
system. Similar problems were investigated for the case of an 
unbounded sequence of parameters of the generalized Haar 
system. In the latter case it is shown that there is always a 
polynomial, whose Lebesgue measure of the polynomial zeros 
set has an arbitrarily small difference from one 

Generalized Haar system, polyno-
mial, Lebesgue measure, zeros set  
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