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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрена динамическая система, описывающая дви-
жение квадрокоптера. Доказано, что такая система явля-
ется плоской. Построена динамическая обратная связь, 
линеаризующая динамическую систему. Решена задача 
терминального управления для плоской системы с огра-
ничениями. Предлагаемый подход основан на замене 
плоского выхода системы таким, область возможных 
значений которого лежит в допустимом множестве. 
Изучен следующий маневр: взлет; пролет в горизонталь-
ном направлении; поворот. В силу сложности решение 
задачи терминального управления подразделено на не-
сколько этапов. На первом этапе решена задача подъема 
на небольшую высоту. Далее плоский выход системы 
заменен так, чтобы выполнялись все ограничения задачи. 
Результаты численного моделирования подтвердили 
эффективность предложенного подхода. Особенность 
этого подхода заключается в том, что в начале второго 
этапа движение незначительно отклоняется от планиру-
емой траектории. Отклонение не превышает 20 % теку-
щего значения координаты, что связано с заменой плос-
кого выхода и переключением управления. На других 
этапах подобного отклонения не происходит 
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Введение. Задача терминального управления заключается в определении про-
граммного движения, переводящего динамическую систему из заданного 
начального положения в заданное конечное положение. Широким классом си-
стем, для которых известны методы решения задачи терминального управле-
ния, являются плоские системы [1]. Каждое решение плоской системы одно-
значно определяется некоторым набором функций, который называется плос-
ким выходом системы. Известный метод [2, 3] решения задачи терминального 
управления состоит в построении программной траектории, удовлетворяющей 
граничным условиям и соответствующей полиномиальной зависимости плос-
кого выхода от времени. 
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Однако такой метод не учитывает ограничения, накладываемые на систему, 
которые могут возникать из физической постановки задачи. Кроме того, об-
ласть определения плоского выхода может быть не ограничена. 

В литературе известны различные подходы к решению этой задачи. Так, 
программная траектория строится как кусочно-полиномиальный B-сплайн, что 
позволяет учитывать сложные ограничения на переменные состояния [4]. Су-
ществуют подходы, основанные на решении задачи оптимального управления с 
заданными ограничениями [5]. Кроме того, предложен подход [6], основанный 
на построении специальной динамической системы (r-замыкания), которая об-
ладает инвариантным множеством, лежащим в области допустимых значений. 

Ниже предложен еще один подход, основанный на замене плоского выхода 
системы таким выходом, область допустимых значений которого лежит в допу-
стимом множестве. 

Плоские системы и метод динамической обратной связи для плоских си-
стем. Рассмотрим систему с управлением вида  

 = ( , , ), , ,n mx f t x u x u     (1) 

где f —  гладкая векторная функция; t  — независимая переменная;  x — век-
тор состояния; u — вектор управления (вход системы). Задача терминального 
управления для системы (1) заключается в поиске такой зависимости ( )u t  в 
классе допустимых управлений, при которой траектория системы переходит из 
начального (заданного) состояния 0( )x t  в конечное (заданное) состояние ( )x T  
за заданное время 0.T t  

Динамической обратной связью [1, 7] системы (1) называют обратную связь 
вида  

 = ( , , , ), = ( , , , ), , ,d ma t x v u b t x v v        (2) 

с состоянием ,  входом ( , )x v  и выходом u. Динамическую обратную связь 
можно понимать как преобразование системы (1) в систему  

 = ( , , ( , , , )), = ( , , , )x f t x b t x v a t x v    (3) 

с состоянием  ( )( , ) n lx  и управлением v. Второе равенство в (2) определяет 
отображение из множества решений системы (3) в множество решений си-
стемы (1). 

Система (1) линеаризуема динамической обратной связью (2) (или просто 
динамически линеаризуема), если получающаяся с помощью этой связи система 
(3) преобразуется в эквивалентную систему  

 ( ) = , = 1,in
iiy v i m  (4) 

обратимой заменой переменных вида  
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 = , = ( , , ), = ,t t y Y t x v v  (5) 

где ( 1) ( 1)
1 1 21= ( , , , , , , )n mn n

my y y y y y      — состояние системы (4). 
Пусть для системы (1) найдено управление ( ),u t  которое позволяет следо-

вать желаемой траектории *( ).x t  Однако на техническую систему могут воздей-
ствовать (как правило, случайным образом) внешние силы, которые не учиты-
ваются в модели (1). В результате этих воздействий система может изменить 
состояние в некоторый момент времени 0t  на 0 0*( ) ( ).x t x t  В этом случае ста-
вится задача стабилизации: используя управление, вернуть систему на заданную 
траекторию *( ).x t  

В случае системы (1) линеаризуемой динамической обратной связью (2) за-
дачу стабилизации решают выбором таких функций = ( , , )v V t x   и *( ),t  что 

* *( ( ), ( ))x t t  есть асимптотически устойчивое решение системы  

 = ( , , ( , , , ( , , )));x f t x b t x V t x   (6) 

 = ( , , , ( , , )).a t x V t x    (7)  

Управление выбирают в виде = ( , ( ), ( ), ( , ( ), ( ))),u b t x t t V t x t t   где ( )x t  —  
текущее состояние системы; ( )t  — решение системы обыкновенных  
дифференциальных уравнений = ( , ( ), ( , ( ), , ( , ( ), ))),x f t x t b t x t V t x t   =  

( , ( ), , ( , ( ), ))a t x t V t x t    с начальным условием 0 0*( ) = ( ).t t   
Задачу терминального управления  

 0 0( ) = , ( ) = Tx t x x T x  (8) 

для системы (1) решают следующим образом. Для вспомогательных переменных 
  задают некоторые начальные и конечные значения, и задача терминального 
управления ставится для расширенного пространства состояний:  
 0 0 0 0( ) = , ( ) = , ( ) = , ( ) = .t Tx t x x T x t T     (9) 

Систему (3) обратимой заменой переменной вида (5) преобразуют в эквива-
лентную систему (4). Применяя преобразование (5), получаем для системы (4) 
задачу терминального управления  

 0 0 0 0( ) = ( , , ), ( ) = ( , , ).T Ty t Y t x y T Y T x     (10) 

Решение этой задачи обычно находят в некотором заранее заданном про-

странстве, например, в пространстве полиномов по t  степени 
=1

2 1,
m

i
i

n  где ко-

эффициенты полиномов выбирают так, чтобы выполнялись условия (10). Обо-
значим это решение как *( ( ), ( )),y t v t  (

,*
)( ) =( ( )) ,nii iv t y t  =1, , .i m  Применяя 

обратную к (5) замену переменных, получаем решение **( ( ), ( ), ( ))x t t v t  систе-
мы (3). Это решение удовлетворяет (9). Таким образом, зависимость 

0**( ) = ( , ( ), ( ), ( )), [ , ],u t b t t x t v t t t T    решает задачу терминального управле- 
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ния (8). Для решения соответствующей задачи стабилизации обычно строят об-
ратную связь  

 
1

( )( ) ( )
, , ,* *

=0
= ( ( )) ( ( ( )) ), =1, , ,

in
jn jii i i j ii

j
v y t y y t i m


     (11) 

где ,i j  — постоянные коэффициенты, определяемые из условия асимптотиче-
ской устойчивости следующей системы линейных дифференциальных уравне-
ний (здесь ,*= ( )i i ie y y t ):  

 
1

( ) ( )
,

= 0
= , =1, , .

in
n ji i ji i

j
e e i m



   (12) 

Обратная связь (11) дает решение задачи стабилизации (4), а *( )y t  — асимпто-
тически устойчивое решение этой системы. Метод динамической обратной свя-
зи применим к плоским системам. 

 Систему (1) называют плоской [1], если определены такие функции  

    ( ) ( )
1 1= ( , , , , , ), , = ( , , , , , ),l l

r ry h t x u u u y h t x u u u  (13) 

что переменные x и u выражаются через t, функции (13) и их производные в си-
лу системы (1) до какого-то конечного порядка, а любой конечный набор этих 
функций, их производных в силу системы (1) и функции t  функционально не-
зависим. При этом набор функций (13) называется линеаризующим (или плос-
ким) выходом системы (1). Можно показать, что для плоской системы число 
плоских выходов равно числу входов системы. 

Пример плоской системы. Рассмотрим динамическую систему, описываю-
щую движение квадрокоптера. Модель задают [8, 9] следующей системой обык-
новенных дифференциальных уравнений с управлением: 

 

= sin ;
= cos sin ;

= cos cos ;
= ;
= ;
= ,

mx u
my u
mz mg u







 
 

  
 

 
 




 
 
 

 (14) 

где ( , , )x y z  — координаты центра масс квадрокоптера; т= ( ; ; )a x y z     — суммар-
ное ускорение динамической системы; m  — масса системы;   — угол рыскания 
(угол Эйлера);   — угол крена;   — угол тангажа; u  — сумма неконсерватив-
ных сил, действующих на систему (включая силы лобового сопротивления и 
силу тяги винтов); т=( )          — вектор угловых ускорений точки в системе 
координат, связанной с телом. 

Отметим, что выбором соответствующего углового ускорения   можно 
обеспечить любое значение угла крена и первой производной угла крена, а от 
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переменной   остальные уравнения не зависят. Поэтому четвертое уравнение 
системы (14) можно рассматривать отдельно от остальных и исследовать систе-
му без четвертого уравнения. 

Далее, решая задачи управления, примем  ,    и u входами (управления-
ми) системы. Таким образом, система имеет трехмерное управление. 

Система (14) является плоской с плоским выходом  

 1 2 3= , = , = .h x h y h z  (15) 

Действительно, все переменные состояния системы можно выразить через 
функции плоского выхода и их производные:  

 
1 2 3 1 2 3

2 1

3 3

= , = , = , = , = , = ,

= , = cos ,

x h y h z h x h y h z h
h h

h g h g
   

          

   
 
 

 

а дифференцируя по времени последние соотношения, получаем выражения 
для   и .  

Любая плоская система динамически линеаризуема [1]. Для построения ди-
намической обратной связи, линеаризующей систему (14), используем алго-
ритм, изложенный в работе [7]. Введем дополнительные переменные  1 2, :   

 2 2 2
1 3 2 11 2= ( ) , = .h h h g          (16) 

Такой выбор дополнительных переменных объясняется тем, что функ- 
ции (16) вместе с функциями состояния системы (14) определяют обратную за-
мену переменных к переменным ( ) ,j

ih  =1, , 3,i   = 0, , 3.j   
Используя указанную замену переменных, выразим производные   1 2,  и 

входы системы через  1 2, ,  переменные состояния и (4)= , = 1, 2, 3.i iv h i   Про-
дифференцировав (16) по времени, получаем  

 1 2
2 2 2

2 1 1 2 3

;
= (cos ) sin cos sin cos cos .v v v

  

           


 

 (17) 

Суммарную силу тяги u запишем как  
 1= .u m  (18) 

Чтобы выразить =   и = ,   используем соотношения, которые были полу-
чены при доказательстве плоскостности системы. Имеем  

 

 





         


            






2 3 2 1
1

2
1 3 2 1 2

1

1= sec ( cos sin ) 2 ( tg ) ;

1= cos sec cos ( cos sin )sin cos sin 2 .

v v

v v v
 (19) 
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Формулы (17)–(19) определяют динамическую обратную связь, линеаризу-
ющую систему (14). 

Учет ограничений. Предположим, что квадрокоптер движется по коридо-
ру. Таким образом, его перемещение в высоту ограничено полом и потолком,  
а перемещение вправо и влево — стенами. Оси координат можно направить так, 
чтобы перемещение в сторону стен соответствовало изменению координаты x, 
перемещение вдоль коридора — изменению координаты ,y  а изменение высо-
ты — изменению координаты .z  Следовательно, допустимая область значений 
координат:  

 < < , 0 < < 2 .x x zL x L z L  (20) 

Здесь = / 2xL S a  — максимально допустимое отклонение по оси Ох; 
= / 2zL h a  — максимальное допустимое отклонение по оси Oz; S  — ширина 

коридора; h  — высота потолка; a — размер квадрокоптера, т. е. максимальное 
расстояние от точки на квадрокоптере до его центра масс. 

Введем следующий плоский выход: 

 1 2 3
( )= , = , = ,

2 2
z

x z

x z Lh h y h
L L
     

   
   

    (21) 

В таком случае переменные ,x  ,y  z  выражают через введенные перемен-
ные:  

 1 2 3
2 2= ( ), = , = ( ) .x z

z
L Lx h y h z h L
 

    (22) 

Функции ( )ih t  также образуют плоский выход системы (14), поскольку 
напрямую выражены через плоский выход с помощью обратимой замены пере-
менных. 

При введенном плоском выходе из соотношений (22) следует, что при про-
извольном изменении фyнкций ih  координата x может изменяться только в 
пределах xL … ,xL  а координата z  — в пределах 0… 2 .zL  Если поставлена за-
дача терминального управления в исходных переменных, а граничные условия 
удовлетворяют ограничениям (20), то пересчитав начальные и конечные значе-
ния в переменных ih  и вычислив траекторию в переменных ,ih  с помощью со-
отношений (22) можно получить траекторию в исходных переменных системы, 
которая будет удовлетворять ограничениям (20). 

Задача терминального управления. Предположим, что необходимо решить 
следующую задачу терминального управления. Квадрокоптер сначала взлетает на 
некоторую заданную высоту ,dz  затем движется по коридору (вдоль перемен- 
ной )y  до заданной координаты ,dy  совершает разворот на угол /2,  а далее вы-
полняет предпосадочный маневр, опускаясь до высоты 1.z  В настоящей работе за-
дача посадки не ставится, так как в нижней точке коридора ограничения на пере-
менную z  не выполнены, следовательно, посадку с помощью плоского выхода (21) 
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провести нельзя. Для выполнения посадки с небольшой высоты достаточно вы-
ключить двигатели и опуститься под действием силы тяжести. Таким образом, по-
ставлена следующая задача терминального управления: 

 

  

  

   

  

  

  

  

  

1

(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
( ) = 0, ( ) = , ( ) = ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = / 2;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0.

d

x y z
x y z

x T y T y z T z
x T y T z T

T T T
T T T

 (23) 

Поскольку начальные условия по переменной z  не удовлетворяют ограни-
чениям (20), решение задачи терминального управления при взлете квадрокоп-
тера необходимо разбить на два этапа: 1) подъем на небольшую высоту 1;z   
2) взлет до требуемой высоты .dz  Следовательно, решение задачи терминально-
го управления разбивают на этапы, приведенные ниже.  

 Этап 1. Подъем на небольшую высоту 1.z  В этом случае для решения про-
межуточной задачи терминального управления можно использовать плоский 
выход (15) и подход, подробно изложенный в работе [10]. Задача посадки может 
быть решена аналогично. 

 Этап 2. Подъем на высоту .dz  В таком случае ограничения (20) выполнены 
и для решения задачи терминального управления (23) можно применять плос-
кий выход (21). 

 Этап 3. Движение вдоль коридора до заданной координаты .dy  По пере-
менным x  и z  достаточно стабилизировать значения, которых они достигли на 
предыдущих этапах. При этом используем плоский выход (21). 

 Этап 4. Разворот. Выполнение этого маневра подробно изложено в работе [11], 
здесь достаточно просто повторить результаты, приведенные в указанной работе. 

 Этап 5. Выполнение предпосадочного маневра. На данном этапе снова ис-
пользуем плоский выход (21). 

 Этап 6. Посадка. Этот этап аналогичен этапу 1 и поэтому не описан в 
настоящей работе. 

Этап 1. Заданы следующие начальные условия:  

 

(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0;
(0) = 0, (0) = 0, (0) = 0.

x y z
x y z
  

  

 

  

 (24) 
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Поскольку в конце этапа 1 не обязательно останавливаться, желаемые тра-
ектории по переменным ,x  ,y  z  можно задать так  

 
4

* * *
0 0 0 1

1
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = ,tx t y t z t z

T
 
 
 

  

где 1T  — время окончания движения на этапе 1. Начальные и конечные условия 
на переменные  :    1 1 1 2 2 1(0) = ( ) = ; (0) = ( ) = 0.T g T   

Пересчитав траекторию и начальные условия в переменных h  и их произ-
водных до третьего порядка включительно, получим решение задачи терми-
нального управления (24). При этом конечные условия первого этапа имеют вид 

 

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 4 / ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0.

x T y T z T z
x T y T z T z T

T T T
T T T

  

  

 

  

 

Этап 2. Начальные условия на втором этапе берут из конечных условий 
этапа 1. Конечные условия на этапе 2:  

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0.

dx T y T z T z
x T y T z T

T T T
T T T

  

  

 

  

  

Начальные и конечные условия пересчитывают в переменные h  по форму-
лам (21) и их производные по времени до третьго порядка включительно. Про-
граммная траектория в переменных h  представляет собой полином седьмого 
порядка. Таким образом, желаемая траектория по переменным ,x  ,y  z  задана 
в виде 

  7 6 5 4 3 2
7 6 5 4 3 2 1 0

2( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = ,z
z

Lx t y t z t L a t a t a t a t a t a t a t a       


 

где коэффициенты ia  рассчитывают так, чтобы были выполнены ограничения 
на переменные 3h  и их производные до третьего порядка включительно, вы-
численные по формулам (21) в начальной и конечной точках. 

Обратную связь iv  задают с помощью соотношений  

 

* * * *
1

* * * *
2

* * * *
3

= 4( ) 6( ) 4( ) ( );
= 4( ) 6( ) 4( ) ( );
= 4( ) 6( ) 4( ) ( ).

v x x x x x x x x
v y y y y y y y y
v z z z z z z z z

       

       

       

     
     
     

 

Этап 3. Начальные условия на этом этапе берут из конечных условий  
этапа 2. Конечные условия этапа 3:  
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3 3 3

3 3 3

3 3 3

3 3 3

( ) = 0, ( ) = , ( ) = ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0.

d dx T y T y z T z
x T y T z T

T T T
T T T

  

Решение задачи терминального управления на этапе 3 проводят аналогично 
решению этой задачи на этапе 2. Программную траекторию по переменной y  
задают в виде полинома седьмого порядка от времени. 

Этап 4. Начальные условия на этапе 4 берут из конечных условий этапа 3. 
Конечные условия этапа 4:  

 
   

  

  

  

4 4 4

4 4 4

4 4 4

4 4 4

( ) = 0, ( ) = , ( ) = ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = / 2;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0.

d dx T y T y z T z
x T y T z T

T T T
T T T

  

Поскольку поворот представляет собой изменение угла рыскания (пере-
менной  ),  решением задачи является полином третьего порядка от времени 
(дифференциальное уравнение, описывающее динамику угла рыскания, имеет 
второй порядок и не зависит от остальных переменных). 

Этап 5. Начальные условия на этом этапе берут из конечных условий  
этапа 4. Конечные условия этапа 5:  

 
   

  

  

  

5 5 5 1

5 5 5

5 5 5

5 5 5

( ) = 0, ( ) = , ( ) = ;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = / 2;
( ) = 0, ( ) = 0, ( ) = 0.

dx T y T y z T z
x T y T z T

T T T
T T T

  

Далее расчет программной траектории происходит аналогично расчету на 
этапе 2 или 3. 

Результаты численного моделирования. Зададим параметры задачи:  

 1

1 2 3 4 5

= 3 м, =1,5 м, = 0, 2 м, =1,5 м, = 7 м,
= 2 с, = 3 c, =13 с, =16 c, = 26 c.

x z d dL L z z y
T T T T T

 

Выполним численное моделирование движения системы при указанных пара-
метрах. Изменение координаты ( )z t на этапе 1 приведено на части а рисунка. 

Программная траектория является асимптотически устойчивой и с незна-
чительными отклонениями движение происходит по этой траектории (часть б 
рисунка). Во время движения до 2T  переменные x  и y  остаются равными ну-
лю. В начале движения происходит незначительное отклонение от построенной 
программной траектории, которое не превышает 20 % текущего значения коор-
динаты. Это вызвано резким переключением управления при смене плоского 
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Изменение координат ( )z t на этапах 1 (а) и 2 (б), ( )y t  на этапе 3 (в), ( )t  на этапе 4 (г), 
( )z t на этапе 5 (д), ( )z t на этапе 2 выполнения маневра при 2 =10 сT  (е) 

 
выхода. На этапе 3 управления по переменной y  наблюдается хорошее следова-
ние по заданной траектории (часть в рисунка). При этом координата x  остается 
равной нулю, а координата z  — координате  .dz  

За промежуток времени 3 4T T   переменная   изменяется от заданного 
начального положения до заданного конечного (часть г рисунка). 

На этапе 5 координата z  плавно уменьшается до заданного конечного зна-
чения, точно следуя заданной программной траектории (часть д рисунка).  
В конце этого этапа квадрокоптер останавливается, чтобы переключить управ-
ление, и выполняет посадку. 

Отметим, что указанный подход требует тонкой настройки параметров: ес-
ли время выполнения маневра на этапе 2 задать слишком большим, то про-
граммная траектория приближается к границам коридора, а отклонение от про-
граммной траектории может достигать достаточно больших значений (часть е 
рисунка). 
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Заключение. Предложен подход к решению задачи терминального управ-
ления для плоской системы с ограничениями, который заключается в замене 
плоского выхода системы таким набором функций, чтобы ограничения выпол-
нялись автоматически при любом значении переменных плоского выхода. Од-
нако предложенная замена не учитывает ограничения на управления, возника-
ющие из физической постановки задачи, либо в силу ограниченности области 
определения плоского выхода. Поэтому в некоторых случаях такие ограничения 
могут не выполняться. Для учета указанных ограничений необходимо исполь-
зовать другие методы. Тем не менее результаты численного моделирования де-
монстрируют эффективность предложенного подхода для заданного набора па-
раметров и краевых условий. 
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SOLUTION TO POINT-TO-POINT STEERING PROBLEM  
FOR CONSTRAINED FLAT SYSTEM BY CHANGING THE FLAT OUTPUT 
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Abstract Keywords 
This article presents a solution to point-to-point steering 
problem for constrained flat system. Constraints arise from 
the physical formulation of the problem. The proposed 
approach is based on the replacement of the flat output of 
the system by the one with the range of possible values 
within the feasible set. This work analyses the system 
describing the motion of the four rotor mini-rotorcraft and 
proves the flatness of such a dynamic system. Author 
designed the dynamic feedback linearizing the system. The 
maneuver for a point-to-point steering problem is the 
following: the mini-rotorcraft moves in a corridor from 
takeoff, through the horizontal flight, around the corner and 
to the landing. Thus, its movement is restricted by the floor, 
ceiling and walls. The solution of such a complex point-to-
point steering problem can be divided into several steps. The 
first step is the problem of a small height lift and its solution. 
Then the flat output of the system is changed in order to 
satisfy all the constraints. In the beginning of the second step 
the trajectory deviates insignificantly from the planned one. 
It happens because of the replacement of the flat output and 
switching the control. Other steps do not have any 
deviation. The article demonstrates the effectiveness of the 
proposed approach by showing the results of numerical 
simulation 

Flat systems, flat output, point- 
to-point steering problem, dynamic 
feedback, constrained dynamic 
systems 
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