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Аннотация Ключевые слова 
Рассмотрены вопросы развития вихревых методов для 
численного моделирования двумерного обтекания про-
филей потоком вязкой несжимаемой среды. Используе-
мые в вихревых методах расчетные схемы и алгоритмы 
определения интенсивности вихревого слоя предпола-
гают аппроксимацию профиля многоугольником, со-
стоящим из прямолинейных отрезков-панелей, интен-
сивность вихревого слоя на которых принимается ку-
сочно-постоянной. При применении оптимальных схем 
данный подход позволяет обеспечивать погрешность от 

2( )O h  до 3( )O h  в зависимости от рассматриваемого 
профиля ( h  — длина панели). Разработана новая рас-
четная схема, в которой интенсивность вихревого слоя 
полагают кусочно-линейной, либо кусочно-квадра-
тичной функцией, а также учтена криволинейность 
поверхности профиля. Для получения основной систе-
мы линейных алгебраических уравнений использован 
метод наименьших квадратов вместо применяемого 
условия типа коллокаций в контрольных точках или в 
среднем на панелях. Показано, что разработанная схема 
имеет более высокую точность по сравнению с точно-
стью ранее известных схем: для рассмотренных тесто-
вых задач (обтекание круга, эллипса, профиля Жуков-
ского) схема обеспечивает погрешность на уровне 5( )O h  

Вихревой метод, вихревой слой, 
схема высокого порядка, метод 
наименьших квадратов, кри-
визна, кусочно-полиномиальная 
аппроксимация 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Поступила в редакцию 25.05.2016 
© МГТУ им. Н.Э. Баумана,  2016 

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента России 
для молодых российских ученых — кандидатов наук (проект MK-7431.2016.8) 

Введение. Вихревые методы, относящиеся к классу бессеточных лагранжевых 
методов вычислительной гидродинамики, — весьма мощный инструмент во 
многих инженерных приложениях, в частности, при решении сопряженных за-
дач гидроупругости, когда течение среды можно полагать несжимаемым, а фор-
ма расчетной области изменяется вследствие движения помещенных в нее тел, 
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обусловленного, в свою очередь, действующими на них гидродинамическими 
нагрузками. 

При рассмотрении двумерных задач известно несколько подходов к реше-
нию уравнений Навье — Стокса вихревыми методами [1–5]; наиболее удобным 
для практического использования является метод вязких вихревых доменов 
(ВВД) [5], в котором для моделирования эволюции завихренности в вязкой 
жидкости используется так называемое поле диффузионных скоростей [3, 6]. 
Точность моделирования течения и расчета гидродинамических нагрузок опре-
деляется множеством факторов, наиболее существенные из которых следующие:  

1)  точность аппроксимации профиля;  
2) точность определения интенсивности вихревого слоя на поверхности 

профиля;  
3) точность аппроксимации вихревого следа и моделирования его эволюции.  
В рамках настоящей работы рассмотрим возможные пути повышения точ-

ности за счет первых двух факторов; они представляются наиболее значимыми, 
поскольку источником формирования вихревого следа является именно вихре-
вой слой, генерируемый на поверхности профиля. 

Как правило, в реализациях вихревых методов, применяемых при решении 
двумерных задач гидродинамики и гидроупругости, интенсивность вихревого 
слоя на профиле находят как решение сингулярного граничного интегрального 
уравнения первого рода [1]. Опыт показывает, что такой подход может приво-
дить к существенным погрешностям, а в ряде случаев — к получению каче-
ственно неверного решения [7]. Это особенно актуально при расчете обтекания 
гладких профилей, однако может быть важно и при расчете течений вблизи 
острой кромки [8]. 

Известен также альтернативный подход, предполагающий сведение задачи 
о поиске интенсивности вихревого слоя на профиле к решению интегрального 
уравнения типа Фредгольма второго рода [9]. Эффективность применения это-
го подхода для решения практических задач рассмотрена в работах [7, 8, 10, 11], 
там же описаны расчетные схемы, основанные на использовании указанного 
подхода, и показана возможность существенного повышения точности решения 
задач. 

Дальнейшее повышение точности решения ограничено качеством аппрокси-
мации обтекаемого профиля. В настоящей работе предложен алгоритм и построе-
ны необходимые квадратурные формулы, позволяющие развить идеи подхода [9]  
с учетом кривизны панелей профиля. В рамках предложенного подхода искомая 
интенсивность вихревого слоя может быть кусочно-постоянной, кусочно-
линейной, либо кусочно-квадратичной функцией на каждой панели (в рамках 
традиционного подхода интенсивность вихревого слоя — кусочно-постоянная 
функция на прямолинейных панелях, аппроксимирующих профиль). 

Отмеченные пути повышения точности моделирования могут показаться 
аналогичными тем подходам, которые применяют в так называемых панельных 
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методах [12], однако между ними есть существенные различия. Прежде всего, в 
настоящей работе решение не предполагается непрерывным (и тем более 
непрерывно дифференцируемым) вдоль профиля — это необходимо для кор-
ректного моделирования обтекания профилей с угловыми точками и острыми 
кромками. В связи с этим для вычисления интегралов вдоль криволинейных 
участков профиля используют формулы численного интегрирования Гаусса 
вместо интегрирования разложений в степенные ряды. Кроме того, для получе-
ния основной системы линейных алгебраических уравнений использованы идеи 
метода наименьших квадратов: истинное решение должно минимизировать ин-
теграл, вычисляемый по твердым границам области течения («стенкам»), от 
квадрата разности скорости среды, определяемой искомым распределением за-
вихренности, и заданной скорости обтекаемого профиля. 

Описанный подход и построенный на его основе численный алгоритм поз-
воляют значительно повысить точность определения интенсивности вихревого 
слоя в вихревых методах. 

Постановка задачи. Течения вязкой несжимаемой среды описывают урав-
нениями Навье — Стокса  

= 0, ( ) = ,V pV V V V
t

 
    

 

   
 

где ( , )V r t
 

 — поле скоростей;   — коэффициент кинематической вязкости; — 
плотность среды, принимаемая постоянной; ( , )p r t  — давление. 

Рассмотрим задачу о внешнем обтекании профиля неограниченным пото-
ком среды, тогда граничными условиями являются условие прилипания жидко-
сти на профиле и условия затухания возмущений на бесконечности:  

 ( , ) = ( , ), ; ( , ) , ( , ) , | | .KV r t V r t r K V r t V p r t p r    
        

 

Здесь ( , )KV r t
   — скорость точек профиля, которая предполагается известной. 

Уравнения Навье — Стокса могут быть записаны в форме Гельмгольца с 
использованием поля завихренности ( , ) = ( , ):r t V r t 

     

 ( ) = 0,U
t


   



  
 (1) 

где ( , ) = ( , ) ( , )U r t V r t W r t
     , ( , )W r t

   —  так называемая диффузионная скорость, 
пропорциональная коэффициенту вязкости среды и определяющая эволюцию 
завихренности в вязкой жидкости [3],  

 2
( )( , ) = .

| |
W r t  




     

Согласно уравнению (1), завихренность, имеющаяся в начальный момент 
времени в области течения, движется со скоростью ,U


 в то время как «новая» 
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завихренность генерируется только на обтекаемом профиле. Примем, что 
начальное распределение завихренности в области течения 0( , )r t

   известно. 
Влияние обтекаемого профиля на течение эквивалентно суперпозиции вли-

яний присоединенного вихревого слоя с интенсивностью ( , ),att r t
  присоеди-

ненного слоя источников интенсивностью ( , )attq r t  и свободного вихревого 
слоя неизвестной интенсивности ( , ).r t

  Эти слои располагаются на обтекаемом 
профиле, присоединенные слои моделируют движение и, в том числе, возмож-
ное деформирование профиля, поэтому их интенсивность определяется скоро-
стью движения точек профиля:  

( , ) = ( , ) ( , ), ( , ) = ( , ) ( , ), ,att K att Kr t V r t r t q r t V r t n r t r K    
         

 
где ( , ), n r t  ( , )r t

  — орты нормали и касательной к профилю [5, 7].  
В настоящей работе для простоты рассмотрим обтекание неподвижного не-

деформируемого профиля, поэтому ( , ) = 0,att r t
  ( , ) = 0,

attq r t  однако это пред-
положение не является принципиальным и может быть опущено. Примем так-
же, что скорость набегающего потока является постоянной = const.V


 

По известному распределению завихренности с помощью закона Био —
Савара может быть восстановлено поле скоростей среды  

 
     

 
    
       

   2 2

( , ) ( ) ( , ) ( )1 1( , ) = .
2 | | 2 | | s

S K

s t r s s t r s
V r t V dS dl

r s r s
 (2) 

Здесь S  — область течения; K  — обтекаемый профиль; = , 
 k  = k 


 —  век-

торы интенсивности вихревого слоя и завихренности в области течения; k


 — 
орт нормали к плоскости течения, ( ) ( ) = . 

  n r r k  
Интенсивность вихревого слоя ( , )s t

  можно определить из граничного 
условия на неподвижном профиле ( , ) = 0, .V r t r K

    
Рассмотрим простейшую модельную задачу и примем, что завихренность в 

области течения отсутствует  
( , ) = 0 ,r t  и в этих условиях требуется опреде-

лить интенсивность вихревого слоя на профиле. Математически указанная за-
дача эквивалентна расчету обтекания профиля потоком идеальной несжимае-
мой среды при заданной циркуляции вокруг профиля. При расчете течений 
вязкой несжимаемой среды свободный вихревой слой сходит в поток на каж-
дом временном шаге, формируя вихревой след вблизи и позади профиля, а опи-
санную выше задачу расчета интенсивности генерируемого на поверхности 
вихревого слоя решают на каждом шаге расчета. 

Интегральное уравнение для определения интенсивности вихревого 
слоя. Учитывая, что неизвестная интенсивность ( , )s t

  соответствует свобод-
ной завихренности, являющейся частью вихревого следа в области течения, в 
соответствии с (2) можно показать, что предельное значение скорости среды со 
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стороны профиля имеет вид (здесь и далее зависимости всех величин от време-
ни опущены)  

  
    

       

        
  2

( ) ( ) ( )1( ) = ( ) , .
2 | | 2s

K

s r s r
V r V dl n r r K

r s
 (3) 

«Классический» подход, обычно используемый в реализациях вихревых ме-
тодов, предполагает, что неизвестную функцию ( )r

  следует определять из 
условия равенства нулю нормальной компоненты предельного значения поля 
скоростей на профиле:  

 ( ) ( ) = 0, .V r n r r K  
    

 (4) 

 С учетом (3) относительно искомого распределения ( )r
  получается инте-

гральное уравнение первого рода, которое является сингулярным; интеграл в 
нем следует понимать в смысле главного значения по Коши [1]. Численное ре-
шение этого уравнения может приводить к значительным погрешностям, а в 
ряде случаев — и к получению качественно неверного результата. 

В то же время известен альтернативный подход, из которого, в частности, 
следует [9], что условие (4) эквивалентно условию  

 ( ) ( ) = 0, ,V r r r K  
    

 (5) 

которое означает равенство нулю касательной компоненты предельного значе-
ния поля скоростей на профиле. 

Можно показать, что (5) приводит к интегральному уравнению второго ро-
да типа Фредгольма  

 
  

   
 
       
  2

( ) ( ) ( )1 ( ) = ( ).
2 | | 2s

K

n r r s r
s dl V r

r s
    (6) 

Ядро полученного уравнения является ограниченной функцией для случая 
гладкого профиля:  

2| | 0

| ( ) ( ) | ( )
= ,lim | | 2r s

n r r s r
r s 

 
 

    
 



 
где ( )r  —  кривизна профиля в соответствующей точке. 

Интегральное уравнение (6), как и сингулярное уравнение, следующее из 
(4), имеет бесконечное множество решений. Для выделения единственного ре-
шения их требуется решать совместно с дополнительным условием, задающим 
величину суммарной циркуляции   скорости вокруг профиля, которая обычно 
известна из постановки задачи:  

  


 ( ) = .s
K

s dl  (7) 

Для профилей простейших форм можно применить известный метод кон-
формных отображений и решить задачу определения интенсивности вихревого 
слоя аналитически. Методика получения точных решений для кругового,  
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эллиптического профиля и профиля Жуковского описана в работе [13]. Эти ре-
шения будут использованы в качестве «эталонных» для оценки точности по-
строенных расчетных схем. 

Расчетные схемы для определения интенсивности вихревого слоя. Рас-
смотрим две расчетные схемы для определения интенсивности вихревого слоя. 

Схема с прямолинейными панелями. Как было отмечено выше, в вихревых 
методах обтекаемый профиль обычно аппроксимируют N-угольником, стороны 
которого имеют длины iL  и называются «панелями», а интенсивность вихрево-
го слоя постоянна на панелях. 

В рамках сделанных предположений интеграл в уравнении (6) можно заме-
нить суммой интегралов по отдельным панелям, которые будут пропорцио-
нальны соответствующим интенсивностям. Точность решения задачи можно 
значительно повысить, если потребовать выполнения уравнения (6) не в от-
дельных точках на профиле, называемых обычно «контрольными», а в среднем 
на панелях  

 
2

=1

( )1 = , = 1, , .
2 | | 2j

N i i
j s r i

ji K Ki

n r s
dl dl V i N

L r s 
   

        
  

      
 

Коэффициенты выписанной системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) могут быть вычислены аналитически [10, 11]. 

Вычислительные эксперименты показывают, что предложенная схема обес-
печивает для различных профилей погрешность определения циркуляций  
вихревых элементов, сходящих с профиля в поток, порядка 2( )O h  или 3( ),O h  
где h  — средняя длина панели (рис. 1). 

Рис. 1. Погрешность определения циркуляций вихревых элементов  
(в логарифмическом масштабе) для схемы с прямолинейными панелями: 

а — эллиптический профиль (штриховая линия соответствует третьему порядку точности); 
 б — профиль Жуковского (штриховые линии соответствуют второму и третьему порядку 

 точности) 

Схема, учитывающая криволинейность профиля. При разработке рас-
четной схемы повышенной точности, во-первых, следует учесть криволиней-
ность профиля, а во-вторых, повысить точность аппроксимации интенсивности 
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вихревого слоя на каждой панели, сделав соответствующее распределение ку-
сочно-линейным или кусочно-квадратичным. 

Учет каждого фактора в отдельности позволяет обеспечить лишь незначи-
тельное повышение точности и не повышает порядок точности схемы. 

Известно [1], что интенсивность вихревого слоя неограниченно возрастает 
вблизи «внешних» угловых точек профиля (т. е. в тех случаях, когда угол между 
касательными к сторонам угла больше развернутого, если смотреть со стороны 
потока), поэтому гладкие части профиля при построении схем повышенного 
порядка точности с необходимостью следует аппроксимировать гладкими кри-
выми. Будем предполагать, что форма профиля известна точно и она описыва-
ется кусочно-гладкими параметрическими зависимостями = ( ),x x t = ( ),y y t  
 [0, 2 ).t  Таким образом, можно считать, что известны не только координаты 

отдельных точек на профиле, определяющих концы панелей, но и направления 
касательных к профилю в этих точках. 

Потребуем, чтобы кривая, аппроксимирующая профиль, проходила через 
заданные точки, а также имела в этих точках то же направление касательной, 
что и исходный профиль. 

Обозначим начало и конец i-й панели через iC  и 1iC   (эти точки соответ-
ствуют значениям параметра = it t  и 1= it t   в параметрических уравнениях 
профиля); пусть 0

i
  — единичный вектор, сонаправленный с вектором 1;i iC C 


 

0
in  — единичный вектор, ортогональный вектору 0

i
  (рис. 2). Под «панелью 

профиля» теперь будем понимать прямолинейный отрезок, соединяющий точ-
ки iC  и 1;iC   при этом в общем случае участки профиля имеют с соответствую-
щими панелями лишь общие концы. 

  Рис. 2. Кусочно-полиномиальная аппроксимация профиля  
 
На каждой панели введем локальную систему координат ,i i iC    тогда точ-

ки iC  и 1iC   имеют локальные координаты (0, 0)  и ( , 0),iL  где 1=| |.


i i iL C C  Для 

построения интерполяционной кривой сначала вычислим тангенсы углов 
наклона касательной к панели i  и i  (см. рис. 2), используя следующие соот-
ношения:  
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1 1

1 1

( )sin ( )cos ( )sin ( )costg = ; tg = .
( )cos ( )sin ( )cos ( )sin

i i i i i i i i
i i

i i i i i i i i

x t y t x t y t
x t y t x t y t

 

Здесь i  — угол между i-й панелью и осью ;Ox  x , x , y , y  — право- и лево-
сторонние производные параметрических зависимостей ( )x t  и ( ),y t  вычисляе-
мые в соответствующих точках; i  и i  могут принимать значения из проме-
жутка  /2; /2 .   

Уравнение, задающее положение интерполяционной кривой, аппроксими-
рующей исходный профиль, в локальной системе координат над i-й панелью 
имеет вид  

 

( )( ) = ,i
i i i

i i

Lp a b
L L

      
   

где условия (0) = 0,ip  ( ) = 0i ip L  выполняются автоматически, коэффициенты ia  и 
ib  определяют из условий  (0) = tg ,i ip    ( ) = tg :i i ip L  = tg ,i ia   = tg tg .i i ib  

С учетом изложенного положение произвольной точки М, лежащей на ин-
терполяционной кривой и имеющей координату (абсциссу)   в локальной си-

стеме координат, задает радиус-вектор 0 0( ) = ( ) .i ii iOM OC p n   
     

Если участок исходного профиля над i-й панелью представляет собой глад-
кую кривую класса 4 ,C  погрешность аппроксимации профиля будет величиной 
порядка 4( ).iO L  Этот результат легко получить, построив соответствующие раз-
ложения по формуле Тейлора. 

Аппроксимируем неизвестное распределение интенсивности вихревого 
слоя на участке профиля над i-й панелью квадратичной функцией 

 
2

2( ) = .i i i i
i iL L
 

      (8) 

 Неизвестные коэффициенты ,i  ,i  ,i  = 1, , ,i N  определяют из инте-
грального уравнения (6) с дополнительным условием (7). 

Для отыскания приближенного решения уравнения (8) при принятой зави-
симости ( )i   используем метод наименьших квадратов и поставим задачу без-
условной минимизации функции  

 
2

2

( ) ( ) ( )1= ( ) ( )
2 | | 2s r

K K

n r r s r
s dl V r dl

r s 
   

         
 

       
    

 ( ) minr
K

r dl     
 



  (9) 

по всем возможным значениям параметров ,i  ,i  ,i  .  
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И внутренний, и внешний интегралы в (9) можно заменить суммами инте-
гралов вдоль криволинейных участков профиля над панелями:  

 
2

2
=1 =1

( ) ( ) ( )1= ( ) ( )
2 | | 2i j

N N
s r

i jK K

n r r s r
s dl V r dl

r s 
   

          
  

       
   

 
=1

( ) min.
i

N
r

i K
r dl

 
    

 
 

  (10) 

Все интегралы вычисляют в локальных системах координат, при этом для 
участков профиля над i-й и j-й панелями имеем = ( )ir r 

   и = ( ) :
 

js s   

 
0 0 0 0( ) = ( ) , ( ) = ( ) .i i i j j ji i j jr OC p n s OC p n        

      
 

Якобиан преобразования координат при переходе к локальным координа-
там имеет вид  

 
2

= ( )( ) = | = 1 ( ( )) ,r
i r r ii

dlJ p
d    


 

 
и в результате, обозначая для простоты ( ( )) = ( ),i ir   

  ( ( )) = ( ),i in r n 
    

( ( )) = ( ),i ir   
    минимизируемую функцию (10) можно записать в виде  

 
2

2
=1 =10 0

( ) ( ( ) ( ))1 ( )= ( ) ( ) ( ) ( )
2 | ( ) ( )| 2

i LjLN N i i j i
j j i i

i j i j

n r s
J d V J d

r s 
       

               
  

    
   

  
       

 
 
=1 0

( ) ( ) min.
LiN

i i
i

J d   (11) 

 Поскольку информация об исходном профиле, согласно сделанным пред-
положениям, ограничивается координатами узлов и направлениями касатель-
ных в них, орт вектора касательной ( )i 

  в формуле (11) вычисляют не для ис-
ходной кривой, а для интерполянта  

 

0 0

0 0
( )( ) = .

| ( ) |
ii i

i
ii i

p n
p n
  

 
  

 
 

 
Погрешность аппроксимации орта касательной составляет величину по-

рядка 3( )iO L  для кривых класса 4 .C  Орт вектора нормали ( )in 
  выбирают орто-

гональным к ( ). 


i  
Подставляя в (11) выражение для искомого распределения интенсивности 

вихревого слоя (8) и вводя обозначения  

 
      

    
  

 
  

 
( ) ( )

2
0 0

( ) ( ( ) ( ))
( ) = ( ), ( ) = ,

( ) ( )

L Lj r rii i j r r
j i iijr r

iji j

n r s
J d I J d J

L Lr s
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получаем функцию, зависящую только от неизвестных коэффициентов ,k  ,k  
,k  = 1, , ,k N  и множителя Лагранжа :  

 

 

 

(0) (1) (2)

=1 =10
22

2

(0) (1) (2)

=1

1= ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) ( )
2

min.

LiN N
j j jij ij ij

i j

i i i i i
i i

N
i i ii i i

i

I I I

V J d
L L

J J J




        

             
  
       
 

 



 
  

Минимальное значение этой функции достигается в случае равенства нулю 
частных производных по всем переменным  

 
 (0) (1) (2)

=1 =10
(0)2

(0)
2

1= 2 ( ) ( ) ( )
2

( )1 1( ) ( ) = 0;
2 2 2
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2 2 2
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 (0) (1) (2)

=1
= = 0.

N
i i ii i i

i
J J J

    



 

 Полученные выражения могут быть записаны в более простой форме. Если 
обозначить интегралы от известных функций через 

 
   


  





( , ) ( ) ( )

0

( , ) ( )

0

= ( ) ( ) ( ) ;

= ( ) ( ) ,

Lmp q p q
mn mmnk mk

L rmp r p
mn mn mr

m

J I I J d

J I J d
L

 

неизвестные величины — через ( ) ,u
j  = 0, 1, 2,u  где (0) (1)= , = ,j jj j     

(2) = , =1, , ,jj j N    то  записанная выше СЛАУ может быть представлена  
в виде  
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2
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

2
=1 =0 =1 =1

1 1 1 1 =
2 2 2 2

r rN N N
u u r u r r u u r ri i
j ij jijk jk kr r

j u i i k k

L LJ J J J J
L L

   
            

  
 

 
 

=1 0

1= ( ) ( ) , =1, , , = 0,1, 2,
L riN

r
i ik r

i k
V I d k N r

L
 

       
 

  
 

   
2

( ) ( )

=1 =0
= .

N
u u
j j

j u
J  (12) 

Если рассматривать кусочно-линейное распределение интенсивности вих-
ревого слоя на участках профиля над панелями, то переменные r  и u  (индексы, 
по которым выполняется суммирование) в системе (12) будут принимать значе-
ния 0  и 1.  

Для приближенного вычисления всех интегралов, входящих в систему (12), 
были применены квадратурные формулы Гаусса наивысшего порядка точности, 
использующие gpn  узлов, в соответствии с которыми  

 =1
( ) ,

2 2 2

nb gp
k k

ka

b a a b b af x dx f       
 


 

где значения весовых коэффициентов k  и положения гауссовых точек ,kx  
=1, , ,gpk n  выбирают стандартным образом [14]. 

В настоящей работе использовано значение = 7.gpn  В тех случаях, когда 
приближенные формулы Гаусса не обеспечивали достаточной точности вычис-
ления интегралов, что обычно наблюдалось при вычислении интегралов по со-
седним панелям, применяли процедуру дополнительной разбивки каждой па-
нели на = 4addN  панели меньшей длины. При необходимости вновь образо-
ванные «мелкие» панели подвергали повторной доразбивке. 

Вычислительные эксперименты показывают, что учет якобиана ( )iJ   мало 
влияет на точность решения при достаточно большом числе панелей, поэтому 
на практике можно приближенно принять, что ( ) 1;iJ    это несколько упроща-
ет расчеты. 

Отметим, что при реализации описанного алгоритма в каком-либо матема-
тическом пакете (MatLAB, Mathematica и др.) могут быть использованы встро-
енные алгоритмы численного интегрирования, что может негативно влиять на 
время вычисления квадратур, однако значительно упрощает разработку соот-
ветствующих подпрограмм. 

Вычислительный эксперимент. Рассмотрим задачу расчета обтекания кру-
гового профиля радиусом = 1,R  эллиптического профиля с полуосями 1 =1,0,a  

1 = 0,5b  и профиля Жуковского с параметрами = 3,5,a  = 0,4,d  = 0,3,h  установ-
ленного под углом атаки = / 6.   

Точное аналитическое решение. Точное аналитическое решение задачи для 
эллиптических профилей и профилей Жуковского, используемое для контроля 
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точности, находят методом конформных отображений [13, 15], и для интенсив-
ности вихревого слоя на профиле можно записать формулу  

   



  
 




2

( ) 2

2 sin( ) /( )( ) = , = .
1

( )

i

i t

V t Rt H ih de
a

Re H

 (13) 

Здесь [0; 2 )t   — параметр, определяющий положение точки на профиле; па-
раметрические зависимости, задающие форму профиля, имеют вид 

( ) = Re ( ),x t z t  ( ) = Im ( ),y t z t где  

        

2
( )1( ) = ( ) ( ) = ( ) , ( ) = .

2 ( )
i taz t x t iy t t t Re H

t
 (14) 

Для эллиптического профиля следует принять  

 2 2
1 11 1= , = , = 0, = = 0,a a b R a b h d    

где 1,a  1b  — большая и малая полуоси эллипса; для профиля Жуковского 

=| |, = arctg ,hR H a
a

   а параметры a, d  и h  определяют длину, толщину и 

кривизну профиля. 
Для эллиптического профиля циркуляцию скорости  формально можно 

выбрать произвольно, в рассматриваемой модельной задаче примем  = 0 неза-
висимо от угла атаки; для профиля Жуковского циркуляцию скорости  выби-
раем из условия конечности скорости потока на кромке: ее значение пропорци-
онально скорости набегающего потока и зависит от формы профиля и его угла 

атаки: 2 2= 2 sin( )( ).V h a d       
Численное решение и оценка его точности. С использованием разрабо-

танной расчетной схемы, учитывающей криволинейность участков профиля над 
панелями, сначала вычисляли распределение интенсивности вихревого слоя по 
панелям (находили значения коэффициентов i , i  и i ), а затем выполняли 
его интегрирование вдоль панелей, чтобы получить суммарную циркуляцию 
вихревого слоя на каждой панели  

 

2

2
0

= ( ) , =1, , .
Li

i i i i i
i i

J d i N
L L
        

 
 

 
Аналогичную величину i

  определяли путем интегрирования точного ре-
шения (13):  

 

1
2 2= ( ) ( ) ( ) , =1, , ,


     

ti
i

ti

t x t y t dt i N
 

где значения параметра it  и 1it   соответствуют началу и концу i-й панели, зави-
симости ( )x t  и ( )y t  находят из формулы (14). 
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Погрешность численного решения определяется как наибольшее по модулю 
отклонение между точным и численным решением, рассчитанное по суммарной 
циркуляции вихревого слоя на панелях профиля: max= .i i

i
    

Результаты расчетов показывают примерно одинаковую погрешность для 
рассмотренных модельных задач в предположениях о кусочно-линейном и ку-
сочно-квадратичном распределении интенсивности вихревого слоя по участкам 
профиля. Следует отметить, что в случае кусочно-квадратичной аппроксимации 
матрица системы (12) становится плохообусловленной. 

Во всех рассмотренных примерах (для кругового, эллиптического профиля 
и профиля Жуковского) погрешность численного решения в указанном выше 
смысле имеет порядок 5( )O h  (рис. 3). 

  Рис. 3. Погрешность определения суммарной циркуляции на участках профиля  
над панелями (в логарифмическом масштабе) при использовании разработанной 

расчетной схемы (12):  
а — круговой профиль; б — эллиптический профиль; в — профиль Жуковского  

(штриховая линия соответствует пятому порядку точности) 
  
Заключение. Для моделирования течений вязкой несжимаемой жидкости 

вихревыми методами разработана новая расчетная схема повышенной точности 
для определения интенсивности вихревого слоя на обтекаемом профиле. По-
вышение точности решения соответствующего интегрального уравнения обес-
печивается корректным учетом криволинейной формы профиля. Распределение 
завихренности принято кусочно-линейным, либо кусочно-квадратичным, при 
этом схема допускает разрывы решения на границах панелей, что позволяет 
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корректно моделировать обтекание профилей с острыми кромками, в частно-
сти, профиля Жуковского. Вычислительные эксперименты на модельных зада-
чах, имеющих точное аналитическое решение, показывают, что предложенная 
схема обеспечивает пятый порядок точности. 
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Abstract Keywords 
The study deals with the numerical simulation of two-
dimensional viscous incompressible flow around airfoils by 
using vortex element method. The numerical scheme and 
the corresponding algorithm for this method usually pre-
suppose the replacement of the airfoil with the polygon 
which consists of panels, and the unknown vortex layer 
intensity is assumed to be piecewise-constant on the panels. 
The accuracy of this scheme varies from 2( )O h  to 3( )O h  for 
different airfoils ( h  is the panels' length). In the present 
research we developed a new high-order numerical scheme. 
The new approach assumes the vortex layer intensity to be 
not piecewise-constant, but piecewise-linear or piecewise-
quadratic on each panel. It is also important that the solu-
tion is not assumed to be continuous along the airfoil; it is 
most needed for correct simulation of the flow around air-
foil with the angular points and sharp edges. Moreover, we 
take into account the fact that the airfoil's boundary is curvi-
linear: each part of the airfoil's boundary is approximated by 
a cubic spline instead of a straight panel. In order to obtain 
linear algebraic equations, we used the least squares method 
instead of collocation-type conditions in separate control 

Vortex method, vortex layer,  
high order scheme, least squares  
method, curvature, piecewise- 
polynomial approximation 
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points or on average on the panels. We applied higher order 
of accuracy Gaussian quadrature formulas for approximate 
integrals calculation. The results of the research show that 
the developed scheme has higher accuracy order than the 
previously known schemes. For some particular model 
problems (flow around circular, elliptical and Zhukovsky 
airfoils) this approach allows us to obtain solution with 
accuracy 5( )O h  
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