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Аннотация Ключевые слова 
Построен знаковый критерий проверки гипотезы о по-
рядке уравнения скользящего среднего. Найдено асимп-
тотическое распределение статистики критерия, которое 
оказалось центральным 2-распределением при основной 
гипотезе и нецентральным 2-распределением при аль-
тернативной. Знание асимптотического распределения 
при альтернативной гипотизе позволяет рассчитывать 
асимптотическую относительную эффективность постро-
енного знакового критерия по отношению к известным 
критериям. Приведен пример вычисления асимптотиче-
ской относительной эффективности построенного знако-
вого критерия по отношению к классическому критерию, 
основанному на выборочном коэффициенте ковариации. 
Определены значения асимптотической относительной 
эффективности для нормального распределения, двойно-
го экспоненциального распределения (распределения 
Лапласа) и загрязненного нормального распределения 
(распределения Тьюки). Показано, что при засорении 
обновляющего процесса гауссовскими выбросами эффек-
тивность этого критерия может быть сколь угодно боль-
шой по сравнению с традиционным критерием, основан-
ным на выборочном коэффициенте корреляции 
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Введение. Одной из основных задач теории случайных процессов является 
идентификация описывающих их моделей. Для процессов, описываемых урав-
нением авторегрессии скользящего среднего (ARMA-процессов), идентифика-
ция сводится к оцениванию коэффициентов соответствующего разностного 
уравнения и к определению порядка этого уравнения. Классические методы 
идентификации, предполагающие гауссовость наблюдаемых процессов, рас-
смотрены, например, в работах [1–5]. Однако, как показала практика, предпо-
ложения о гауссовости обычно нарушаются, что может снизить эффективность 
классических методов. Это обстоятельство привело к появлению альтернатив-
ных робастных методов, которые не теряют эффективность при отклонении 
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распределения вероятности наблюдаемого случайного процесса от гауссов-
ского [6–9]. Наиболее распространены из робастных методов оценивания ко-
эффициентов уравнения ARMA-процесса ранговые методы [10, 11], метод 
наименьших модулей [12], знаковые методы [13, 14] и методы, обобщающие ме-
тод максимального правдоподобия [15]. 

Другая важная задача теории ARMA-процессов —  задача определения по-
рядка соответствующего разностного уравнения. Для гауссовских процессов эта 
задача была решена в работе [16]. Однако построенные в указанной работе кри-
терии имеют низкую эффективность при нарушении предположения о гауссо-
вости обновляющего процесса. Критерии, более устойчивые к предположению 
о нарушении гауссовости, были предложены в работе [17] и основываются на 
рангах остатков наблюдений. В настоящей работе для процесса скользящего 
среднего построен знаковый критерий проверки гипотезы о порядке разностно-
го уравнения. Показано, что при засорении обновляющего процесса гауссов-
скими выбросами эффективность этого критерия может быть сколь угодно 
большой по сравнению с традиционным критерием, основанным на выбороч-
ном коэффициенте корреляции. 

Постановка задачи. Рассмотрим устойчивую модель скользящего среднего  

 1 1= , = 0, 1, 2, ,i i i q i qu i           (1) 

где 1, , nu u  —  наблюдения; i  —  независимые одинаково распределенные 
случайные величины с неизвестной плотностью распределения вероятности 

( );f x  1= ( , , )q    —  неизвестный вектор параметров. Устойчивость означа-
ет, что корни характеристического уравнения  

 0
=0

( ) = = 0, =1,
q

q j
j

j
M z z    (2) 

лежат внутри единичного круга. Предположим, что на функцию распределения 
( )F x  случайных величин i  наложены следующие условия:  

 1
1 1(0) =1/ 2, E = 0, E| | < , 0 < 1.rF r     (3) 

Проверим гипотезу 0H  о том, что наблюдения 1, , nu u  описываются схе-
мой (1), в которой 0= ,j j   =1, , ,j q  где 0 0

1 , , q   —  неизвестные коэффици-
енты. Альтернативная гипотеза будет заключаться в том, что наблюдения 

1, , nu u  также описываются схемой  

 1 1= , = 0, 1, 2, ,i i i m i mu i           (4) 

где > ,m q  0 0 0
1= , =1, , , = = = 0;j

j mqj
K

j m
n        1, , mK K  —  некоторые 

постоянные. 
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Следовательно, хотим проверить гипотезу о том, что порядок уравнения 
скользящего среднего равен ,q  против альтернативной гипотезы, состоящей в 
том, что истинный порядок , > .m m q  

Приступим к построению соответствующего критерия. Для удобства изме-
ним нумерацию наблюдений и предположим, что наблюдаются величины 

1 , , .q nu u   

Пусть 1ˆ ˆ ˆ= ( , , )q    любые -состоятельныеn оценки неизвестных пара-

метров , т. е. ˆ( ) = (1)pn O  при .n  Если в условии (3) =1r  (существует 
конечный второй момент 2

1E ), то в качестве параметра ̂  можно использовать, 
например, оценку наименьших квадратов, или M-оценку [18]. Если выполнено 
условие (3) с <1,r  то для симметричных распределений можно применять  
Ra-оценку, полученную в работе [19]. 

Примем 1ˆ ˆ= = = 0,q m   1 0ˆ ˆ= 0, , = 0,m    

 
=1

ˆ ˆ ˆ= , =1, , ,
q

k k j k j
j

u k n      

 
= 1

1ˆ ˆ ˆ( ) = ( ), =1, 2, ,sign
n

t k k t
k t

t
n




      

 
= 1

1= ( ), =1, 2,sign
n

t k k t
k t

t
n




     

Определим последовательность ,ka  1 ,k m   рекуррентной формулой  

 
=1

= , > 0,
m

k j k j
j

a a k   (5) 

с начальными условиями  

 1 1 0= = = 0, =1.ma a a   (6) 

Обозначим 
0

1E = ( ) .xf x dx


   

  
 Теорема 1. Если верна гипотеза 1H  и выполнены условия (3), то при n  

для всех =1,2,t    

 1
=1 = 1

ˆ ˆ( ) = 4 (0)E ( ) (1).
q m

t t j j t j j t j p
j j q

f n a K a o
 



 
         

 
    

 ◄ Определим последовательность ˆ ,ka  1 ,k m   рекуррентной формулой 

=1
ˆˆ ˆ= , > 0,

m
k j k j

j
a a k   с начальными условиями 1 1 0ˆ ˆ ˆ= = = 0, =1.ma a a  Отме-
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тим, что 
1

1 0
=0

ˆ ˆˆ= , > 0, = = = 0.
n

n k n k m
k

a u n


      Поскольку уравнение (1) пред-

полагают устойчивым, то имеет место представление 
=0

= ,n k n k
k

a u


   где коэффи-

циенты ,ka  0,k   удовлетворяют рекуррентному соотношению (5) с начальны-

ми условиями (6), и ряд 
=0

k
k

a


  сходится абсолютно. Обозначим  

 т
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ= = ( , , ) ;m m       

 
1 1

=1 =1
ˆ ˆ= , = , =1, , , = 2, , ;

k k
k j i j k i k j i j k i

i i
v a v a j m k n

 

           

 
 т т

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ=( , , ) , =( , , ) , = 2, , ;k k k m k k k mV v v V v v k n         

 т
1 1 1

=

ˆˆ ˆ( ) = ( ) , = 2, , ;k k k i k i
i k

V V a u k n


           

 ˆ= , > .k k k k m      

Отметим, что  

 т
1 1ˆ ˆ= ( ), = 2, , .k k kV k n       (7) 

Обозначим  

 
1, если  < ;

( ) =
0, если  .

k
k

k

x
x

x


   
 

Тогда ˆ ˆ( ) =1 2 ( < 0) =1 2 ( ).sign k k k kI       Найдем разность ˆ( ) .t t     Имеем  

 = 1

1 2
= 1

1ˆ( ) = (1 2 ( ))(1 2 ( ))

1 (1 2 (0))(1 2 (0) = 4 4 (1), ,

n
t t k t k t k k

k t
n

k t k p
k t

n

S S o n
n

 





          

       




 

где  

 
1

= 1

т
1

= 1 = 1

1= ( ( ) ( ) (0) (0))

(0) 1ˆ (0) ( ( ) (0));

n
k t k t k k k t k

k t

n n
k t k k k k

k t k t

S
n

f V
n n

  


 
 

       

       



 
 

  2
=1 = 1

1ˆ= (0) ( ) ;
m n

j j k
j k t

S f n
n 
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1

=1
= (0) , = 1, , .

k
k k t i j k i

i
a k t n



        

Из независимости и одинаковой распределенности ,k  = 0, 1, 2, ,k     следу-
ет, что  

 1E = E( (0) ) = E , = 1, , .k t j k k i t ja a k t n
         

Поэтому на основании закона больших чисел при n  имеем 

 1
= 1

1 = E (1), =1, , , > 0.
n

k t j p
k t

a o j m t
n





     

Таким образом, при n   

 2 1
=1 = 1

ˆ= (0)E ( ) (1), > 0.
q m

j j t j j t j p
j j q

S f n a K a o t
 



 
     
 
   

Применяя метод перехода от верхней грани по континууму значений  на 
отрезке [ , ]n n   к верхней грани по конечным множествам [20] 

 ln= 2 3 , = 0,1, ,3 , ,
4 ln 3

n nm m
s n

nn s n s m
m

   
      

получаем, что при всех   таких, что  

 2 1 1 1max , < < ,
4 1 2 2 1 2

m r
m r

     
 

справедливо P

| |
| ( ) | 0, .sup

n
z n

 

    

В силу ограниченности по вероятности ˆn  для любого > 0  и определен-
ного выше    

 
   

 
1 1

1/2

| |

P{ > } P > ,| | P | |>

ˆP | ( )|> P | |> 0, ,sup
n

S S n n

z n n n

 





       

         
  

 

что и завершает доказательство теоремы. ► 
Из теоремы 1 вытекает следствие.  
Следствие 1. Если верна гипотеза 0 ,H  то при n   

  0
1

=1
ˆ ˆ( ) = 4 (0)E (1), , > 0.

q

t t j t j pj
j

f n a o n t
          (8) 
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 Величины ,t  =1, 2, ,t   в любом конечном наборе совместно асимптоти-
чески при n  нормальны со средним 0 и дисперсией 1, а также независимы. 
Однако в силу (8) для величин ˆ( )t   это неверно, их распределение и при гипо-
тезе 0H  зависит от параметров 1, , q   и оценок 1ˆ ˆ, , .q   Чтобы избежать 
этого затруднения, введем величины  

            0 0 0
11ˆ ˆ ˆˆ = ( ) ( ) ( ), = 1, ,t t q t qtc t q  

и  

         0 0 0
11= , = 1,t t q t qtc t q  

Согласно (8), при гипотезе 0H  и n  для всех = 1,t q   имеем  

  0 0 0 0
1

=1 =0
ˆˆ = 4 (0)E (1) = (1), ,

q q

t t j t i j p pij
j i

c c f n a o o n
          (9) 

так как в силу определения величин ,ka  > 0,k  0

=0
= 0

q

t i ji
i

a    при любых 

=1, ,j q  и = 1,t q    
Очевидно, что величины 0 ,tc  = 1, , ,t q m   совместно асимптотически при 

n  нормальны с нулевым средним и ковариационной матрицей  

 | |
0 0

| |
=0

0, | |> ;
=

, | | .
q t s

ts
j j t s

j

t s q
R

t s q
 

 



    


 (10) 

Из (9) следует, что при гипотезе 0H  величины 0ˆ ,tc  =1, , ,t m  имеют такое 
же асимптотическое распределение. 

Заменяя неизвестные 0 0
1 , , q   -состоятельнымиn  оценками 1ˆ ˆ, , ,q   

получаем статистики  

 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ = ( ) ( ) ( ), = 1, , ,t t t q t qc t q m             

которые при гипотезе 0H  совместно асимптотически при n  нормальны  
с нулевым средним и ковариационной матрицей (10). 

При гипотезе 1H  в силу теоремы 1 запишем  

 10 0 0
1

= 1 =0

4 (0)E (1), = 1, , ;ˆ = 4 (0)E (1) =
(1), = 1,

qm t p
j t i j pt t i

pj q i

f K o t q m
c c f K a o

o t q




 


  
     

 



 

Аналогично предыдущему случаю получаем, что при гипотезе 1H  величины 
ˆ ,tc  = 1, , ,t q m   совместно асимптотически при n  нормальны со сред-
ними  
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 14 (0)E , = 1, , ;
=

0, = 1,
t

t
f K t q m

t q

 
  




 

и ковариациями (10). 
Введем вектор т

1ˆ ˆ ˆ=( , , ) .q mC c c   Пусть ˆ ˆ=( ),tsR R где R̂  получается заменой в 
R  неизвестных 0 0

1 , , q   оценками 1ˆ ˆ, , .q   Статистикой критерия для про-
верки гипотезы 0H  возьмем статистику т 1ˆ ˆˆ .C R C  Таким образом, можно сфор-
мулировать следующую теорему.  

 Теорема 2. Если выполнены условия (3), то при гипотезе 0H  статистика 
т 1ˆ ˆˆC R C  асимптотически при n  распределена как 2  с m q  степенями 

свободы, а при гипотезе 1H  как нецентральный 2  с m q  степенями свободы 
и параметром нецентральности т 1

1 1( , , ) ( , , ).q m q mR
       

 Согласно теореме 2, проверить гипотезу 0H  против альтернативной  
гипотезы 1H  можно с помощью статистики т 1ˆ ˆˆ ,C R C  отклоняя гипотезу 0H  в 
пользу гипотезы 1H  на уровне значимости ,  если т 1 2

1
ˆ ˆˆ > ( ),C R C m q

   где 
2
1 ( )m q   —  квантиль 2-распределения  с m q  степенями свободы. Кроме 

того, знание распределения статистики т 1ˆ ˆˆC R C  при альтернативной гипотезе 
1H  позволяет сравнивать эффективность этого критерия с другими критерия-

ми, как это видно из приведенного ниже примера. 
Пример. Сравним эффективность построенного знакового критерия с 

классическим критерием, основанным на выборочном коэффициенте корреля-
ции. Пусть для простоты = 0,q  =1,m  т. е. гипотеза 0H  состоит в том, что ku  —  
последовательность типа белого шума, а при альтернативной гипотезе 1H  про-
цесс ku  подчиняется уравнению скользящего среднего первого порядка  

 1= , = 0, 1, 2,i i i
Ku i
n

       

Если ku  удовлетворяет уравнению 1= , = 0, 1, 2, ,i i iu i      то вы-
борочный коэффициент корреляции  

 
1

=2

2

=2

=

n
k k

k
n n

k
k

u u
r

u




 

асимптотически нормален с математическим ожиданием 2=
1





 и дисперсией 

2 2 4=1 3 4 .w      Обозначим 1( )= ( ).n nT nw r   Статистика ( )nT   имеет 
стандартное нормальное распределение. Классический критерий отклоняет гипоте-
зу 0=   в пользу альтернативной гипотезы 0    на уровне значимости ,   
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если 2 2
0 1 /2( )> ,nT    где 2

1 /2  —  квантиль 2-распределения уровня 1 / 2   с од-
ной степенью свободы. В связи с этим при альтернативной гипотезе 1H  статистика 

( )nT   имеет нецентральное 2-распределение с параметром нецентральности 2 .K  
Следовательно, асимптотическая относительная эффективность (АОЭ) знакового 
критерия относительно классического критерия, определяемая как отношение па-
раметров нецентральности, равна  2

1= 4 (0)E .e f   
Вычислим АОЭ e для различных распределений обновляющего процесса 

.t  Если процесс t  имеет стандартное нормальное распределение плотностью 
2/21( ) = ,

2
xf x e


 то эффективность знакового критерия низка, поскольку 

2= 4 / .e   Другими словами, знаковому критерию необходимо в 2 / 4 2, 4674   
раз больше наблюдений для достижения выводов той же надежности, которые 
дает классический критерий. Если процесс t  имеет двойное экспоненциальное 
распределение плотностью | |( ) = (1/ 2) xf x e , то =1,e  что свидетельствует об 
одинаковой эффективности двух критериев. 

Рассмотрим типичную на практике ситуацию, когда процесс t  в большин-
стве своем представляют стандартные нормальные величины, однако с неболь-
шой вероятностью   среди них попадаются нормальные случайные величины с 
нулевым средним и большей дисперсией 2 >1.  Другими словами, пусть про-
цесс t  имеет загрязненное нормальное распределение (распределение Тьюки), 
плотность распределения вероятности которого имеет вид  

 22 2/2 /(2 )1 1( ) = (1 ) .
2 2

x xf x e e     
 

 

Тогда  

 
2 2

2 2
4( ) (1 )= .e       

 
 

Значение АОЭ может быть сколь угодно большим, если при > 0  и >0  
доля загрязнений   стремится к единице или величина загрязнений   стремит-
ся к бесконечности. Например, = 2,1365e  при = 0, 2  и =10.  

Выводы. Определен знаковый критерий проверки гипотезы о порядке 
уравнения скользящего среднего. Установлено, что асимптотическое распреде-
ление статистики критерия является центральным 2-распределением при  
основной гипотезе и нецентральным 2-распределением при альтернативной 
гипотезе. С помощью асимптотического распределения при альтернативной 
гипотезе можно находить асимптотическую относительную эффективность по-
строенного знакового критерия по отношению к уже известным критериям. 
Рассмотрен пример вычисления асимптотической относительной эффективно-
сти построенного знакового критерия по отношению к классическому крите-
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рию, основанному на выборочном коэффициенте ковариации. Определены зна-
чения асимптотической относительной эффективности для нормального рас-
пределения, двойного экспоненциального распределения (распределения 
Лапласа) и загрязненного нормального распределения (распределения Тьюки). 
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Abstract Keywords 
The article deals with constructing the sign test for the 
hypothesis about the order of  equation in moving average. 
We found the asymptotic distribution of the test statistics 
which appeared to be the central 2-distribution under the 
null hypothesis and the noncentral 2-distribution under 
the alternative one. Knowing the asymptotic distribution 
makes it possible to calculate the asymptotic relative 
efficiency of the constructed sign test criterion with respect 
to the known criteria. In our research we give an example 
of calculating the asymptotic relative efficiency of the 
constructed sign test criterion in relation to the classical 
criterion, based on a sample covariance ratio. Moreover, 
we determine the values of the asymptotic relative 
efficiency for a normal distribution, the double exponential 
distribution (Laplace distribution) and contaminated 
normal distribution (Tukey distribution). It is shown that 
if the innovation process in the moving average model is 
contaminated with Gaussian outliers, the asymptotic 
relative efficiency of this test can be arbitrarily large 
compared to the traditional criterion, based on a sample 
correlation coefficient 

Moving average model, hypothesis 
about the order of the equation, sign 
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