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Аннотация Ключевые слова 
На основе двойственной вариационной формулировки 
стационарной задачи теплопроводности в неоднород-
ном анизотропном твердом теле построены двусторон-
ние оценки главных значений тензора теплопроводно-
сти с учетом взаимного расположения поперечных 
сечений анизотропных армирующих волокон в плоско-
сти, перпендикулярной их осям. Рассмотрены варианты 
расположения поперечных сечений волокон, при кото-
рых композит по отношению к свойству теплопровод-
ности является трансверсально изотропным или орто-
тропным. Построенные оценки ограничивают область 
возможных значений компонент тензора теплопровод-
ности изучаемого композита, что позволяет провести 
объективный сравнительный анализ расчетных зависи-
мостей, полученных с использованием различных под-
ходов и предназначенных для определения искомых 
характеристик. Представлены оценки наибольшей по-
грешности, возникающей при выборе в качестве иско-
мых значений каждой компоненты тензора теплопро-
водности композита полусуммы ее граничных значений. 
Установлены области определяющих параметров, в 
которых расчетные зависимости позволяют получить 
надежные результаты при значительном различии теп-
лопроводности матрицы композита и волокон  

Однонаправленный волокнистый 
композит, двойственная вариа-
ционная формулировка задачи 
установившейся теплопроводно-
сти, тензор эффективной теп-
лопроводности  
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Минобрнауки России и государственного задания по проекту 1.2640.2014 

Введение. Механические характеристики волокнистых композитов определяют 
их все более широкое использование в технике в качестве современного кон-
струкционного материала [1–3]. Одно из существенных преимуществ волокни-
стых композитов заключается в том, что технологический процесс их получения 
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как конструкционного материала обычно совмещен по времени c изготовлени-
ем конструкции из этого материала [4, 5]. Достаточно часто применяемыми во-
локнистыми композитами являются однонаправленные композиты. Структура 
однонаправленного волокнистого композита состоит из одинаково ориентиро-
ванных в пространстве сравнительно длинных армирующих волокон, располо-
женных в отвержденном связующем, которое образует матрицу композита. 
Подбор свойств волокон и материала матрицы позволяет увеличить диапазон 
возможного изменения характеристик волокнистых композитов и тем самым 
расширить область применения композита. Для теплонапряженных конструк-
ций, подверженных интенсивным механическим и тепловым воздействиям, 
кроме механических характеристик важны и теплофизические характеристики 
конструкционного материала (в том числе его теплопроводность) [6]. 

Однонаправленный волокнистый композит по отношению к теплопровод-
ности является анизотропным материалом, характеризуемым тензором второго 
ранга эффективной теплопроводности. Компоненты этого тензора зависят от 
параметров, которые входят в математическую модель теплового взаимодей-
ствия волокон и матрицы в таком композите. Существуют различные подходы к 
построению модели [7–11], позволяющие получить расчетные зависимости для 
количественной оценки компонент тензора эффективной теплопроводности 
однонаправленного волокнистого композита. 

Используемый в настоящей работе вариационный подход основан на мо-
дификации двойственной вариационной формулировки задачи установившейся 
теплопроводности в неоднородном анизотропном твердом теле [12]. Эта фор-
мулировка включает в себя два альтернативных функционала (минимизируе-
мый и максимизируемый), достигающих на истинном решении задачи совпада-
ющих экстремальных значений. Значение минимизируемого функционала на 
любом из приближенных решений задачи будет не меньше, чем на истинном, а 
значение максимизируемого — не больше, чем на истинном решении. Такое 
свойство двойственной вариационной формулировки задачи позволяет устано-
вить двусторонние границы возможных значений компонент тензора эффек-
тивной теплопроводности рассматриваемого композита как неоднородного 
анизотропного твердого тела и оценить наибольшую погрешность, если каждую 
искомую компоненту приравнять полусумме установленных граничных значе-
ний. Вариационный подход реализован в настоящей работе путем рассмотрения 
представительного элемента структуры композита, отражающего свойства ком-
позита и учитывающего взаимное расположение армирующих волокон. 

Основные соотношения. Пусть однонаправленный волокнистый композит 
занимает односвязную область V, в которой отсутствуют объемные источники 
(или стоки) тепловой энергии. Тогда установившееся распределение температу-
ры ( ),T M  ,M V  зависящее от положения точки M  в области ,V  будет удовле-
творять дифференциальному уравнению [13]: 
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 ( ( ) ( )) = 0 ,M T M M V   λ   (1) 

где   — векторный дифференциальный оператор Гамильтона; λ  — тензор 
второго ранга теплопроводности композита; знак «·» обозначает операцию 
свертки по одинаковым индексам этих сомножителей при их координатном 
представлении. 

Для однозначного решения уравнения (1) необходимо располагать гранич-
ными условиями на поверхности S  области .V  Выделим на этой поверхности 
участки TS S  и = \ .q ТS S S На участках TS  примем известными распределения 
температуры, определяемые по равенству  

 ( ) = ( ) ,T TT N f N N S    (2) 

где ( )Tf N  — заданная функция, зависящая от положения точки N  на участ- 
ках .ТS  На участках qS  граничные условия запишем как  

 ( ) ( ) ( ) = 0 .q qN T N f N N S    n λ   (3) 

Здесь ( )Nn  — единичный вектор внешней нормали к поверхности S  в точках 
;qN S  ( )qf N  — заданная функция, зависящая от положения точки N  на 

участках .qS  
Уравнение (1) и граничные условия (2), (3) составляют дифференциальную 

формулировку задачи установившейся теплопроводности в неоднородном ани-
зотропном композите, расположенном в рассматриваемой области .V  Этой 
формулировке можно поставить в соответствие вариационную формулировку 
задачи, содержащую минимизируемый функционал  

     
1[ ]= ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
2 q

V Sq

J U T M M T M dV M f N T N dS Nλ   (4) 

Функционал (4) допустимо рассматривать на множестве непрерывных в об-
ласти V  и кусочно дифференцируемых в ней функций ( ),T M  ,M V  удовле-
творяющих в качестве дополнительного условию (2) на участках TS  поверхно-
сти .S  Этот функционал является строго выпуклым (вниз) [12, 14] и в стацио-
нарной точке *( ),T M  = ,M V V S   достигает наименьшего значения  

     * * * *1[ ]= ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
2 q

V Sq

J T T M M T M dV M f N T N dS Nλ  (5) 

В случае достаточной гладкости функции *( )T M  она будет удовлетворять 
дифференциальной формулировке задачи, включающей в себя дифференциаль-
ное уравнение (1) и граничные условия (2), (3). 

Область определения функционала (4) можно расширить введением век-
торной функции ( ) = ( ) ( ),M M T M q λ  ,M V  соответствующей вектору 
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плотности теплового потока. Если наложить на эту функцию дополнительные 
условия, определяемые по уравнению  
 ( )= 0M M V  q   (6) 

и равенству  
 ( ) ( ) = ( ) ,q qN N f N N S  q n   (7) 

то получим альтернативный по отношению к функционалу (4) максимизируе-
мый функционал  

      1[ ]= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2 T

V ST

I M M M dV M f N N N dS Nq q ρ q q n   (8) 

где ̂  — тензор второго ранга, обратный тензору  .λ  Функционал (8) допустимо 
рассматривать на множестве непрерывно дифференцируемых в области V  век-
торных функций ( ),Mq  ,M V  удовлетворяющих уравнению (6) и равенству 
(7) и интегрируемых на участках TS  поверхности .S  Функционал (8) является 
строго выпуклым вверх [12, 14] и в стационарной точке *( ),Mq ,M V  достига-
ет наибольшего значения *[ ],I q  совпадающего со значением *[ ],J T  определяе-
мым по формуле (5). 

Альтернативные функционалы (4) и (8) в сочетании с соотношением  

   * *[ ] [ ] [ ] [ ]J T J T I Iq q   (9) 

составляют двойственную вариационную формулировку задачи установившей-
ся теплопроводности в неоднородном анизотропном твердом теле. Использо-
вание этой формулировки позволяет установить двусторонние границы, между 
которыми должны быть расположены искомые значения тензорных характери-
стик теплопроводности однонаправленного волокнистого композита, а также 
оценить наибольшую возможную погрешность, которая возникает в случае 
приравнивания этих характеристик полусумме установленных граничных зна-
чений.  

 Представительный элемент структуры композита. В качестве области ,V  
занятой однонаправленным волокнистым композитом, выберем прямоуголь-
ный параллелепипед со сторонами ,B  =1, 2, 3,  объемом 0 1 2 3= .V B B B  В одной 
из вершин этого параллелепипеда поместим начало прямоугольной декартовой 
системы координат 1 2 3,Ox x x  координатные оси которой направлены вдоль ре-
бер, исходящих из этой вершины. Примем, что все волокна ориентированы па-
раллельно координатной оси 3.Ox  

Матрицу композита полагаем изотропной с коэффициентом теплопровод-
ности ,  а волокна — трансверсально изотропными с главными значениями 
тензора теплопроводности 1 2= =     и 3 = ,   определенными в выбранной 

системе координат. В этом случае главные оси тензора 
*

λ  эффективной тепло-
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проводности композита будут совпадать с координатными осями .Ox  Главные 

оси тензора *ˆ ,  обратного тензору  *
,λ  также совпадают с координатными  

осями. 
Выделенный прямоугольный параллелепипед является представительным 

элементом структуры однонаправленного волокнистого композита и обладает 
идентичными с ним характеристиками теплопроводности. При одинаковом для 
всех волокон радиусе r  предельное значение *

VC  их объемной концентрации 
VC  будет равно / 4 0, 7854.   Если на двух противоположных гранях паралле-

лепипеда задать не равные значения температуры, то применение двойственной 
вариационной формулировки в виде сочетания альтернативных функциона- 

лов (4), (8) и соотношения (9) позволяет оценить главное значение тензора 
*
,λ  

соответствующее координатной оси, перпендикулярной этой грани. Последова-
тельное изменение выбираемых противоположных граней параллелепипеда да-
ет возможность получить оценки для всех трех главных значений этого тензора, 
характеризующих полусумму установленных граничных значений.  

 Теплопроводность композита вдоль волокон. Применим двойственную 
вариационную формулировку задачи установившейся теплопроводности к 

оценке главного значения *
3  тензора 

*
λ  эффективной теплопроводности од-

нонаправленного волокнистого композита в направлении, параллельном во-
локнам. На грани 3 = 0x  прямоугольного параллелепипеда зададим нулевое 
значение температуры, а на грани 3 3=x B  — значение 3.T Остальные грани па-
раллелепипеда полагаем идеально теплоизолированными. Примем в области ,V  
соответствующей выбранному выше представительному элементу структуры 
композита, в качестве допустимого для функционала (4) линейное распределе-
ние температуры 3 3 3 3( ) = / .T x T x B  Тогда этот функционал будет равен  

 
2

3
3 32

3
= ( ) ( ).

2 V

TJ M dV M
B

 

Здесь 3 = ,   если точка M V  принадлежит подобласти, занятой матрицей 
композита, и 3 = ,   если эта точка соответствует волокну. В результате полу-
чим  

  
 2

3 1 23
3

1
= ,

2
V VC C

J T B B
B

   (10) 

где = / .     
Принятому линейному распределению температуры соответствует вектор 

q  плотности теплового потока, имеющий единственные составляющие 
3 3 3= / = constq T B   в матрице и 3 3 3= / = constq T B  в волокнах, что приве-

дет к значению максимизируемого функционала (8)  
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2

1 23 2 2
3 3 3 1 2 3 33

3
= (( ) (1 ) ) ( (1 ) ),

2 V V V V
T B BI q C q C U B B q C q C

B
         

  

где =1/ ,    =1/    — главные значения тензора ̂  в формуле (8) при рас-
положении точки M  в подобласти, занятой матрицей или волокнами. После 
подстановки в приведенное равенство формул для составляющих вектора плот-
ности теплового потока получим значение 3,I  совпадающее со значением 3J  
(10). Таким образом, в соответствии с соотношением (9) следует принять 

*
3 3[ ]= .J T J  

Если композит принадлежит области V  с однородной анизотропной сре-
дой и искомыми эффективными характеристиками композита, определяемыми 

тензором 
*
,λ  то принятое выше распределение температуры будет при такой 

замене истинным: *
3 3 3 3( )= / .T x T x B  Тогда из формулы (5) получим  

  1 2* * 2
3 3 3

3
[ ]=

2
B BJ T T

B
 

и с учетом равенства (10) запишем  

 *
3 = (1 ).V VC C   

   (11) 

Оценка (11) совпадает с известной формулой, получаемой обычно с применени-
ем правила смеси [7, 10]. Следует отметить, что оценка *

3  достаточно хорошо 
согласуется с немногочисленными экспериментальными данными измерения 
коэффициента теплопроводности однонаправленного волокнистого композита 
вдоль волокон [2, 5].  

 Теплопроводность композита поперек волокон. Если на противополож-
ных гранях 1 = 0x  и 1 1=x B  (или 2 = 0x  и 2 2=x B ) параллелепипеда задать зна-
чения температуры = 0T  и 1=T T  (или = 0T  и 2= ),T T  а остальные грани пола-
гать идеально теплоизолированными, то каждое сечение этого параллелепипе-
да, перпендикулярное координатной оси 3,Ox  допустимо рассматривать неза-
висимо, т. е. задачу установившейся теплопроводности свести к двумерной в 
прямоугольнике со сторонами 1B  и 2 ,B параллельными координатным осям 

1Ox  и 2.Ox Начало системы координат 1 2Ox x  выберем в вершине прямоуголь-
ника. В двумерном случае минимизируемый функционал (4) примет вид  

     
1[ ]= ( ( )) ( ) ( ) ( ), ,
2 F

J T T M M T M dF M M Fλ   (12) 

где 1 2=F B B  — площадь прямоугольника; при задании на гранях 1 = 0x  и 1 1=x B
параллелепипеда значений температуры = 0T  и 1=T T  функционалу (8) будет 
соответствовать максимизируемый функционал  

 


       1 1
1 ˆ[ ]= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .
2 F

I q M M M dF M T q P d P Pq q   (13) 
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Здесь 1( )q P  — проекция вектора q  на координатную ось 1Ox  в точках P   
стороны   прямоугольника длиной 2 ,B  на которой задано значение темпера-
туры 1.T  

Вместо равенства (5) теперь следует записать  

    * * *1[ ]= ( ( )) ( ) ( ) ( ).
2 F

J T T M M T M dF Mλ   (14) 

При этом соотношение (9) сохраняет силу в виде  

 * *[ ] [ ]= [ ] [ ].J T J T I I    q q   (15) 

Волокна в плоскости прямоугольника будут представлены круговыми по-
перечными сечениями радиусом ,r  равным радиусу волокон. При хаотическом 
расположении поперечных сечений волокон все направления в плоскости пря-
моугольника равноправны, а эффективные характеристики теплопроводности 
композита не зависят от выбора конкретного направления, т. е. композит в этой 
плоскости является изотропным с искомыми главными значениями * *

1 2=   тен-

зора теплопроводности 
*
,λ  а с учетом главного значения *

3  будет трансвер-
сально изотропным относительно координатной оси 3,Ox  параллельной волок-
нам. Тогда при выборе в прямоугольнике допустимого для функционала (12) 
одномерного распределения температуры 1 1 1 1( ) = /T x T x B  значение этого функ-
ционала составит  

    2
1 21

1

1= ,
2
V VC CJ T B

B
 

где = / .    
Для функционала (13) в качестве допустимого распределения вектора q  

примем постоянное значение 1q  единственной составляющей вектора, соответ-
ствующей его проекции на координатную ось 1,Ox  и запишем  

      
2

1 21
1 1 2 1= ( (1 ) ) .

2 V V
q B BI C C T B q  

Здесь =1/    — главное значение тензора ̂  в формуле (13) при расположе-
нии точки M  в подобласти, занятой волокнами. Значение 1q  следует из необхо-
димого условия 1 1/ = 0dI dD  максимума функционала (13) и равно 

1 1 1= ( / )/(1 / ),V Vq T B C C     = / .    В результате находим  

 
  

 2
2 11

1
/(2 )= .

1 /V V

T B BI
C C

 

В случае однородной среды с оцениваемым главным значением *
1  тензора 

 *
λ  эффективной теплопроводности композита принятое рспределение темпе-
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ратуры является истинным, поэтому согласно равенству (14) получим 
 * * 2

1 2 11[ ]= /(2 ).J T T B B  Используя значения 1,J   1,I  *[ ]J T  и соотношение (15), 
определяем двусторонние оценки  

       
       

       

*
1 11

1 1 1
1= = 1 = = = .

1 /V V
V V

C C
C C

  (16) 

Аналогично можно независимо получить идентичные оценки главного значе-
ния * *

2 1= ,   если задать значения = 0T  и 2=T T  на сторонах 2 = 0x  и 2 2=x B  
прямоугольника, полагая стороны 1 = 0x  и 1 1=x B  идеально теплоизолирован-
ными. 

Определяемые по соотношению (16) двусторонние оценки совпадают при 
= 0VC  и теоретически возможном значении =1,VC  если принять, что радиус 

волокон является переменным, убывая от некоторого конечного значения r  до 
бесконечно малого (это позволяет заполнить волокнами весь объем композита). 
При промежуточных значениях (0; 1)VC  разность 11

    возрастает по мере 
отклонения параметра   от единицы. Если в качестве главного значения 

* *
1 2=   тензора теплопроводности композита выбрать полусумму полученных 

оценок, то отношение 1 11 1=( )/( )         можно рассматривать как 
наибольшую возможную относительную погрешность, которая может возник-
нуть при таком выборе. Наибольших значений =1 1/(1 ( 1/ 2)/8)m      
относительная погрешность достигает при =1/ 2.VC  

Двусторонние оценки можно сблизить, если использовать подход, предло-
женный в работе [16], что приводит к соотношению  

 
2

*
11 1

( ) (1 )ˆ =
(1 ) max{ , }

V V

V V

C C
C C

 

 

  
     

      



 
 

 

 
2

1
( ) (1 ) ˆ= .

(1 ) min{ , }
V V

V V

C C
C C

 

 

  
   

      



 
  (17) 

Такие же оценки можно получить, если применить сингулярное приближение 
теории случайных функций [8]. 

Зависимости погрешности   и * 1 11 1
ˆ ˆ ˆ ˆ= ( )/( )         от объемной кон-

центрации VC  при различных значениях >1 приведены на рис. 1. Зависимо-
сти ( )VC  одинаковы для значений   и 1/ ,  а кривая   при фиксированном 
значении   совпадает с кривой для значения 1/  при условии замены абсцис-
сы VC  абсциссой 1 .VC  Сравнение показывает, что использование оценок, 
определяемых по соотношению (17), существенно уменьшает наибольшую воз-
можную относительную погрешность при 0,1< <10,  если за значение *

1  вы-
брать полусумму этих оценок. Однако при >10  и < 0,1  происходит сближе-
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ние значений   и ,  а при =1000  различием кривых   и   можно прене-
бречь. Таким образом, и оценки, определяемые по соотношению (17), не обес-
печивают заметное снижение возможной погрешности при большом отклоне-
нии значения   от единицы. Полученные двусторонние оценки не учитывают 
конкретное расположение волокон в композите. Вариационный подход, осно-
ванный на двойственной вариационной формулировке задачи установившейся 
теплопроводности, позволяет при построении оценок использовать информа-
цию о взаимном расположении волокон.  

 
 
 
Рис. 1. Зависимости наибольшей воз-
можной относительной погрешности 
вычисления главных значений тензора 
эффективной теплопроводности ком-
позита от объемной концентрации 
волокон при значениях параметра 
  = 1000 (1), 200 (2), 100 (3), 50 (4),  
             20 (5), 10 (6), 5 (7) и 2 (8): 
  — пунктирные и штрихпунктирные ли- 
  нии;   — штриховые и сплошные линии  

 

 
Влияние взаимного расположения волокон. Однонаправленный волокни-

стый композит является трансверсально изотропным по отношению к тепло-
проводности не только при хаотическом расположении поперечных сечений 
волокон в плоскости рассмотренного выше прямоугольника. Это свойство бу-
дет сохранено, когда центры круговых поперечных сечений волокон одинаково-
го радиуса r  совпадают с узлами плоской сетки с одинаковыми ячейками в виде 
правильных треугольников, квадратов и правильных шестиугольников, по-
скольку ось, проходящая через центр таких многоугольников перпендикулярно 
их плоскости, имеет порядок выше второго [17]. Если сетка состоит из одинако-
вых прямоугольных ячеек, то * *

2 1   и композит будет ортотропным по отно-
шению к теплопроводности. 

Рассмотрим расположение волокон, соответствующее прямоугольной ячейке 
со сторонами, равными 12b  и 22 .b  Для определенности примем 1 2b b  и поме-
стим центр поперечного сечения волокна в одной из вершин прямоугольной 
ячейки, совместив с этой вершиной начало локальной прямоугольной декарто-
вой системы координат 1 2.O  Выделим в ячейке четвертую часть, содержащую 
четверть поперечного сечения волокна радиусом r  (рис. 2). Остальная площадь 
ячейки соответствует матрице композита. При касании соседних волокон  
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2=r b  и максимально достижимое значение объ-
емной концентрации волокон составляет 
   2 1( / 4) / .VC b b  В частном случае квадратных 

ячеек *=V VC C / 4 0, 7854.     
 При задании на сторонах 1 = 0  и 1 1=b  зна-

чений = 0T  и 1=T T  температуры и идеально теп-

лоизолированных сторонах 2 = 0  и 2 2= b  одну 
из оценок главного значения *

1  тензора эффек-
тивной теплопроводности композита можно по-

лучить, если принять все изотермические линии в прямоугольной ячейке парал-
лельными координатной оси 2.O  Такое распределение температуры является 
допустимым для минимизируемого функционала вида (12), соответствующего 
двумерной задаче установившейся теплопроводности. Поэтому оценка, построен-
ная с использованием этого функционала, будет верхней оценкой значения *

1,  
которую можно представить в виде 1 =1/ ,R   где R  — нижняя оценка терми-
ческого сопротивления рассматриваемой ячейки в направлении координатной 
оси 1.O  Термическое сопротивление R  включает в себя термическое сопротив-
ление 1 2=( )/( )R b r b    полосы шириной 2b  и длиной 1b r  с коэффициентом 
теплопроводности   материала матрицы и термическое сопротивление rR  поло-
сы шириной 2b  и длиной ,r  содержащей четверть кругового поперечного сечения 
волокна с коэффициентом теплопроводности   и фрагмент поперечного сече-
ния матрицы. 

При линейном распределении температуры в пределах полосы толщиной r  
минимизируемый функционал вида (12) будет равен 

  2 2 2
21 1= ( ( 1) / 4)/(2 ),rJ T b r r b      

а оценка снизу термического сопротивления rR  [14] —  

  


   

2
1 1

2

( / ) /= = .
2 ( 1) / 4r r

r

T r b rR R
J b r

 

В результате получим верхнюю оценку  

 1
1 2 2

1= = .
( )/( ) /( ( 1) / 4)rR R b r b r b r







       



    (18) 

Оценку термического сопротивления rR  можно уточнить, если представить 
полосу шириной 2b  и длиной ,r  содержащей четверть кругового поперечного 
сечения волокна (см. рис. 2), совокупностью  1N  параллельных координат-
ной оси 2O  полос одинаковой шириной 2b  и малой толщиной 1 = / .r N  
Термическое сопротивление полосы с номером 1,n N  и координатой 

( )
1 (0; )n r  составит  

Рис. 2. Расчетная схема прямо- 
               угольной ячейки 
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 1
( ) ( )2 2 2 2

2 1 1

= .
( ( ) ( )

n
n n

R
b r r




       
 

Последовательное соединение N  термических сопротивлений дает сопро-
тивление  

 1
( )2 2=1 2 1

1 .
( 1) ( )

N

nn b r


     
  

Переходя к пределу при ,N    получаем уточненную нижнюю оценку 
термического сопротивления :rR   

 1
2 20 2 1

1ˆ = .
( 1)

r

r
dR

b r
 

   
   (19) 

Для построения нижней оценки величины *
1  необходимо использовать 

распределение вектора плотности теплового потока в рассматриваемой ячейке, 
допустимое для максимизируемого функционала (13). Такое распределение 
можно получить, представив исходную прямоугольную ячейку (см. рис. 2) сово-
купностью двух параллельных полос одинаковой длиной 1,b  разделенных адиа-
батической границей [18]. В пределах каждой полосы модуль вектора плотности 
теплового потока постоянен и имеет единственную составляющую, параллель-
ную координатной оси 1.O  Термическое сопротивление одной из полос шири-
ной 2b r  равно 1 1 2=( / )/( ),R b b r    а термическое сопротивление rR  другой 
полосы шириной ,r  включающей в себя четверть поперечного сечения волокна, 
можно оценить сверху значением [14] 2

1= /(2 ) ,r r rR T I R  где в соответствии с 
формулой (13) имеем 2 2

1 1= ( (1/ 1) / 4)/(2 ) .r r rI q b r r T q r       
Значение составляющей = constrq  вектора плотности теплового потока в 

полосе шириной r  из условия / = 0r rdI dq  максимума функционала (13) равно 

1 1= /( (1/ 1) / 4).rq T b r    Последовательно вычисляя значения rI  и ,R  
находим нижнюю оценку  

 2
1

1 1 1

1 ( )= = .
(1/ 1) / 4r

b r r
R R b b r




  
 

    

 

   (20) 

Аналогично уточнению нижней оценки термического сопротивления rR  
можно провести уточнение верхней оценки термического сопротивления R  и 
получить  

 2
2 20 1 2

1ˆ = .
( 1)

r

r
dR

b r
 

    
   (21) 

Интегралы в формулах (19) и (21) можно представить достаточно громозд-
кими соотношениями, содержащими элементарные функции [19]. Однако при 
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количественном анализе полученных расчетных соотношений удобнее значения 
этих интегралов находить численно, используя достаточно точные квадратур-
ные формулы. 

Аналогично можно определить двусторонние оценки главного значения *
2  

тензора эффективной теплопроводности ортотропного композита. Отличие 
двусторонних оценок от полученных выше оценок 1

  и 1
  состоит лишь во 

взаимной замене параметров 1b  и 2.b  При 2 1=b b  эти оценки определят грани-
цы возможных значений * *

2 1=   для трансверсально изотропного композита в 
случае расположения центров поперечных сечений волокон в узлах квадратной 
сетки.  

 Количественный анализ расчетных зависимостей. В целях сокращения 
объема исходных данных количественный анализ полученных расчетных зави-
симостей проведем при условии 1 2= ,b b  что соответствует квадратным ячейкам 
(см. рис. 2), свойству трансверсальной изотропии композита относительно ко-
ординатной оси 3Ox  с главным значением *

3  тензора эффективной теплопро-
водности и равенству * *

1 2=   двух остальных главных значений этого тензора. 
Для более рационального использования масштаба рисунков все результаты 
расчетов нормируем по верхней оценке 1  главного значения *

1,  определяе-
мой по соотношению (16). 

Зависимости отношения 1 1/ =      (пунктирные линии) от безразмерного 
радиуса 2= /r r b  волокна при значениях = 4  и = 20  приведены на рис. 3. 
Пунктирная линия с наименьшей ординатой, равной примерно 0,64 при 

0,8,r   ограничивает снизу область возможных значений отношения *
1 1/    

при  = 4.  Нижняя граница аналогичной области при = 20  — пунктирная ли-
ния с наименьшей ординатой около 0,18 при 0,8.r   

Сплошные и штрихпунктирные линии с кружками (светлыми при = 4  и 
темными при = 20 ) построены по соотношению (17) и соответствуют отноше-

ниям 
1 1

ˆ / =


     и 
1 1

ˆ / =


     (см. рис. 3). Сплошными и штриховыми линия-
ми с квадратами (светлыми при = 4  и темными при = 20 ) показаны рассчи-
танные по формулам (18) и (20) и отнесенные к величине 1

  двусторонние 
оценки   и ,  учитывающие расположение поперечных сечений волокон в 
узлах квадратной ячейки. Такие же линии без символов соответствуют уточ-
ненным оценкам   и ,  которые получены с использованием формул (19) и 
(21). Отличие линий без символов от линий с квадратами увеличивается по ме-
ре возрастания параметра r  и становится существенным при > 0, 8.r   

 Заключение. Использование двойственной вариационной формулировки 
задачи установившейся теплопроводности в неоднородном анизотропном твер-
дом теле позволило провести последовательное уточнение и сближение двусто-
ронних границ областей, в которых расположены главные значения тензора 
эффективной теплопроводности однонаправленного волокнистого композита. 



Сравнительный анализ оценок теплопроводности… 

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 5 79    

 Рис. 3. Результаты количественного анализа расчетных зависимостей 
 

При уточнении оценок учтено влияние взаимного расположения волокон. Ко-
личественным анализом полученных расчетных зависимостей установлены об-
ласти определяющих параметров, в которых эти зависимости дают приемлемые 
результаты при значительном различии коэффициентов теплопроводности ма-
териала матрицы композита и волокон.  
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OF UNIDIRECTIONAL FIBER COMPOSITES 
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Abstract Keywords 
This work is based on the dual variational formulation of the 
stationary heat conductivity problem for inhomogeneous 
anisotropic solids. The article offers two-sided estimates for 
the principal values of the tensor taking into account the 
mutual arrangement of the anisotropic reinforcing fiber 
cross-sections in a plane perpendicular to their axes. We 
considered different types of arrangement of fiber cross-
sections: the heat conduction composite is transversely 
isotropic or orthotropic. The estimates we calculated show 
that there are limits to the possible values of the thermal 
conductivity tensor components for the composite analyzed. 
As a result, it is possible to carry out an objective comparative 
analysis for the calculated ratios obtained using various 
approaches and intended to determine the desired 
characteristics. We estimated the most significant margins  
of error that occur when the target values for each component 
of the tensor are selected as half-sum of its boundary values. 
We determined the limits for key parameters that show 
reliable results with a significant difference in the thermal 
conductivity of the composite matrix and fibers 

Unidirectional fiber composite, 
dual variational formulation of 
steady thermal conductivity 
problem, effective thermal con-
ductivity tensor 
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