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Аннотация Ключевые слова 

Рассмотрены экстремальные задачи для составляющих 
сингулярных спектров действительных матриц, завися-
щих от параметров. Критериальные функции предполо-
жены непрерывными, липшицевыми, многоэкстремаль-
ными, не обязательно всюду дифференцируемыми. При 
поиске глобальных решений использованы новые ги-
бридные алгоритмы, объединяющие стохастический 
алгоритм сканирования пространства переменных и 
детерминированные методы локального поиска. В пер-
вом гибридном алгоритме локальные решения опреде-
лены методом линеаризации с построением сглаживаю-
щих аппроксимаций, во втором — модифицированным 
методом кривой, заполняющей пространство. Приведе-
ны численные примеры 
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Введение. Современные подходы к исследованию сложных систем основаны на 
применении методов математического моделирования, в том числе сингулярного 
разложения. Так, в работе [1] реализовано моделирование больших вихрей на 
основе анализа сингулярных чисел тензора градиентов скорости. Отмечено, что 
предложенная -модель объекта допускает простую реализацию и позволяет по-
лучить надежные результаты при низкой вычислительной стоимости. Нелиней-
ное обобщение сингулярного разложения и некоторые примеры его приложений 
к задачам моделирования динамических систем представлены в работе [2]. Следу-
ет отметить важную роль основанных на сингулярном разложении численных 
процедур параметризации ошибок моделирования систем [3]. Обзор исследова-
ний, устанавливающих аналогии между собственными значениями и сингуляр-
ными числами, а также существенные связи между ними приведен в работе [4].  
К числу актуальных приложений сингулярного разложения относятся, например, 
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аппроксимация спектров динамических систем, малоранговая аппроксимация 
больших матриц, восстановление потенциальной части трехмерного векторного 
поля, численное обращение операторов лучевых преобразований в двухмерной 
компьютерной томографии, исследование динамических систем с кратными ган-
келевыми сингулярными числами, квантовая теория информации [5–10]. 

Некоторые практические задачи связаны с получением надежных оценок экс-
тремальных сингулярных чисел. Новые алгоритмы сингулярного разложения 
больших матриц, основанные на малоранговой тензорной аппроксимации, называ-
емой TT-форматом (tensor train format), предложены в работе [11]. Указанные ал-
горитмы позволяют вычислять несколько экстремальных (т. е. наибольших или 
наименьших) сингулярных чисел и соответствующих сингулярных векторов для 
больших структурированных матриц, заданных в TT-формате. Возникающая в 
процессе вычислений задача оптимизации большой размерности редуцируется к 
последовательности задач оптимизации меньшей размерности (при этом каждый 
тензор ядра блочной TT-декомпозиции может быть уточнен с использованием лю-
бого стандартного метода сингулярного разложения). Численные эксперименты 
проведены для нескольких типов TT структурированных матриц, таких как гиль-
бертовы матрицы, случайные матрицы с заданными сингулярными числами, ган-
келевы и теплицевы матрицы, трехдиагональные матрицы. Показана более высокая 
эффективность предложенных алгоритмов при определении нескольких экстре-
мальных сингулярных чисел и соответствующих векторов по сравнению со стан-
дартными алгоритмами сингулярного разложения. К этому направлению также 
следует отнести задачи построения неотрицательных матриц с заданными экстре-
мальными сингулярными числами, которые рассмотрены в работе [12]. При этом 
необходимо учитывать, что сингулярные числа, подобно собственным значениям, 
не являются всюду дифференцируемыми функциями элементов матриц [13]. Сле-
довательно, решение задач, связанных с поиском экстремальных сингулярных чи-
сел матриц, предполагает, в частности, применение методов негладкого анализа и 
специальных методов анализа чувствительности сингулярных чисел [14, 15]. 

В последнее время широкое распространение получили алгоритмы анализа 
сингулярных спектров [16]. Это обусловлено простотой структуры и низкой вы-
числительной стоимостью их реализации. В работе [16] на основе сравнения ре-
зультатов, полученных с использованием указанного подхода и методов глобаль-
ной оптимизации, установлена достаточная эффективность анализа сингулярных 
спектров, в частности, применительно к построению различных моделей иссле-
дований. Вместе с тем, наблюдаемое увеличение вычислительной стоимости ре-
шаемых задач, связанное с ростом размера матриц исследуемых систем, стимули-
рует создание более эффективных алгоритмов.  

Цель настоящей работы — разработка новых гибридных алгоритмов гло-
бальной недифференцируемой оптимизации, ориентированных на решение за-
дач определения экстремальных сингулярных чисел матриц, зависящих от па-
раметров. 
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Постановка задач. Пусть дана матрица R r cn nA  с полным столбцовым 
рангом,  ;r cn n  R — множество действительных чисел. Сингулярное разложе-
ние рассматриваемой матрицы определяют в виде [16] 

   т,A U V  (1)      

где  1[ , ... , ] R r c
c

n n
nU u u  — ортонормированное множество левых сингуляр-

ных векторов;     1diag ,... , cn
R c cn n  — матрица, содержащая сингулярные 

числа матрицы ,A  упорядоченные (для определенности) по убыванию 
    1 2  ... 0;cn   1[ , ... , ] R c c

c
n n

nV v v  — ортогональная матрица правых 
сингулярных векторов; ,  r cn n – число строк и столбцов матрицы A . Сингуляр-
ные тройки матрицы A  (1) могут быть определены в виде   , , ,i i iu v  
1, ... , .ci n  

При оптимизации сингулярных чисел матриц, зависящих от параметров, 
возможны следующие постановки экстремальных задач. Пусть задан вектор пе-
ременных управления (параметров оптимизации) x  и определена матрица 

( ) R .r cn nA x  Решение прямой задачи, связанной с поиском сингулярных чисел 
матрицы ( ),A x  может быть получено как решение задачи на собственные зна-
чения  ( ),i x  1, ... , ,ci n  матрицы т( ) ( ):A x A x    ( ) ( ),i ix x  1,... , ci n  [17]. Не-
которые современные методы определения сингулярных троек, в частности, для 
больших матриц, представлены в работах [17, 18]. 

Задача максимизации минимального сингулярного числа min  матрицы 
( ) :A x  

требуется найти 
 


minmax ( ( )),

x X
A x  (2) 

где  RnX  — область допустимых значений переменных управления; n  — число 
переменных управления. В процессе численного решения задачи (2) сингулярные 
числа   ( ) ,i A x  1,2, ... ,  ,ci n  могут изменяться, при этом выполняется их авто-
матическая перенумерация с упорядочением по убыванию. Следовательно, при 
наличии кратных сингулярных чисел критериальная функция сформулированной 
задачи оптимизации не является всюду дифференцируемой [9, 13]. 

Задача минимизации максимального сингулярного числа max  матрицы 
( ):A x  

требуется найти 

    


* min .
x X

f x f x   (3) 

Здесь      max ;f x A x  *x  — глобальное решение. 
В некоторых приложениях может потребоваться одновременная миними-

зация  max  и максимизация  min  матрицы ( ) R ,r cn nA x  причем частные 
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критерии задачи находятся в конфликте. Возможна следующая формулировка 
векторной задачи оптимизации сингулярных чисел:  

требуется найти 
  


 max minmin ( ( )),   ( ( )) .

x X
A x A x  (4) 

Следует отметить, что в сформулированных задачах оптимизации сингу-
лярных чисел, включая векторную задачу (4), в общем случае частные критерии 
являются липшицевыми, многоэкстремальными и не всюду дифференцируе-
мыми функциями [13]. Указанные особенности рассматриваемых экстремаль-
ных задач требуют выбора специальных методов их решения, в частности, ме-
тодов глобальной недифференцируемой оптимизации. К настоящему времени 
разработано и находит применение большое число алгоритмов глобальной оп-
тимизации [19]. Накопленный опыт приложений демонстрирует, с одной сто-
роны, недостаточную эффективность детерминированных методов (существен-
но ограничена размерностью задачи), с другой — потребность в значительных 
вычислительных ресурсах при использовании стохастических методов [20, 21]. 
Этим обусловлена актуальность разработки гибридных алгоритмов глобальной 
оптимизации [22, 23]. Подобные алгоритмы объединяют стохастические алго-
ритмы сканирования пространства переменных и детерминированные проце-
дуры локального поиска. Для решения векторной задачи (4) с многоэкстре-
мальными частными критериями требуется применение специальных методов 
многокритериальной глобальной оптимизации [24]. Далее рассмотрена экстре-
мальная задача в скалярной постановке, для решения которой предложена чис-
ленная методика с применением гибридных алгоритмов глобальной недиффе-
ренцируемой оптимизации. 

В обобщение постановок скалярных экстремальных задач (2), (3) для сингу-
лярных чисел матриц, зависящих от параметров, рассмотрим задачу глобальной 
оптимизации, формулируемую в виде: 

найти 
  

 
*

R
min ( ),

nx X
f x f x  (5) 

где 

     :  ( ) 0,  ;iX x D g x i I  (6) 

      R :  ,  ;n
j j jD x a x b j J  (7) 

( )f x  — целевая функция;  ig x  — функции ограничений задачи,  ;i I  

   1, ... , gI m  — конечное множество индексов; gm  — число функций ограни-
чений; D  — область поиска; ,j ja b  — нижнее и верхнее ограничения на пере-
менную ;jx   {1,... , }.J n  Функции ( ),f x ( ),ig x   ,i I  задачи (5)–(7) предполага-
ются непрерывными липшицевыми, действительная функция : R Rnf  явля-
ется многоэкстремальной, не всюду дифференцируемой, и для нее задана вы-
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числительная процедура, позволяющая определять значения функции в точках 
допустимой области. Кроме того, необходимо учесть возможную высокую тру-
доемкость вычисления критериальных функций, что может потребовать значи-
тельных вычислительных ресурсов. 

Методы локальной оптимизации. Рассмотрим скалярную задачу оптими-
зации:  

найти 
 


min ( ),
x X

f x   (8) 

где допустимое множество RnX  переменных управления x  является замкну-
тым и выпуклым, а целевая функция : R Rnf  предполагается непрерывной и 
почти всюду дифференцируемой на множестве .X  Существенный интерес пред-
ставляет случай, когда функция f  — это негладкая невыпуклая функция. При 
этом задачи, формулируемые аналогично (8), относят к классу задач недифферен-
цируемой оптимизации [25]. Для их решения применяют специальные методы, 
например, модифицированный метод дискретных градиентов, семейство bundle-
методов, метод гиперболической сглаживающей функции и др. [25–27]. Рассмат-
риваемый далее подход основан на построении сглаживающих аппроксимаций 
критериальных функций с последующим применением эффективных методов, 
разработанных для задач дифференцируемой оптимизации. Одно из его преиму-
ществ — возможность создания программного обеспечения, позволяющего нахо-
дить приближенные решения при относительно низкой вычислительной стоимо-
сти. Подход предполагает замену каждой недифференцируемой функции некото-
рой ее аппроксимацией, которая будет выпуклой и дифференцируемой в области 
допустимых значений переменных управления. 

Определение [26]. Пусть : R Rnf  — непрерывная функция. Сглаживаю-
щей для функции f  называют функцию   : R R R,nf  если ( ,  )f x  непре-
рывно дифференцируема на множестве Rn  для любого фиксированного   0  и 
любого R ,nx  причем 


 

0
lim ( ,  ) ( ).f x f x  

На основе введенного определения в работе [26] предложен следующий 
численный метод сглаживания. 

1. Инициализация. Определить параметрическую сглаживающую функцию 
  : R R Rnf  для аппроксимации функции .f  

2. Внутренний цикл итераций. Применить алгоритм поиска приближенно-
го решения (точное решение не требуется) гладкой задачи оптимизации:  

найти 

 


min ( ,  )k
x X

f x   (9) 

для фиксированного   0.k  
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3. Внешний цикл итераций. Изменить параметр k  с тем, чтобы гарантиро-
вать сходимость метода сглаживания к локальному минимуму или к стационар-
ной точке негладкой задачи (8). 

В работе [26] отмечено, что эффективность метода сглаживания зависит от 
выбора функции для построения сглаживающей аппроксимации, метода реше-
ния гладкой задачи оптимизации (9), а также схемы изменения параметра сгла-
живания  .k  Так, если функция f  ограничена и выполнено условие 

  ( ) ( ,  )f x f x   R ,nx    0,  

то задача (9) имеет решение для любого фиксированного параметра  0.k  
Рассмотрим задачу (5)–(7), ограничившись поиском локального решения. 

Предварительно исследуем процедуру минимизации некоторой функции 
: R R,nf  определенной в виде [28] 

    
 

   
R

( ) max  ( ) ,   1, ... , .
n i m

x X
f x x i I m  (10) 

Здесь X  — допустимое множество; предположим, что все функции 
 ( ),   ,i mx i I  выпуклы и непрерывно дифференцируемы. 

Целевую функцию (10) можно определить в эквивалентной форме 

       1 2 1( ) ( ) ( ) ( )f x x x x   

            1 2 1... ( ( ) ( ) ( ( ) ( )))... ,m m m mx x x x  (11) 

где использованы функции 
        

      
R

( ) ( ) max  0, ( ) ,    .
ni i i m

x X
x x x i I    (12) 

Содержание подхода заключается в том, чтобы каждую функцию    ( ) ,i x  
 ,mi I  входящую в (11), заменить некоторой гладкой функцией, построить 

сглаженную приближенную целевую функцию, а затем применить эффективные 
методы гладкой минимизации. При возрастании точности аппроксимации 
функций (12) имеет место сходимость приближенного локального решения к 
точному решению. 

Существенно, что уже в одномерном случае плюс-функция    ( ) ( )x x  




R
max{0, }

x
x  в точке  0x  дифференцируема только по направлению; при этом 

плюс-функция ( )x  является выпуклой и глобально непрерывной по Липшицу. 
Известно (например, см. [26]), что для любой локально непрерывной по Лип-
шицу функции f  можно построить сглаживающую функцию с использованием 
свертки 

     
R

( , ) ( ) ( )
n

f x f x y y dy  
R

( ) ( ) ,
n

f y x y dy   , R ,nx y  

где  : R Rn  — гладкая функция ядра. 
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Выделим на числовой оси открытый интервал ( , ),p q  содержащий точку, в 
которой плюс-функция   x  имеет указанную особенность, и на этом интерва-
ле заменим плюс-функцию некоторой приближенной функцией, выпуклой и 
дифференцируемой в каждой точке по построению. Пусть выбраны числа  0p  
и  0.q  Введем двухпараметрическую аппроксимацию плюс-функции  : R R  
[28]: 

    


   
 


0,                 если ;

, , , , ,     если ;
,                 если .

x p
x p q s x p q p x q

x x q
 (13)  

Здесь ,p q  — параметры аппроксимации, определяющие левую и правую гра-
ницы открытого интервала ( , ),p q  на котором задана сглаживающая функция 
 , , .s x p q  Приближенная функция   , ,x p q  совпадает с исходной плюс-

функцией   x  всюду, за исключением интервала ( , ).p q  Потребуем, чтобы 
функция  , ,s x p q  была выпуклой и по крайней мере один раз дифференциру-

емой на интервале ( , ).p q  При этом      0, , , ,s p q p p q  где   ,p q  определя-
ется свойствами сглаживающей функции. Некоторые существенные свойства 
сглаженной плюс-функции устанавливают следующие утверждения. 

Лемма 1 [28]. Если аппроксимирующая функция   : R R  определена в виде 
(13) и заданы параметры  0, 0,p q  то 

 
 

  
0, 0

lim ( , , ) ( ).
p q

x p q x  

Лемма 2 [28]. Пусть выполнены предположения леммы 1. Тогда 

         0 ( , , ) ( ) ( , )   R.x p q x p p q x  

В работе [28] также получена оценка приближенного решения задачи ло-
кальной минимизации определенной в виде (10) не всюду дифференцируемой 
критериальной функции : R Rnf  при использовании двухпараметрических 
сглаживающих аппроксимаций. 

Теорема 1 [28]. Пусть * Rnx  и  Rnx  суть точки минимума для функций 
( )f x  и ( , , )f x p q  соответственно. Тогда 

  
 

       *
R

0 ( , , ) ( ) min 1,  ( 1) ( , ) .
nx X

f x p q f x p m p q  

Представим параметры ,p q  сглаживающей аппроксимации иначе: выберем 
 0q  и постоянную   0,  так что  p q  и   ( , ) ( , ).p q q q  Введем обозна-

чение      , , ( , , ).x q x q  
Предложение. Пусть { } 0kq  есть последовательность положительных 

чисел; предположим, что kx — решение гладкой задачи 
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R
min ( , , ).

n k
x X

f x q  

Пусть также Rnx  — предельная точка последовательности { }.kx  Тогда
 *( ) ( ).f x f x  
◄ Согласно теореме 1, 

     
 

         *
R

0 , , ( ) min 1,  ( 1) , .
nx X

f x q f x q m q  

Сглаживающая аппроксимация плюс-функции ( ),x  с учетом ( , , )k ks x p q  
 ( , , ),ks x q  на открытом интервале ( , )k kq q  представлена в виде   ( , , )kx q
 ( , , ).ks x q  Поскольку сглаженная плюс-функция  ( , , )kx q  выпукла, на интер-
вале ( , )k kq q  она является монотонно возрастающей. Следовательно,



    

0
lim ( , , ) ( ) ( ) .
k

k
q

x q x x  Откуда с учетом непрерывности функции ( )f x  и 

теоремы 1, следует результат.►  

Замечание. Функция   , ,x q  является в соответствии с введенным выше опреде-
лением сглаживающей аппроксимацией плюс-функции ( ) .x  Кроме того, согласно рабо-
те [26], имеет место 

   
 


      
 

, 0

1, если 0;
lim ( , ,  ) ( ) 0, если ;

[0,   1], если 0,
k k

x k k
x x q

x
x q x x q

x
 

а также   ( ) ( ) ,G x x  где   ( , , )x k kx q  — производная функции  ( , , )kx q  в точке 
,kx  R;x  ( )x  — субдифференциал Кларка плюс-функции ( ) ;x  ( )G x  — субдиффе-

ренциал, ассоциированный со сглаживающей функцией  ( , , ).x q  
Определим для вектор-функции   x   т

1( ( ), ..., ( )) ,mx x  компоненты которой 
 : R R,n

i   ,mi I  следующие функции: 

         т
1( ) (( ( )) , ..., ( ( )) ) ;mx x x  

            т
1( , , ) ( ( ( ), , ), ..., ( ( ), , )) .mx q x q x q  

Здесь    ( , , )x q  — сглаживающая аппроксимация вектор-функции   .x  

Теорема 2. Пусть  ( ) (( ( ) ),f x F x  где функции  : R Rn m  и : R R,mF  
определенные на выпуклом множестве ,X  непрерывно дифференцируемы. Если 
функции F  и  ,i   ,mi I  выпуклы и F  монотонно неубывающая функция, то 
для любого фиксированного  0q  сглаживающая аппроксимация ( , , )f x q  функ-
ции f  есть выпуклая функция. 

◄ Для любого фиксированного  0q  сглаживающая функция   , ,x q  
плюс-функции ( )x  является выпуклой и монотонно неубывающей (см. пред-
ложение). Тогда для любых  ,x X  y X  и (0,  1)  имеет место 
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                (1 ) , , ( ( (1 ) ), , )f x y q F x y q  

         ( ( ) (1 ) ( ), , )F x y q  

           ( ( ), , ) (1 ) ( ( ), , )F x q y q  

            ( ( ), , )) (1 ) ( ( ( ), , )F x q F y q   

       ( , , ) (1 ) ( , , ).f x q f y q  ► 

Далее рассмотрим актуальный частный случай — задачу минимизации (5)–
(7) при наличии простых ограничений (ограничений на переменные управле-
ния):  

найти 

     min , , :  ,  .j j j
x

f x p q a x b j J   (14) 

Здесь ( , , )f x p q  — выпуклая функция; допустимая область X  совпадает с обла-
стью поиска .D  Вспомогательную задачу квадратичного программирования с 
вектором Rnw  формулируем в виде 

найти 

    
 

 
     

 
 2

1 1

, , 1min :  ,  .
2

n n
j j j j j

j j j

f x p q w w a x b j J
x

  (15) 

Решение задачи (15) дает ,jw  после чего определяют множители Каруша — Ку-
на — Таккера 

ju  и  ,ju  соответствующие неравенствам    0j j jx w b  и 
    0j j jx w b ,  .j J  Функция Лагранжа принимает вид 

         



 
        


2

1

, ,1 .
2

n
j j j j j j j j jj

j j

f x p qw w u a x w u x w b
x

 

Для минимизируемой в задаче (14) целевой функции должны выполняться 
условия [28] 

    
   



 , ,
0j jj

j

f x p q u u w
x

,  ;j J    

   0ju ,      0;j j jju a x w    0ju ,      0j j j ju x w b ,  .j J  

Пусть требуется решить задачу (14), выбраны числа , ,j ja b   ,j J  а также 
число   ,  0 1,  и параметры аппроксимации  0p ,  0.q  Алгоритм миними-
зации включает в себя следующие основные шаги. 

Шаг 0. Выбрать точку 0,x   0
j jja x b ,  .j J  

Шаг 1. Если точка kx  уже построена, то вычислить вектор   .k kw w x  
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Шаг 2. Определить первое значение  0,  1, ...,r  при котором для    1/ 2 r  
будет выполнено неравенство 

        2, , , , ;k k k kf x w p q f x p q w  

если такое  0r r  найдено, то принять     0 12 , .r k k k
k kx x w  Перейти к шагу 1. 

Шаг 3. Критерий останова:  0.kw  
Локальную сходимость представленного выше алгоритма минимизации 

LMSI при использовании двухпараметрических сглаживающих аппроксимаций 
критериальной функции для случая простых ограничений устанавливает сле-
дующее утверждение. 

Теорема 3 [28]. Пусть выбраны параметры  0,  0.p q  Если числа , ,j ja b  

 ,j J  конечны и градиент функции   , ,f x p q  удовлетворяет условию Липши-
ца, то во всякой предельной точке последовательности ,kx   0,  1,... ,k  удовле-
творяются необходимые условия минимума. 

Во многих практических приложениях физические условия, учитываемые 
при формулировке экстремальной задачи, могут налагать ограничения на моде-
лирование. Поэтому критериальные функции обычно не обладают такими 
сильными математическими свойствами, как липшицева непрерывность, диф-
ференцируемость и др. При наличии шума реализация процедур вычисления 
производных становится затруднительной и ненадежной. Кроме того, критери-
альные функции, вычисление которых проводят с использованием стандартных 
коммерческих кодов, следует рассматривать как заданные в форме черного 
ящика. Указанные причины приводят к необходимости применения методов 
оптимизации без вычисления производных. К числу актуальных методов этого 
класса относят метод редукции размерности задачи (метод кривой, заполняю-
щей пространство), реализованный, например, в гибридном алгоритме  
M-PCASFC [29]. Выбор метода редукции размерности задачи, который предна-
значен собственно для поиска глобального экстремума, обусловлен тем, что во 
многих случаях градиентные алгоритмы сходятся медленно и при очень боль-
ших областях поиска метод редукции оказывается недостаточно эффективным. 
Для решения задачи липшицевой минимизации исходную многомерную задачу 
редуцируют к эквивалентной одномерной с использованием кривой Пеано, по-
строение которой выполняют по схеме Гильберта. Предположим, что критери-
альная функция удовлетворяет условию Липшица 

       ( ) ( ) ,f x f x L x x   , [ , ],x x a b  (16) 

с неизвестной константой ,L    0 ,L  по эвклидовой норме. Тогда поиск ми-
нимума удовлетворяющей условию (16) функции ( ),F x  R ,nx  на гиперкубе 
эквивалентен определению (глобального) минимума одномерной функции ( )f z  
на единичном интервале [20]: 
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 ( ) ( ( )),f z F P z  [0, 1],z  

где ( )P z  —  кривая Пеано. Для функции ( )f z  выполняется условие Гельдера 

      
1/ ( ) ( )  z  ,Nf z f z H z     , [0,  1],z z  

с константой Гельдера  2 3;H L N  L  — константа Липшица исходной мно-
гомерной функции ( ).F x  

Следует отметить, что построенная численными методами кривая аппрокси-
мирует теоретическую кривую Пеано — Гильберта с точностью, определяемой 
заданной плотностью развертки. Метод редукции многомерных задач обладает 
такими важными свойствами, как непрерывность и сохранение равномерной 
ограниченности разностей функций при ограниченной вариации аргумента. К 
недостаткам следует отнести потерю части информации о близости точек в ис-
ходном многомерном пространстве. Современная версия метода, существенно 
использующая процедуры оценки констант Липшица и Гельдера, представлена в 
работе [20]. Указанный подход реализует новый алгоритм SFCE, основанный на 
модифицированном методе кривой, заполняющей пространство, в сочетании с 
оценкой липшицевых и гельдеровых констант в процессе итераций. 

Гибридные алгоритмы. Структуры алгоритмов глобальной минимизации 
построены на основе стохастического алгоритма M-PCA [21], объединенного с 
процедурами поиска локальных минимумов не всюду дифференцируемых 
функций. Работа современного алгоритма глобальной оптимизации M-PCA ос-
нована на использовании аналогии с физическими процессами абсорбции и 
рассеяния частиц при ядерных реакциях. В простейшей версии алгоритма для 
исследования области поиска применена одна частица. На начальном шаге вы-
брано пробное решение (Old_Config), которое затем модифицируют стохасти-
ческим возмущением (Perturbation()), что позволяет найти новое решение 
(New_Config). С помощью функции Fitness() дана сравнительная оценка нового 
и предыдущего решений, на основании которой новое решение может быть 
принято или отвергнуто. Если новое решение отвергнуто, то происходит пере-
ход к функции Scattering(), реализующей схему Метрополиса. Для сканирования 
области, перспективной на минимум, применяют функции Perturbation() и 
Small_Perturbation(). Новое решение принимают, если оно лучше предыдущего 
(абсорбция); если найденное решение хуже предыдущего, то происходит пере-
ход в отдаленную область пространства поиска (рассеяние), что позволяет пре-
одолевать локальные минимумы. Эффективность описанного поиска глобаль-
ного решения алгоритмом значительно повышается за счет одновременного 
использования большого числа частиц. Такой подход реализует алгоритм  
M-PCA, который непосредственно ориентирован на применение в среде парал-
лельных вычислений. Наилучшее решение определяют с учетом данных о всех 
частицах, участвующих в процессе. При выбранном числе частиц единственным 
задаваемым параметром для алгоритма M-PCA является число итераций. 
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Предложены новые гибридные алгоритмы, интегрирующие алгоритм  
M-PCA и детерминированные алгоритмы локальной минимизации. Метод линеа-
ризации с построением сглаживающих аппроксимаций и итерационным уточне-
нием решения (внешний цикл метода сглаживания 1–3) был рассмотрен выше. 
Первый гибридный алгоритм объединяет стохастический алгоритм  
M-PCA сканирования пространства переменных и детерминированный алгоритм 
LMSI локального поиска, использующий указанный подход. Фрагмент псевдокода 
результирующего гибридного алгоритма M-PCALMSI приведен ниже: 

1. Generate an initial solution Old_Config 
Best_Fitness = Fitness (Old_Config) 
Update Blackboard 
For  0n  to # of particles 

For  0n  to # of iterations 
Update Blackboard 
Perturbation ( ) 

   If Fitness (New_Config) > Fitness (Old_Config) 
   If Fitness (New_Config) > Best_Fitness 
    Best_Fitness := Fitness (New_Config) 
   End If 

Old_Config := New_Config 
   Exploration ( ) 
  Else 
   Scattering ( ) 
  End If 
    End For 
End For 
2. Exploration ( ) 
  For  0n  to # of iterations 
    Small_Perturbation ( ) 

Local search 
    using Linearization Method 
    with Smoothing Approximations 

and Iterative Refinement 
    Check stopping criterion: 
    Find global solution Best Fitness  
    Else continue 
    If Fitness (New_Config) > Best_Fitness 

Best_Fitness := Fitness (New_Config) 
End If 

    Old_Config := New_Config 
    End For 
Return 
3. Scattering ( ) 
   1scattp ( Fitness (New_Config)) / (Best_Fitness) 
  If scattp > random(0, 1) 
    Old_Config := random solution 
 Else 
    Exploration ( ) 
 End If 
Return 
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В состав алгоритма M-PCALMSI также входят стандартные процедуры Per-
turbation( ) и Small_Perturbation( ) [21]. Гибридные алгоритмы с локальным по-
иском методом сглаживающих аппроксимаций, структурно близкие к описан-
ному алгоритму, представлены в работе [30]. 

Второй гибридный алгоритм M-PCASFCE объединяет стохастический алго-
ритм M-PCA и алгоритм SFCE, реализующий модифицированный метод кри-
вой, заполняющей пространство (локальный поиск с итеративным оценивани-
ем липшицевых и гельдеровых констант). Выбранный метод локального поиска 
обеспечивает сжатие пространства переменных, сканируемого с использовани-
ем стохастического алгоритма, что повышает результирующую вычислительную 
эффективность алгоритма M-PCASFCE. 

Разработано прикладное программное обеспечение, реализующее новые ги-
бридные алгоритмы M-PCALMSI и M-PCASFCE. 

Пример 1. Рассмотрим прямоугольную матрицу ( )A x  размером 3 2  со 
столбцами  т

1 (1,  1,  1)A  и  т
2 1 2( ,  0,  ) ;A x x  здесь      R :  ,  ;n

j j jD x a x b j J  

 2;n   0,5;ja  1,5;jb   { 1,  2}.J  Требуется определить такое решение * ,x  при 
котором второе сингулярное число матрицы *( )A x  достигает минимума:  

найти  

 
  2R
min ( ),

x X
f x  2( ) ( ).f x x  

Задача имеет точное решение *( ) 0,f x  * т(0,  0) ,x  причем в точке минимума 
критериальная функция дифференцируема только по направлениям. Приближен-
ное решение получено с использованием алгоритма M-PCALMSI. Зависимость пе-
ременных управления 1,x 2 ,x  критериальной функции ( )f x  и нормы ( )Nr w  век-
тора улучшающего направления от числа итераций в заключительной фазе локаль-
ного поиска, определяющей глобальное решение, приведена на рис. 1. 

Рис. 1. Зависимость переменных управления 1,x  2x  (а), функции ( )f x  и нормы  
( )Nr w  (б) вектора улучшающего направления от числа итераций в заключительной фазе 

локального поиска 
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В фазе локального поиска для числа итераций 16iterN  найдено: 
 16 4

1 0,11595 10x ;  16 5
2 0,6713 10x ;  16 5( ) 0,8233 10f x . Можно отметить 

приемлемую точность полученного решения при относительно низкой вычис-
лительной стоимости, что подтверждает достаточно высокую эффективность 
алгоритма. 

Пример 2. Дана прямоугольная матрица ( )A x  размером 8 5 :  

 

2

1

22 9 2 3 7
12 7 10 0 8

1 13 1 11 3
3 2 13 2 4

( ) .9 8 1 2 4
9 1 7 5 1
2 6 6 5 1
4 5 0 2 2

x
x

A x

 
 
    

     
   

 
  

 

Здесь  2;n   1;ja   5;jb   { 1,  2}.J  Требуется определить глобальное реше-
ние *,x  при котором четвертое сингулярное число матрицы *( )A x  достигает 
минимума:  

найти  
 

  2R
min ( ),

x X
f x  4( ) ( ).f x x  

Задача имеет точное решение *( ) 0,f x  * т(2,  1) .x  Следует отметить, что в 

точке минимума критериальной функции имеет место  *
1( ) 1248;x   *

2( )x  
 20;   *

3( ) 384;x   *
4( )x  *

5( ) 0.x  Таким образом, сингулярный спектр 
матрицы ( )A x  содержит кратные сингулярные числа и минимизируемая функ-
ция является не всюду дифференцируемой. Приближенное решение получено с 
использованием алгоритма M-PCASFCE. Изменение на единичном интервале 
значений одномерной критериальной функции ( )f z  показано на рис. 2, а: гло-
бальный минимум функции, соответствующий заданной плотности  6m  раз-
вертки кривой Пеано,   1

*( ) 0,185504 10f z  определен при * 0,8498535.z   
Зависимость переменных управления 1,x  2x  и функции max( ) ( ) ,F x f x f  

где  1
max ( ) 0,385219;f f x  1x  — вектор переменных управления, соответству-

ющий 1,m  представлена на рис. 2, б. Глобальный минимум функции 
   10 20, 20091 10F x  реализуется для 10;m  при этом найдены значения пе-

ременных управления 10
1 1,99707x  и 10

2 1,00098,x  которым соответствует зна-
чение критериальной функции    10 30,77393 10 ;f x      10 3

5 0,77158 10 .x  
Отметим, что наибольшая относительная погрешность определения перемен-
ных управления не превышает 0,15  %. Получено приближенное решение экс-
тремальной задачи: искомый минимум критериальная функция достигает при
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Рис. 2. Изменение одномерной критериальной функции ( )f z  на единичном интервале (а), 
зависимость переменных управления 1 2,  x x  и функции ( )F x  от плотности m  развертки 
кривой Пеано в заключительной фазе локального поиска (б), зависимость переменных 
управления 1x , 2x , 3x  и критериальной функции ( )f x  от плотности m  развертки кривой  
                                  Пеано в заключительной фазе локального поиска (в) 

 
наличии в сингулярном спектре матрицы ( )A x  (почти) кратных сингулярных 
чисел  10 10

4 5( ) ( ).x x  

Пример 3. Дана симметрическая матрица ( )A x  размером 7 7 с элементами 
  11 22 1( ) ( ) 27 ;a x a x x   12 21 24;a a  33 44( ) ( )a x a x   218,5 ;x   34 43 16;a a  
  55 66 3( ) ( ) 12 ;a x a x x   56 65 8;a a  77 16,a  остальные элементы заданной 

матрицы — нули;  3,n    2,5 6,5,ix  1,  3.i  Требуется определить глобаль-
ное решение *,x  такое, что  *( ) diag(7,  6,  5,  4,  3,  2,  1).x  Для решения задачи 
настройки сингулярных чисел матрицы ( )A x  на заданный сингулярный спектр 
 *( )x  требуется найти 


min ( ),
x X

f x  где 


  *( ) max   ( ) ;i i
i I

f x x  I — множество 

индексов,  {1,  2,  ...,  7};I  *
i — сингулярное число из  *( );x   ( )i x  — сингуляр-

ное число матрицы ( ).A x  Точное решение задачи имеет вид [12]:  *
1 2;x  

*
2 1,5;x  *

3 5;x *( ) 0.f x  
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Приближенное решение получено с использованием гибридного алгоритма 
M-PCASFCE. При  6m  определены следующие значения элементов век- 
тора переменных управления:  6

1 2,00781;x  6
2 1,50781;x 6

3 4,88281;x 6( )f x  
  20,39139 10 .  Зависимость переменных управления 1,x  2 ,x  3 ,x  а также кри-

териальной функции ( )f x  от плотности m  развертки кривой Пеано в заключи-
тельной фазе локального поиска, определяющей глобальное решение, приведе-
на на рис. 2, в. 

Полученное решение представляет диагональная матрица, содержащая 
приближенные сингулярные числа:  

  6( ) diag(6,99944;  6,00065;  5,00234;  4;  3,00390;  2,00195;  0,996086).x  

Относительную погрешность вычисления сингулярных чисел определяем в 
виде 

 
 

 


*

*

 ( ) ( ) 
( ) ,

 ( ) 
F

F

x x
x

x
 

где   F  — матричная норма Фробениуса. При  6m  получено 

 6( ) 0,000167.x  Это подтверждает достаточно высокую точность настройки 
сингулярных чисел матрицы ( )A x  на заданный сингулярный спектр  *( ).x  

Выводы. Рассмотрены экстремальные задачи для сингулярных чисел матриц, 
зависящих от параметров. Предложен подход к решению экстремальных задач с 
использованием новых гибридных алгоритмов глобальной недифференцируемой 
оптимизации. Исследование пространства переменных управления проведено 
стохастическим методом, реализуемым кратным алгоритмом столкновения ча-
стиц. В первом гибридном алгоритме M-PCALMSI градиентная информация 
определена для сглаживающих аппроксимаций не всюду дифференцируемых 
критериальных функций. Во втором гибридном алгоритме M-PCASFCE локаль-
ный поиск реализован без использования производных. Решение модельных за-
дач оптимизации сингулярных чисел матриц, зависящих от конечного числа па-
раметров, получено с достаточной для приложений точностью. 
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Abstract Keywords 
This article considers extremal problems for singular spec-
trum components of real-valued matrices depending on 
parameters. Criterion functions are supposed to be conti-
nuous, Lipschitzian, multiextremal and not necessarily dif-
ferentiable. While searching for global solutions we used new 
hybrid algorithms that combine a stochastic algorithm for 
scanning a search space and deterministic methods for local 
search. The first hybrid algorithm determines local solutions 
using the linearization method with smoothing approxima-
tions. The second algorithm does it by using the modified 
space-filling curve method. Our work provides numerical 
examples 
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