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Аннотация  Ключевые слова 
Рассмотрена задача определения температурного поля 
изотропного твердого тела со сферическим очагом разогре-
ва, обладающим термически тонким теплопоглощающим 
покрытием. Исследован нестационарный режим теплооб-
мена с изменяющимися во времени коэффициентом тепло-
отдачи и температурой очага разогрева. Определены доста-
точные условия, выполнение которых обеспечивает воз-
можность реализации автомодельного процесса теплопе-
реноса в анализируемой системе. Качественно исследованы 
физические свойства изучаемого автомодельного процесса 
и установлены его специфические особенности. Теоретиче-
ски обоснована возможность реализации граничного ре-
жима с обострением в сферическом очаге разогрева 
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В математической теории теплопроводности [1–5] важное место занимает зада-
ча определения температурного поля твердого тела со сферическим очагом 
разогрева, имеющего покрытие [6–10]. Несмотря на достигнутые результаты в 
исследовании процессов теплопереноса в изучаемой системе, некоторые вопро-
сы требуют дальнейшего развития. В частности, это относится к теоретическому 
обоснованию возможности реализации режима термостатирования границы 
сферического очага разогрева. Рассмотрению указанного вопроса и посвящены 
проводимые исследования. 

В качестве объекта исследований использовано изотропное пространство 
со сферическим очагом разогрева — шаровой полостью радиусом 0,r  заполнен-
ной высокотемпературным газом (далее — внешняя среда) и обладающей изо-
тропным теплопоглощающим покрытием постоянной толщиной Δ  с объемной 
плотностью мощности внутренних источников теплоты  , .q r t  Введем следу-
ющие допущения. 

1. Начальная температура 0T  объекта исследований постоянна и реализуются 
нестационарные режимы теплообмена с внешней средой при переменном во вре-
мени коэффициенте теплоотдачи ( )t  и температуре внешней среды c( ).T t  



А.В. Аттетков, И.К. Волков 

98  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 4 

2. В системе пространство–покрытие выполняются условия идеального теп-
лового контакта [2, 3]. 

3. Изотропное покрытие термически тонкое, т. е. для него допустима реали-
зация идеи «сосредоточенная емкость» [4], среднеинтегральная по толщине по-
крытия температура 
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равна как температуре его границ, так и температуре контактной границы ана-
лизируемой системы:              0 0 00, Δ 0, ( ) Δ 0, ,   0. T r t T r t T t T r t t  

Цель исследования — нахождение достаточных условий, выполнение кото-
рых обеспечивает возможность реализации автомодельного (самоподобного) 
процесса теплопереноса в изотропном пространстве со сферическим очагом 
разогрева, имеющим теплопоглощающее покрытие. Отметим, что в понятие 
«автомодельный» обычно вкладывается следующий смысл: изучаемый физиче-
ский процесс является гомохронным (однородным во времени) и можно про-
водить поиск его состояния равновесия, которое не должно зависеть от времени 
[11–14]. 

 В соответствии с допущениями 1, 2 и с учетом ранее полученных результа-
тов [6, 8] исходная математическая модель процесса формирования темпера-
турного поля объекта исследований имеет вид 
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Здесь условие (7) означает, что при каждом фиксированном значении Fo 0  
функция  , Fo    интегрируема с квадратом и весом 2  по радиальному пере-

менному 1, .   
 В математической модели (1)–(7) использованы следующие безразмерные 

переменные и параметры: 
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  ( , )T r t  — температура в момент времени t в точках изотропного пространства, 
отстоящих от центра шаровой полости на расстоянии с0;   r T — начальная тем-
пература внешней среды; п п,  ,  , a a   — теплопроводность и температуропро-
водность твердого тела и покрытия соответственно;  — коэффициент теплоот-
дачи. Функции    Bi Fo ,   Fo  согласно решаемой задаче могут принимать 
лишь неотрицательные значения и удовлетворяют условиям Гельдера [15]. 

 Для достижения основной цели проведенных исследований используем 
допущение 3 [4]. Умножив левую и правые части уравнения (2) на   133 1R 

  с 
последующим интегрированием по переменной   в пределах от 1 до R  и вос-
пользовавшись равенствами (4)–(6), получим 
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где    1 33 1R    — определяющий безразмерный параметр реализуемой 
модели «сосредоточенная емкость», который по смыслу решаемой задачи может 

принимать только положительные значения;     2

1
Fo , Fo

R
Q f d    — инте-

гральная величина, характеризующая реализуемый режим теплопоглощения в 
покрытии. 

Учитывая очевидные равенства 
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запишем искомую математическую модель 
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Функция  FoQ  может принимать лишь неотрицательные значения и удовле-
творяет условиям Гельдера [15]. Отметим, что наличие термически тонкого по-
крытия в модели (8) фактически учтено граничным условием при ,R   явно 
содержащим производную температуры по времени. 

Если использовать стандартный прием [1] и принять 

    ,Fo ,Fo ,  V     (9) 

то согласно (8), (9) функция  ,FoV   должна являться решением следующей 
смешанной задачи для уравнения в частных производных параболического типа: 

    2

2
,Fo ,Fo

,  ,  Fo 0;
Fo

V V R   
   

 
 

    , 0 0;V    

           2  ,Fo
   Bi Fo ,Fo [Bi Fo FoR

R

VR R V R


 
     


 

    ,Fo
Fo ] ;

Fo R

VQ


 
  


 (10) 

    2
Fo 0,Fo , .V L R    

Реализуем в задаче (10) автомодельную подстановку  
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и введенных обозначений  

        ,Fo ;   Fo Bi Fo  U V h R     (12) 

смешанная задача (4) эквивалентна краевой задаче 
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где  

                   2 1Fo   Fo ;   Fo Fo Bi Fo Fo Fo . R h f Rh Q  (16) 

Отметим, что начальное условие при Fo 0  в смешанной задаче (10) в автомо-
дельных переменных (11) будет иметь вид краевого условия задачи (13)–(15), 
заданного при .    

Непосредственный анализ краевой задачи (13)–(15) показывает, что ис-
пользуемая подстановка (11) позволяет получить автомодельное решение при 
выполнении условий 

   0  Fo const;f f   (17) 

   0Fo Fo const,     (18) 

где 0 00,  0 — f    постоянные. В этом случае искомое автомодельное решение 
будет обладать свойством изменения со временем только масштаба автомодель-
ного переменного 0,   в то время как масштаб искомой функции  U   оста-
ется неизменным. 

Решение обыкновенного дифференциального уравнения (7) находим стан-
дартными методами: 

  ( ) (0) (0) 1 erfc ,  0, 
2

U U U 
        (19) 

где  erfc  —  дополнительная функция ошибок Гаусса [2]; знак «'» обозначает 
производную по переменной .  

Используя равенство (19), с учетом условий автомодельности (17), (18) и 
краевых условий (14), (15) находим безразмерную температуру (0)U 

 , FoR R   границы сферического очага разогрева в изучаемом автомодель-
ном режиме теплопереноса: 

   0
0

0
  0  . 

1
U f  


  

 (20) 



 А.В. Аттетков, И.К. Волков 

102  ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 4 

Для получения содержательной информации о свойствах изучаемого про-
цесса теплопереноса обратимся к условиям автомодельности (17), (18) реализу-
емого граничного режима. Воспользовавшись условием автомодельности (17) и 
равенствами (12), (16), запишем следующее представление зависимости функ-
ций      Bi Fo ,   Fo ,   Fo :Q  

    
 1

0 0

Fo Bi Fo
  1 1, 

Fo 1
R

f R f Q

 
       

 (21) 

Равенство (21) при  Fo 0   позволяет качественно проанализировать фи-
зические свойства автомодельного процесса теплопереноса в изучаемой систе-
ме. В одном предельном случае  Bi Fo 0,  при реализации режима тепловой 
изоляции границы очага разогрева, безразмерная температура внешней среды 
 Fo  обращается в бесконечность, т. е. изменяется в режиме с обострением 

[14]. Физическая интерпретация реализуемого граничного режима ассоцииру-
ется, например, с процессом формирования очага разогрева, содержащего ис-
точник газовыделения [16]. 

В другом предельном случае  Bi Fo   , т. е. при отсутствии теплоперено-
са в изучаемой системе, имеем  1

0 Fo 1.Rf     При этом вне зависимости от ре-
ализуемого режима теплопереноса безразмерная температура границы очага 
разогрева    0 ,Fo constU R R    определена равенством (20). 

Закон теплообмена в изучаемой системе согласно условию автомодельности 
(18) и равенствам (12), (16) имеет вид 

   0 Bi Fo 1 ,  Fo 0,  
Fo

RR     
 

 (22) 

а закон изменения безразмерной температуры очага разогрева — 
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 (23) 

При каждом фиксированном значении Fo 0  функции  Bi Fo ,  
   Fo  и   FoQ  могут принимать лишь неотрицательные значения, поэтому 

должно выполняться условие 

 0  Fo . R   (24) 

Условие (24) можно рассматривать как достаточное условие автомодельно-
сти реализуемого граничного режима. 

Непосредственный анализ равенств (22), (23) показывает, что при 

0Fo R   граница очага разогрева теплоизолирована:  2 2
0Bi 0. R   При этом 

вне зависимости от закона «компенсирующего» теплопоглощения  FoQ  в 



Автомодельное решение задачи теплопереноса в твердом теле…  

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. Естественные науки. 2016. № 4 103 

термически тонком покрытии безразмерная температура очага разогрева со-
ставляет  2 2

0R    , т. е. реализуется граничный режим с обострением [14]. 
Парадоксальность его свойств обусловлена тем, что, несмотря на проявление 
эффектов теплопроводности теплота, сосредоточенная в сферическом очаге 
разогрева, не распространяется в «холодное» изотропное пространство в тече-
ние всего времени существования режима. 

При реализации граничного режима, достаточ-
ное условие автомодельности которого определено 
неравенством 0Fo ,R   функция Bi(Fo),  опреде-
ляющая закон теплообмена в изучаемой системе, 
монотонно убывающая, причем  Bi(0) ,  и об-
ращается в нуль в конечный момент времени 

 2*
0Fo .R   Функция  Bi Fo  называется момен-

том обострения граничного режима, так как 
   *Fo  (рисунок). 

Результаты проведенных исследований теорети-
чески обосновывают возможность реализации режи-
ма термостатирования границы сферического очага 
разогрева с термически тонким теплопоглощающим 
покрытием постоянной толщиной. Безразмерную 
температуру границы очага разогрева (0)U   

   ,Fo constR R  определяют по равенству (20), 
она зависит от параметра автомодельности 0,f  задаваемого условием (17). 

Особый интерес представляет случай 0 0,f   наиболее содержательно от-
ражающий специфические особенности автомодельного процесса теплоперено-
са в изучаемой системе. Воспользовавшись равенством (21) при 0 0,f   получим 
следующее представление зависимости функций      Bi Fo ,  Fo  и  FoQ : 
     Fo Bi Fo Fo ,  Fo 0.Q    Таким образом, закон «компенсирующего» теп-

лопоглощения в термически тонком покрытии  Fo ,Q  обеспечивающий тер-
мостатирование границы очага разогрева, определяется не только реализуемым 
режимом теплообмена  Bi Fo  в изучаемой системе, но и зависит от закона из-
менения безразмерной температуры  Fo .  При этом согласно равенству (23) 
при 0 0f   имеем 

    
 0

Fo Fo
Fo ,  Fo 0,

Fo
Q

R R
  

 
 

а безразмерная температура границы сферического очага разогрева равна 
 (0) ,Fo 0,  Fo 0.U R R     

Законы изменения безраз-
мерной температуры сфе-
рического очага разогрева 1
(при  Fo 0)   и теплооб-
  мена в изучаемой системе 2 
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Заключение. Представленные результаты теоретически обосновывают воз-
можность существования граничного режима с обострением в изотропном твер-
дом теле со сферическим очагом разогрева, обладающим термически тонким теп-
лопоглощающим покрытием, и наглядно иллюстрируют физические свойства реа-
лизуемого автомодельного процесса теплопереноса в изучаемой системе. 
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Abstract  Keywords 
The problem of determining the temperature field of the iso-
tropic solid with a spherical hot spot having a thermally thin 
heat-absorbing coating was considered. The non-stationary 
mode of heat transfer with time-varying heat transfer coeffi-
cient and the temperature of the hot spot was investigated. 
Sufficient conditions were determined, the fulfillment of which 
allows the realization of self-similar process of the heat transfer 
in the test system. Qualitative studies of the physical properties 
of the self-similar process and set of its specific features were 
conducted. The feasibility of boundary regimes in the spherical 
hot spot was theoretically proved 

Isotropic solid, spherical hot spot, 
thermal thin heat-absorbing 
coating, temperature field, self-
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