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При проведении инженерных расчетов динамики твердых тел, имеющих поло-
сти с жидкостью, часто используют механические аналоги движений изучае-
мой гидродинамической системы. Так, при плоских движениях твердого тела с 
полостью частично заполненной жидкостью применяют маятниковые аналоги 
колебаний жидкостей, при продольных колебаниях деформируемого тела с 
жидким топливом — механические осцилляторы, при колебаниях вокруг про-
дольной оси симметрии — физические и математические маятники на бифи-
лярном подвесе, свободно вращающемся вокруг продольной оси. Рассмотрены 
колебания трех несжимаемых жидкостей, получены дифференциальные урав-
нения для обобщенных координат, отражающих волновые движения жидко-
стей на поверхностях разделов, и приведены механические аналоги колебаний 
жидкостей. 
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потенциальная энергия, кинетическая энергия, обобщенные координаты, меха-
нические аналоги. 
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When making engineering calculations for the dynamics of solid bodies with the cavity 
filled with fluid, we often use mechanical analogues of movements of the required  
hydrodynamic systems. So, in  plane motions of a solid body with a cavity partly filled 
with fluid we use pendulous analogues of oscillations in fluids. The longitudinal oscil-
lations of a deformable body with fluid fuel require mechanical oscillators. In oscilla-
tions around the longitudinal axis of symmetry, we use the physical and mathematical 
pendulums on the bifilar suspension, freely rotating around the longitudinal axis. This 
article deals with the oscillations of three incompressible fluids. Within the research 
we obtain differential equations for generalized coordinates that reflect the wave mo-
tions of fluids on the section surfaces, and we describe the mechanical analogues of 
oscillations of  fluids. 

Keywords: oscillations of fluids, oscillations  frequency, mode shape, potential energy, 
kinetic energy, generalized coordinates, mechanical analogues. 
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Введение. В последнее время в связи с раз-
витием ракетной космической техники общего 
машиностроения в значительной степени возрос 
интерес к исследованию динамики сложных 
жидкостей [1]. Одной из используемых моделей 
подобной жидкости может являться дискретно-
стратифицированная жидкость, представляю-
щая собой совокупность слоев несмешиваю-
щихся несжимаемых жидкостей. Колебаниям 
стратифицированных и несмешивающихся 
жидкостей посвящено достаточно много работ 
(например, [2–11]). 

В настоящей статье рассмотрены колеба-
ния трех идеальных жидкостей, каждая из ко-
торых совершает несжимаемое движение. По-
лучены дифференциальные уравнения для 
обобщенных координат, отражающих колеба-
ния поверхностей раздела жидкостей, и пред-
ложены эквивалентные механические маятни-
ковые модели, моделирующие колебания жид-
костей по n-му тону. 

Постановка задачи. Рассмотрим систему 
из трех невязких несжимаемых и несмешива-
ющихся жидкостей, полностью заполняющих 
цилиндрический сосуд. Введем цилиндриче-

ские системы координат ,i iO x r  0, 1, 2,i   с началами координат, рас-
положенными на поверхностях разделов жидкостей и на дне (рис. 1). 
Обозначим плотность и глубину каждого слоя жидкости через 

 ρ , , 0, 1, 2,i i ih   соответственно. При решении задачи примем следу-
ющие допущения: 

− перемещения и скорости всех частиц жидкостей — малые вели-
чины, т. е. произведениями и квадратами можно пренебречь по срав-
нению со значениями любой из этих величин; 

− движение каждой жидкости является потенциальным. 
Вследствие сделанных допущений колебания трех жидкостей могут 

быть описаны уравнениями Лапласа для потенциалов смещений частиц 
жидкостей в цилиндрической системе координат [12]:  
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Рис. 1. Схема системы, 
состоящей из трех невяз-
ких несжимаемых и не-
смешивающихся жидко-
стей, полностью запол-
няющих цилиндрический  
              сосуд  
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Здесь  χ  , , , , 0, 1, 2i ix r t i   — потенциалы смещений частиц жидко-

стей, связанные с соответствующими потенциалами скоростей 

 Φ , , ,i ix r t  формулами Φi i t   ;     , , , χi
i iw x r t    — поле 

смещений частиц жидкостей,   — оператор Гамильтона. 
Потенциалы   , , , , 0, 1, 2,i ix r t i    должны удовлетворять сле-

дующим граничным условиям:  
1) условия непротекания на смачиваемых поверхностях  
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2) кинематические условия на поверхностях разделов жидкостей 
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3) динамические условия на поверхностях разделов жидкостей 
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Начальные условия для рассматриваемой задачи не являются необхо-
димыми. 

Постановка вспомогательных краевых задач и их решения. 
Для решения задачи представим потенциалы 0 1χ ,   χ  и 2χ  в виде: 

        0 0 0 1 2 2 2 2χ , , ; , , ;x r t x r t           (4) 

        1 11 1 1 12 1 2, , , , ,x r t x r t           (5) 

где  1 t ,  2 t  — функции времени, описывающие волновые движе-

ния поверхностей разделов жидкостей. Потенциалы 10 11 2 2,, ,     
являются решениями следующих краевых задач: 
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Решения краевых задач (6)–(9) могут быть записаны в виде [13] 
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В уравнениях (10)–(13)  1 nJ k r  — функция Бесселя первого рода, пер-

вого порядка; 0 , 1, 2, 3...n n r nk    Чтобы выполнить динамические 
граничные условия, подставим представления (4), (5) в условия (2), (3) и 
получим дифференциальные уравнения для обобщенных координат 

 1n t 	и  2 ,n t  описывающих колебания слоев жидкостей: 
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где 
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частоты колебаний верхней, нижней поверхностей раздела и свобод-
ной поверхности среднего слоя жидкости при 0ρ 0 ; 0nf   

1 0 th cth ;n nk h k h  1 1 2 th t .c hn n nf k h k h  
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Умножим уравнение (14) на величину 
 

 
3

0 1
2

2tg
,

1
n

n n

r k h
v




  
 получим 

иную запись дифференциальных уравнений для обобщенных коорди-
нат 1n и 2 :n  
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где 0 0 ,nm v    1 ,nm v    2 ,nm v    0 ,  и n n nm m m    — приведенные мас-
сы колеблющихся слоев жидкостей. 

Определим собственные частоты главных колебаний трех слоев 
жидкостей, полностью заполняющих сосуд (рис. 2). Перепишем урав-
нение (14) в виде 
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Приняв    1 1 2 1sin , sinn nA pt C pt        , получим определитель 

относительно неизвестных амплитуд 1A  и 1.C  Равенство нулю опреде-
лителя приводит к частотному уравнению 

 4 2 0.ap bp c     (17) 

Здесь 1;a   
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Зависимости главных частот  2 2
1,2 1,2 _ 0p gp r  от изменения отно-

сительных плотностей жидкостей  0 _ 0 1 212 _ρ ρ ρ , ρ ρ ρ   и от отно-

сительной глубины среднего слоя жидкости  11_ 0h h r  при постоян-

ных значениях 0 _ 0 0h h r  и 22 _ 0h h r  приведены на рис. 3 и рис. 4. 
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  Рис. 2. Формы главных колебаний трех слоев жидкостей  
по первому (а, б) и второму (в, г) тону 

 
В случае отсутствия верхнего слоя жидкости плотностью ߩ଴ уравнения 
(16) упрощаются и принимают вид 
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Механический аналог. При проведении инженерных расчетов ди-
намики твердых тел, имеющих полости с жидкостью, часто использу-
ют механические аналоги движений изучаемой гидродинамической 
системы [14, 15]. Рассмотрим механическую систему в виде невесомо-
го стержня с маятниками (рис. 5). Точки подвеса маятников располо-
жены на одной прямой. Вертикальное положение продольной оси при 
отсутствии отклонений маятников примем за невозмущенное состоя-
ние, соответствующее горизонтальному положению поверхностей раз-
дела слоев жидкостей при отсутствии их возмущений. 
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 Рис. 3. Зависимость первой 2
1( )p  и второй 2

2( )p  главных частот для 

11, 1,8412n     (а, б) и 22, 5,3315n     (в, г) от изменения глубины  

  среднего слоя жидкости 1_h при 0 _ρ  = 0 (1), 1_ = 0,2 (2) и 2 _ = 0,3 (3) 
 

Рис. 4. Зависимость первой 2
1( )p  и второй 2

2( )p  главных частот для 

11, 1,8412n     (а, б) и 22, 5,3315n     (в, г) от изменения плотности 1_  

     среднего слоя жидкости при 0 _h  = 1,0 (1), 1_h  = 1,0 (2) и 2 _h = 1,3 (3) 
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Введем следующие обозначения: 1,m   

2m  — массы мятников;  — l длина невесо-

мого стержня AB; ,b  δ  —  расстояния 0OB  

и 0,OC  соответствующие n-му тону колеба-
ний слоев жидкостей. 

Как показывает анализ дифференциаль-
ных уравнений для обобщенных координат 
волновых движений по поверхности разделов 
трех слоев жидкостей каждому индексу «n» 
соответствуют два главных колебания, часто-
ты которых могут быть определены по фор-
мулам (17)–(19). Следовательно, для каждого 
индекса «n» механической модели должны 
возникать два главных колебания, т. е. экви-
валентный механический аналог колебаний 

поверхностей разделов слоев жидкостей должен иметь две степени сво-
боды. Покажем, что для предлагаемого механического аналога (см.  
рис. 5) уравнения движения будут совпадать с уравнениями для обоб-
щенных координат  1n t и  2 .n t  

Составим выражения для кинетической и потенциальной энергий 
предлагаемой механической системы. За обобщенные координаты 
примем расстояния 1 2 , ,s s  определяющие положение маятника массой 

2m  (точка C) и положение маятника массой 1m  (точка B) (см. рис. 5). 
Координаты точек C и B в системе координат xOy будут 

2sin ;Сx      

2co ;sСy     

  2 1sin sinВx l b l      ;  

  2 1cos cos .Вy l b l       

Кинетическая и потенциальная энергия рассматриваемой механи-
ческой системы с точностью до величин второго порядка малости бу-
дет включать в себя кинетическую и потенциальную энергию маятни-
ков 
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2 2 2
2 2 1 2 1 1 22
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Рис. 5. Механическая 
модель  
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Далее воспользуемся уравнениями Лагранжа второго рода и запи-
шем уравнения колебаний системы маятников 

 

 

     

1 1 1 1 1 2

2

2 1 2 2 1 2 1 12

  0;

   0.

l bg
m s m s m s

l

l b l b l bg
m m s m m s m s


  


    
            

 

 
  (20) 

Сопоставив уравнения колебаний жидкости (15) и уравнения коле-
бания механического аналога (20), определим параметры предлагаемой 
маятниковой системы. Сравнив уравнения движения, получим, что 
рассматриваемые механические системы будут эквивалентны при 
условии равенства обобщенных координат  in и s , k   , 1, 2,i k    если 
параметры механического аналога будут определены по следующим 
формулам: 
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Зависимость расстояния b от относительных плотностей жидкостей 

1( 1,8412)  приведена на рис. 6. 

Маятниковые аналоги колебаний слоев жидкости при b > 0 и b < 0 
представлены на рис. 7, а, б, маятниковый аналог колебаний двух сло-
ев жидкости, полностью заполняющих цилиндрический бак, —  
на рис. 7, в. 

 

Рис. 6. Зависимость расстояния b
от относительной плотности 1_ρ

при 0 _ρ  = 0 (1), 1_ = 0,2 (2) 

            и 2 _ = 0,3 (3) 
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Рис. 7. Маятниковые аналоги колебаний слоев жидкости при b > 0 (а),  
b < 0 (б) и маятниковый аналог (в) двух слоев жидкостей, полностью 

заполняющих цилиндрический бак  
 
Заключение. Рассмотрены вопросы моделирования колебаний 

дискретно-стратифицированных жидкостей. Приведена постановка за-
дачи для определения потенциалов скоростей жидкостей, получено ча-
стотное уравнение и предложены маятниковые аналоги колебаний сло-
ев жидкостей. Результаты расчета могут быть использованы при про-
ектировании и расчете транспортных систем, перевозящих сложные 
жидкости. 
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