
 

42 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2016. № 3 

DOI: 10.18698/1812-3368-2016-3-42-56 

УДК 517.958 

Решение смешанной краевой  
задачи Дирихле — Неймана для уравнения Пуассона  

в многомерном бесконечном слое  
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Методом преобразования Фурье решена смешанная краевая задача Дирихле — 
Неймана для уравнения Пуассона в области, ограниченной двумя параллельными 
гиперплоскостями в пространстве .n  Решение представлено в виде суммы 
интегралов, ядра которых найдены в конечном виде. В частности построена 
функция Грина оператора Лапласа для задачи Дирихле — Неймана, через кото-
рую записывается решение задачи. Если заданные граничные значения являются 
обобщенными функциями медленного роста, то решение задачи для однородно-
го (уравнения Лапласа) записывается в виде свертки ядер с этими функциями.  

Ключевые слова: преобразование Фурье, уравнение Пуассона, смешанная крае-
вая задача, обобщенные функции медленного роста, функция Грина. 
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In this research by the method of Fourier transform we solve the mixed boundary val-
ue problem of Dirichlet — Neumann for the Poisson equation in the domain bounded 
by two parallel hyperplanes in .n  The solution is represented as a sum of integrals 
whose kernels are found in the final form. In particular, we constructed Green's func-
tion of the Laplace operator for the mixed boundary value problem of Dirichlet — 
Neumann, by which the solution of the problem is written. If the given boundary values 
are tempered distributions, the solution of the mixed boundary value problem for the 
homogeneous equation (Laplace) is written as the convolution of the kernels with 
these distributions. 
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 Введение. Настоящая работа является продолжением работы [1],  
в которой решена смешанная краевая задача для уравнения Лапласа в 
бесконечном многомерном слое. Здесь эта краевая задача решена для 
уравнения Пуассона (неоднородного уравнения Лапласа). 
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 Двух- и трехмерное уравнения Пуассона описывают многие ста-
ционарные процессы при наличии источников (стоков) в различных 
областях механики и физики, например, в теории тепло- и массопере-
носа, гидро- и аэромеханике, электростатике и т.д. В связи с этим по-
иск решений различных краевых задач для уравнения Пуассона (и но-
вых более простых форм решений) весьма актуален.  

 Для n-мерного полупространства основным методом решения кра-
евых задач для линейных уравнений в частных производных с посто-
янными коэффициентами является преобразование Фурье по перемен-
ным в граничной гиперплоскости [2]. Этот метод применим и для  
бесконечного слоя. Для полосы и бесконечного слоя в трехмерном 
пространстве решения краевой задачи известны [3], причем функция 
Грина записывается в виде бесконечного ряда. Для бесконечного слоя 
в n-мерном пространстве задача Дирихле для уравнения Лапласа ре-
шена другим методом [4]. В настоящей работе решение получено в ин-
тегральной форме, ядра интегралов выражены в конечном виде через 
элементарные функции и функции Бесселя. При этом найдено рекур-
рентное соотношение, связывающее ядра интегралов для n-мерного и 
(n+2)-мерного слоев.  

Обозначения. Постановка задачи. Введем следующие обозначе-
ния:  

       1
1 1, , ;  , , , , ; n n

n nx x x x y x x y          

 2 2
1 11;  ;  , n n ny x x x xt x t x t       

  
1 11 ; Δ , Δ  

n nn x x x x yydx dx dx u x y u u u u       

—       оператор Лапласа;  
n

ixtF t f t f x e dt  


  — преобразование 

Фурье суммируемой функции   .f x  Если суммируемая по x  функция 

 ,f x y  зависит от переменных x  и  y, то ее преобразование Фурье по 

x  обозначим как 

     , , .
n

ixt
x f t y f x y e dx 


  

Аналогично определяем обратное преобразование Фурье суммируемой 
функции  F t  

     
 

 1 1
 

2π n

ixt
nf x F x F t e dt   


  



 

44 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2016. № 3 

и суммируемой по t  функции  ,F t y  

   
 

 1 1
,  , .

2π n

ixt
t nF x y F t y e dt  


  

Определение преобразования Фурье обобщенных функций мед-
ленного роста приведено в работе [5]. 

 Рассмотрим смешанную краевую задачу для уравнения Пуассо-
на (неоднородного уравнения Лапласа) 

    Δ , , ; , 0 ;nu x y f x y x y a     

    ,0 φ , ;nu x x x   

     , ψ , .n
yu x a x x   

Решение будем искать в виде суммы      , , , .u x y v x y w x y   

Здесь  ,v x y  удовлетворяет однородному уравнению и неоднородным 

краевым условиям 

  Δ , 0, , 0 ;nv x y x y a     

    , 0 φ , ;nv x x x   

     ,, ψ , n
yv x a x x   

а  ,w x y  — неоднородному уравнению и однородным краевым усло-

виям  

     Δ , , , ,  0 ;nw x y f x y x y a     

  ,0 0, ;nw x x   

   , 0, .n
yw x a x 

 

Решение однородного уравнения с неоднородными краевыми 
условиями. Смешанная краевая задача для уравнения Лапласа являет-
ся решением однородного уравнения с неоднородными краевыми 
условиями:  

  Δ , 0, , 0 ,nv x y x y a     

    ,0 φ , ,nv x x x   

     , ψ , .n
yv x a x x   
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Решение краевой задачи получено в работе [1]: 

          , φ , ψ , , n nv x y x K x y x L x y     (1) 

где  

 
         

 
1

ch
, , , , , ;

ch
n

n t n n

t a y
K x y k x y k t y t

a t



  

 

         
 

1
sh

, , , , ,  . 
ch

n
n t n n

t y
L x y l x y l t y t

t a t
    

Свертка (1) существует для любых обобщенных функций медлен-
ного роста    φ ,nx        ψ  nx     и записывается в виде 

 
         

     
φ , ψ , φ ,

, ψ , , .

n n

n n

x K x y x L x y t

K x t y t L x t y

   

  
 

Когда    φ  и ψx x  — обычные функции полиномиального роста, 

свертку (1) представляют суммой интегралов 

        φ , ψ , .
n n

n nt K x t y dt t L x t y dt   
 

 

Для сферически симметричных функций 

       * *, , ,n n nK x y K x y K r y   и      * *, , ,n n nL x y L x y L r y    

имеет место рекуррентная формула 

    2
1

, 
2πn nH r H r

r r


 


 (2) 

с помощью которой можно вычислить ядра при любом значении ,n  
зная их для 1 и 2.n n   Для указанных значений n  ядра имеют вид 

  1

π π
sin ch

1 2 2,  ;
ch cos

y x
a aK x y

x ya
a a

   
   
   
       

   

 

  1

π π
ch sin

1 2 2, ln ;
π π2π ch sin
2 2

x y
a aL x y
x y
a a
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   2 0

0

ch ρ1
, ρ ρ ρ;

2π ch ρ

a y
K x y J x d

a

 
   

    
   2 0

0

sh ρ1
, ρ ρ,

2π ch ρ

y
L x y J x d

a



   

где  0 ρJ x  — функция Бесселя. 

Решение неоднородного уравнения с однородными краевыми 
условиями. Запишем решение уравнения с однородными краевыми 
условиями: 

    Δ , , , , 0 ;nw x y f x y x y a     

  ,0 0, ;nw x x   

   , 0, .n
yw x a x   

Применим преобразование Фурье к уравнению Пуассона по x, обо-
значив          , , ; , , .x xW t y w t y F t y f t y   Получим краевую 

задачу для обыкновенного дифференциального уравнения с парамет-
ром :nt  

      2
, , , ;yyt W t y W t y F t y     

     ,0 0; , 0.yW t W t a   

Решение рассматриваемой задачи будем искать в виде разложения в 
ряд Фурье по собственным функциям задачи Штурма — Лиувилля 

    2 0;z y z y   
 

    0 0, 0,z z a   

т. е. по функциям  

 

 

     
0

2 1
sin ,  0, 1, 2, 3, ; 

2

2 1
, sin .

2k
k

k y
k

a

k y
W t y b t

a





 
 

 
 

 

Правую часть уравнения Пуассона разложим в ряд Фурье 

      
0

2 1
, sin  ;

2k
k

k y
F t y f t

a
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0

2 12
, sin .

2

a

k
k y

f t F t y dy
a a

 
   

Подставив ряды в дифференциальное уравнение и приравняв коэффи-
циенты, получим 

    
 

2

2 22 2

4
 , 0, 1, 2, 3, ;

2 1 4

k
k

a f t
b t k

k a t
   

  
 

  
 

   2

2 22 2
0

2 14
, sin .

22 1 4
k

n

k ya
W t y f t

ak a t





 
 

  
  

Применив обратное преобразование Фурье, найдем решение краевой 
задачи 

 

         
0 0

2 1 2 12
, * , sin  sin

2 2

a

nk
k

k k y
w x y M x f x d

a a a





           
  

 
 

        
00

2 1 2 12
 , sin sin ,

2 2

a

nk
k

k k y
f t M x t dtd

a a a

 



     
     

 
   

где  

  
 

 
2

1
2 22 2

4
;

2 1 4
nk

a
M x x

k a t

 

  
    

  

        1

0

2 12
, sin .

2

a

k
k

f t d f t x
a a

  
        

Если правая часть уравнения Пуассона равна дельта-функции 

        0 0 0 0, , ,f x y x x y y x x y y          

 0 0, 0 ,nx y a    

то решением краевой задачи будет функция Грина оператора Лапласа 
для смешанной краевой задачи Дирихле — Неймана 

        0
0 0 0

0

2 1 2 12
, , ,  sin sin .

2 2n nk
k

k y k y
G x y x y M x x

a a a
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Здесь 

       
 

2
1

2 22 2

4
 ;   .

2 1 4
nk nk nk

a
M x m x m t

k a t
 

  
  

Поскольку  nkm t  — сферически симметричные функции (зависят толь-

ко от  | |),t  то и функции   nkM x  сферически симметричные функции,

   * nk nkM x M x , а функция Грина зависит только от 0 :x x  

     * *
0 0 0 0 0, , , , , , , .n n nG x y x y G x x y y G r y y    По рекуррентной фор-

муле (2) имеем 

    * *
2 0 0

1
, , , , .

2πn nG r y y G r y y
r r


 


 

Решение смешанной краевой задачи для полосы на плоскости. 
В случае двух переменных с учетом четности функций по 

            1 1 1 1 1 1, , , , , , k kt k t y k t y l t y l t y m t m t    находим об-

ратное преобразование Фурье по таблицам, приведенным в работе [8]: 

     1
1 1

π π
sin ch

1 2 2, ,   ;
ch cos

t

y x
a aK x y k x y

x ya
a a



   
   
    
       

   

  

     1
1 1

π π
ch sin

1 2 2,  , ln ;
π π2π ch sin
2 2

t

x y
a aL x y l x y
x y
a a



              
            

 

       
 1

1 1
2 1

exp  .
2 1 2

k k
ka

M x m x x
k a

   
      

 

Просуммировав ряд 

 
     0

1 0
0

2 1 2 12
 sin sin

2 2k
k

k y k y
M x x

a a a





   
  

 

 
     0

0
0

2 1 2 1 2 12 1
exp sin sin ,

2 1 2 2 2k

k k y k y
x x

k a a a
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получим функцию Грина 

        
     

0 0
1 0 0

0 0

ch 2 cos 21
, , , ln

4 ch 2 cos 2

x x a y y a
G x y x y

x x a y y a

    
 

     
 

 
     
     

0 0

0 0

ch 2 cos 21
ln  .

4 ch 2 cos 2

x x a y y a

x x a y y a

    


     
 

Решение смешанной краевой задачи Дирихле — Неймана для 
уравнения Пуассона для полосы на плоскости запишем в виде 

       
    
ch 21 π

 , sin φ  
2 ch cos

x t ay
u x y t dt

a a x t a y a





            

       
    

ch 2 sin 21
ψ ln

2π ch 2 sin 2

x t a y a
t dt

x t a y a





    
       

  

 

       
     

     
     

0

ch 2 cos 21
 , ln

4 ch 2 cos 2

ch 2 cos 2
ln .

ch 2 2

a x t a y a
f t

x t a y a

x t a y a
dtd

x t a y a





              
       

      

 
 

Отметим, что  

    1 1
0

, , , , ,G x y t K x t y


      
     1 1, , , , .G x y t a L x t y     

Тогда решение задачи может быть записано в виде 

     1
0

, φ  , , ,  u x y t G x y t dt




          1 , , ,  t G x y t a d




    

    1
0

 , , , ,  .
a

f t G x y t dtd




      

Решение смешанной краевой задачи для бесконечного слоя в 
трехмерном пространстве. Для трех переменных ядра не выражаются 
через элементарные функции 

     
   2 0

0

ch ρ1
, ρ ρ ρ;

2π ch ρ

a y
K x y J x d

a
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   2 0

0

sh ρ1
, ρ ρ.

2π ch ρ

y
L x y J x d

a



   

Если  φ  x и   ψ x  — функции полиномиального роста, то решение 

смешанной задачи записывается интегральной формулой 

       
   

2
0

0

ch ρ1
, φ ρ ρ ρ 

2π ch ρ

a y
u x y t dt J x t d

a

 
   


 

    
   

2
0

0

sh ρ1
ψ ρ ρ.

2π ch ρ

y
t dt J x t d

a



  


 

Просуммировав ряд 

      0
2 0

0

2 1 2 12
 sin sin , 

2 2k
k

k y k y
M x x

a a a





   
   

где 

     
 

 
2

1 1
2 2 2 22 2

4

2 1 4
k k

a
M x m x x

k a t
 

 
   

    
   

 
 

   2

0 022 2 2
0

2 11 4 1
ρ ρ  ;

2π 2 22 1 4

ka
J x d K x

ak a

   
         

  

 0K   — функция Макдональда [9], получим функцию Грина 

 
       0

2 0 0 2 0
0

2 1 2 12
, , ,  sin sin

2 2k
k

k y k y
G x y x y M x x

a a a





   
   

 

 
     0

0 0
1

2 1 2 1 2 11 1
sin sin

2 2 2k

k k y k y
K x x

a a a a a





      
        

  

 
     0

0
00

2 1 2 1 2 1
exp ch sin sin  

2 2 2k

k k y k y
x x d

a a a

 



               
   
  

 

     
     

     
     

0 0

0 00

0 0

0 0

sh ch 2 cos 21

2 ch ch 2 cos 2

sh ch 2 cos 2
 .

ch ch 2 cos 2

x x a y y a

a x x a y y a

x x a y y a
d

x x a y y a
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Нетрудно проверить, что 

  2
0

, , ,G x y t


     
 

 

   

    

2 2

22
0

ch ch
sh ch cossin 2 2 22

ch ch / cos /

x t x t yy
a a aa d

a x t a y a



                             
      

  

     
   2 0

0

ch ρ1
, ρ ρ ρ;

2π ch ρ

a y
K x t y J x t d

a

 
     

 

      
    

   
   

2
0

2 0
0

sh ch 2 sin 21
, , ,

ch ch ) cos

sh ρ1
, ρ ρ .

2π ch ρ

x t a y a d
G x y t a

a x t a y a

y
L x t y J x t d

a





    
  

     

   




 

Следовательно, решение смешанной краевой задачи для уравнения 
Пуассона в трехмерном бесконечном слое можно записать как 

      
2

 

2
0

, φ  , , ,  u x y t G x y t dt


      


 

        
2 2

  

2 2
0  

 
 , , ,   , , , ,  ,

 

a

t G x y t a d f t G x y t dtd        
 

 

где 

  

 
     
     

     
     

2

0

, , ,

sh ch 2 cos 21

2 ch ch cos

sh ch 2 cos 2
.

ch ch cos

G x y t

x t a y a

a x t a y a

x t a y a
d

x t a y a



 

              
              

  

В частности, для решения смешанной краевой задачи для уравнения 
Лапласа в трехмерном бесконечном слое имеет место формула другого 
вида 

    
2

sin 2
,

y a
v x y

a
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    2

2 2

2
0

sh ch 2  ch ch 2 cos 2  

ch ch cos

x t a x t a y a
t dt d

x t a y a

            
      

 


 

       
    2 0

sh ch 2sin 2
  .

ch ch ) cos

x t ay a
t dt d

a x t a y a

   
  

      


 

Решение смешанной краевой задачи для бесконечного слоя в 
пространстве произвольной размерностью. Для пространства про-
извольной размерностью n  решение смешанной краевой задачи Ди-
рихле — Неймана для уравнения Пуассона в слое записывается с по-
мощью функции Грина в следующем виде: 

          
1 1

  

1 1
0

 
, φ  , , ,   , , ,  

 n n
n nu x y t G x y t dt t G x y t a d

 
 



          
 

 

    
1

 

1
0  

 , , , ,  .
n

a

nf t G x y t dt d


    


 

В случае четной размерности 2n k  имеем  

      * *
2 1 2 1 2 1, , , , , , ,k k kG x y t G x t y G r y          

 

 
 

    
    

    
    

1 1

1

ch 2 cos 21 1 1
  ln

4 ch 2 cos 22

ch 2 cos 21
ln ;

4 ch 2 cos 2

k k

k

r a y a

r r r a y a

r a y a

r a y a

 






               

    


 




  



 

      * *
2 1 2 1 2 1

0

, , , , ,k k kG x y t K x t y K r y  


        
 

 
 
 

   
   

1 1

1

1 sin 2 ch 21 1
   ;

ch cos2

k k

k

y a r a

r r a y a y a

 



             
 

 
     * *

2 1 2 1 2 1, , , , ,k k kG x y t a L x t y L r y      
 

 
 
 

   
   

1 1

1

1 ch 2 sin 21 1
  ln  ,

2π ch 2 sin 22

k k

k
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для нечетной размерности 2 1n k   — 
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Так, для бесконечного слоя в четырехмерном пространстве запишем 

        
   3 1
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y a y a
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 2 2 2
1 2 3 ; r x x x x     

 
     * *
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r r r a y y a

r a y y a r a

r a y y a ar

    
  

     
    

  
     

 

 
  

    
  

    
0 0

0 0

cos 2 cos 2
 ,
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r a y y a r a y y a

    
  

         
 

где 0 .r x x    

Нетрудно проверить, что  

    3 3
0

, , , , .G x y t K x t y


      
  

Тогда решение смешанной краевой задачи для уравнения Пуассона для 
бесконечного слоя в четырехмерном пространстве можно записать как 

      
3

 

3
0

, φ   , , ,  u x y t G x y t dt


      


   
3

 

3

 
 , , ,   

 
t G x y t a d 


 

    
3

 

3
0   

 , , , ,  ,
a

f t G x y t dtd    


 

где  

    
3
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, , ,

4

r a
G x y t
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cos 2 cos 2

 ,
ch cos 2 ch cos

y a y a

r a y a r a y a

      
  

           
 

 .r x t   

Заключение. Полученные формулы для решения смешанной крае-
вой задачи Дирихле — Неймана для уравнения Лапласа в бесконечном 
слое применимы и в том случае, когда граничные значения являются 
обобщенными функциями медленного роста. Тогда решение является 
обобщенным: слабо сходится в пространстве к заданным граничным 
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значениям. При трех переменных функция Грина получена в виде од-
нократного интеграла. 
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