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 О стабилизации аффинных систем  
при наличии возмущений 
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Исследован вопрос о возможности глобальной стабилизации при наличии воз-
мущений аффинных систем произвольной размерности со скалярным управлением 
и скалярным возмущением, для которых соответствующие системы без воз-
мущений эквивалентны регулярным системам канонического вида. Получены 
легко проверяемые условия того, что построенная на основе регулярного кано-
нического вида функция Ляпунова для системы с управлением будет функцией 
Ляпунова для системы с возмущениями. Приведены результаты численного 
моделирования процесса стабилизации трехмерной аффинной системы с воз-
мущениями. 
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The article examines the possibility of global stabilization of affine systems of arbitrary 
dimension with the  scalar control and scalar disturbance. In this case the corres-
ponding systems without disturbances are equivalent to regular systems of a canonical 
form. We obtain easily verifiable conditions implying that Lyapunov function built on the 
basis of the regular canonical form for the system with control is Lyapunov function for 
the system with disturbances. We provide the research with the results of numerical 
modeling of the stabilization process for three-dimensional affine systems with 
disturbances. 
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Введение. Рассмотрим систему  

 ( ) = ( ) ( ) , , , n kx t A x C x w x w     (1) 

где ( )A x  и ( )C x  — гладкие функции; (0) = 0;A  w  — возмущение. 
Систему  
 ( ) = ( ), , 0, nx t A x x t   (2) 
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называют невозмущенной системой, а систему (1) — возмущенной 
системой. 

Система (1) глобально устойчива при наличии возмущений (или 
устойчива от входа к состоянию), если существуют такие функции 
  и  , что для любого начального состояния 0( )x t  и любого 

кусочно непрерывного ограниченного возмущения = ( ),w w t  решение 

( )x t  системы определено при всех 0t t  и удовлетворяет условию [1–7] 

  
 0

0 0 0
,

( ) ( ) , ( )  при  .sup
t t

x t x t t t w t t
 

        
 

       (3) 

Приведем следующую теорему [1–5]. 
 Теорема 1 (о глобальной устойчивости при наличии возму-

щений). Пусть для системы (1) существует функция ( )V x  непре-

рывно дифференцируемая и удовлетворяющая в области n k   
условиям  

    1 2( ) ,x V x x       (4) 

где 1,2    — функции;  : ;x x w       

 
( ) ( )

( ) = ( ) ( ) ( ). V x V x
V x A x C x w P x

x x

 
 

 
  (5) 

Здесь ( )P x  —  положительно определенная функция, .  Тогда 
система (1) глобально устойчива при наличии возмущений, а функцию 
  в (3) можно выбрать равной 1

1 2 .     
Функцию V, удовлетворяющую условию теоремы 1, называют 

функцией Ляпунова системы с возмущением. 
 Аффинной системой с возмущениями называют систему вида  

 ( ) = ( ) ( ) ( ) , , , , n k mx t A x B x u C x w x w u        (6) 

где  1( ) = ( ), , ( ) ;nA x a x a x   1( ) = ( ), , ( ) ;nB x b x b x   1( ) = ( ), ,C x c x 

( ) ( );nc x C     — открытое подмножество ;n  u  — управление. 

Система (6) глобально стабилизируема при наличии возмущений, если 
существует такое непрерывное управление *= ( ),u u x  (0) = 0,u  что 
замкнутая им система (6) глобально устойчива при наличии возму-
щений. 

Существуют различные способы стабилизации систем с возмуще-
ниями [8–12]. В настоящей работе предложен способ, основанный на 
преобразовании аффинных систем к эквивалентному каноническому 
виду [13] и на использовании функции Ляпунова для систем с управ-
лением [6]. 



ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2016. № 3 29 

Гладкая положительно определенная бесконечно большая при 
x    функция : nV    называется функцией Ляпунова аф-

финной системы (6) с возмущением, если существует такая функция 
,  что  

    ()0, : | = < 0,inf infk

m mu u
x w x w V V Vu Vw

 
      A B C

 
      

где ,VA  ,VB  VC  — производные функции V  по векторным полям  

 
=1 =1 =1

= ( ) , = ( ) , = ( ) .
n n n

i i i
i i ii i i

a x b x c x
x x x

  
    A B C  

Приведем следующие результаты [1]. 

 Теорема 2 (критерий функции Ляпунова для системы с воз-
мущениями). Для того чтобы гладкая положительно определенная 
бесконечно большая при x    функция ( )V x  была функцией Ляпу-
нова системы (6) с возмущением необходимо и достаточно существо-
вания такой функции ,  что  

  10 : = 0 < 0.x V V V x   B A C     (7) 

Функция Ляпунова ( )V x  системы с управлением = ( , )x f x u  удо-
влетворяет свойству малых управлений, если выполнено следующее 
условие: для любого > 0  есть такое > 0,  что для любого 0,x   

< ,x    существует значение ,xu  < ,xu    управления, при котором  

 =
( )

( ) | = ( , ) < 0.
u u xx

V x
V x f x u

x




 

 Теорема 3. Система (6) глобально стабилизируема при наличии 
возмущений тогда и только тогда, когда для нее существует функция 
Ляпунова системы с возмущением, удовлетворяющая свойству малых 
управлений. При этом стабилизирующее управление может быть 
вычислено по формуле  

 

2 4
т

2

( ) ( ( )) ( )
( ( )) , ( ) 0;

( ) = ( )

0, ( ) = 0,

s

x x V x
V x V x

u x V x

V x

    
 




B
B B

B

B

 
   (8) 

где  1( ) = ( ) .x V x V x  A C     
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Преобразование аффинных систем с управлением к регуляр-
ному каноническому виду. С помощью теоремы 3 можно найти ста-
билизирующее управление для аффинной системы с возмущениями в 
том случае, когда известна соответствующая функция Ляпунова. Если 
такая функция неизвестна, то вопрос о стабилизирующем управлении 
остается открытым. Существует ли вообще управление, стабилизиру-
ющее аффинную систему с возмущениями, и как его найти? Ответ на 
этот вопрос в некоторых случаях может быть дан с использованием 
преобразования аффинных систем к эквивалентному каноническому 
виду. 

Рассмотрим систему вида  

 = ( ) ( ) ( ) , , , , nx A x B x u C x w x u w        (9) 

где  т1( ) = ( ), , ( ) ;nA x a x a x   т1( ) = ( ), , ( ) ;nB x b x b x  ( ) =C x  

 т1( ), , ( ) ;nc x c x   (0) = 0;A   ( ), ( ), ( ) ( ),i i ia x b x c x C    =1, , .i n  

Функцию Ляпунова для невозмущенной системы  

 = ( ) ( )x A x B x u  (10) 

можно найти с помощью преобразования к эквивалентному канониче-
скому виду. 

 Теорема 4. Система (10) эквивалентна на подмножестве n    
системе канонического вида  

 

1 2

1

;

;

( ) ( )







n n

n

z z

z z

z f z g z u





 

 (11) 

тогда и только тогда, когда на подмножестве   определена гладкая 
функция ( ),x  обладающая следующими свойствами:  

 1)  ad = 0,kn
Ax  B = 0, , 2,k n  где 0ad =AB B , 1ad =i

A B  

[ , ad ];i AA B  

 2)  отображение 1 т( ) = ( ( ), ( ), , ( )) nx x x x   A A  является диф-
феоморфизмом из подмножества   в ( )  . При этом  

 = ( ),z x  1= ( )
( ) = ( ) ,n

x z
f z x 

A  1
1= ( )

( ) = ( ) .n
x z

g z x


BA  

На практике процедура поиска канонического вида состоит из сле-
дующих этапов:  
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 1) поиск функции ( )x как неконстантного решения системы урав-
нений в частных производных из первого пункта условия теоремы 4;  

 2) построение отображения ( )x  в соответствии с пунктом 2;  
 3) выбор подмножества ,  на котором будет рассматриваться по-

ведение системы. При этом отображение ( )x  должно быть диф-
феоморфизмом из подмножества   в его образ ( ).   

В теоретических выкладках для простоты примем, что =   
( ) = n     (в противном случае необходимо учитывать ограничения 

на состояния системы, так как вне подмножества   управление, по-
строенное с помощью канонического вида, не может быть использова-
но). Примем также, что на множестве n  система (11) регулярна: 

( ) ( ) 0.z g z     
Предполагаемая функция Ляпунова для системы с возмуще-

нием. Метод построения функций Ляпунова для аффинных систем с 
возмущениями, эквивалентных регулярным системам канонического 
вида, известен [15]. Для системы (11) стабилизирующим (в обычном 
смысле) нулевое решение управлением будет управление [13] 

 1
=1

1
( ) = ( ) ,

( )


n

i i
i

u z f z k z
g z 

 
  
 

  

где ik  — коэффициенты такие, что многочлен 1
1 n n

nk 
      

1 0k k    устойчив. Изменяя коэффициенты ,ik  можно варьировать 
характер переходных процессов в замкнутой системе  

 

0 1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

= , = ... ... ... ... ... .

0 0 0 1






 n

z Kz K

k k k k 

 
 
 
 
 
 
     

 (12) 

Поскольку система (12) является линейной с постоянными коэф-
фициентами, для нее будет существовать функция Ляпунова в виде 
квадратичной формы т т( ) = , > 0, < 0.V z z Pz P K P PK  Тогда нуле-
вое решение системы (10) будет стабилизироваться управлением  

 1
1

=1

1
( ) = ( ( )) ( ) ,

( ( ))


n
i

i
i

u x f x k x
g x




 
      

 A  (13) 

а функция  

 т( ) = ( ) ( )V x x P x   (14) 
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будет функцией Ляпунова системы с управлением (10), замкнутой 
управлением ( ).u x  Это означает, что функция ( )V x  будет функцией 
Ляпунова для невозмущенной системы с управлением (10), причем для 
нее выполнено свойство малых управлений (управление u  и будет 
управлением xu  из определения свойства). В свою очередь, это озна-

чает  0 ( ) = 0 ( ) < 0.x V x V x  B A  

Это иногда дает возможность для нахождение функции 1( ),x    
для которой выполняется условие критерия функции Ляпунова для 
системы с возмущением (7). В частности, для системы  

 = ( ) ( )( )x A x B x u w   (15) 

условие (7) будет выполняться для любой допустимой функции 
1( )x    [15]. 
Постановка задачи. Далее будет рассмотрена задача поиска фун-

кций Ляпунова для аффинных систем с возмущениями в случае ска-
лярного управления и скалярного возмущения, эквивалентных на мно-
жестве n  регулярным системам канонического вида. 

В настоящей работе исследован вопрос о подмножестве систем (9), 
для которых функция Ляпунова ( )V x  может быть получена в виде 
(14). Для таких систем глобальная стабилизация при наличии возму-
щений может быть осуществлена с помощью управления (8), постро-
енного для функции ( ).V x  Далее для краткости назовем эти системы 
канонически стабилизируемыми. Как уже было отмечено, системы ви-
да (15) являются канонически стабилизируемыми; оказывается, ими не 
исчерпывается подмножество канонически стабилизируемых систем. 
Критерий (7) ниже будет преобразован к виду, удобному для проверки 
канонической стабилизируемости аффинных систем, приводящихся к 
регулярному каноническому виду. 

Условия канонической стабилизируемости аффинных систем 
со скалярным управлением. Рассмотрим систему (9), для которой 
соответствующая система (10) эквивалентна на множестве n  регу-
лярной системе канонического вида (11). Пусть соответствующий 
диффеоморфизм = ( )z x  удовлетворяет условию  

    1 2 1 2, , ,x z x              (16) 

или  

    1 1
2 1 .z x z           (17) 

Выполнение условий (16) и (17) гарантирует, что  

    1 2( ) ,x V x x        (18) 
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где    21 min 1= ( ) ;x P x          22 max 2= ( ) ;x P x       min ( )P  и 

max ( )P  — наменьшее и наибольшее собственные числа матрицы 
квадратичной формы Р. 

Вычислим производную ( )V x  по векторному полю B  (аргумент x  
для краткости опустим):  

 
т

т

=1 =1

= ( ) = ( ) =
n n

i i
i i ii i

V z z
V b x b x Pz z P

x x x

                 
 B  

 
=1 =1 =1 =1 =1

= ( ) =
n n n n n

j k
i jk k j jk

i ii j k j k

z z
b x p z z p

x x

  
 

   
    

 1

=1 =1 =1 =1 =1 =1 =1 =1

= 2 ( ) = 2 ( ) = 2 ;
n n n n n n n n

k k k
i j jk j jk i j jk

i ii j k j k i j k

z z
b x z p z p b x z p

x x
 


        BA  

но  

 1
0, = 1, , 1;

=
( ), = ,

k
k n

g x k n



 


BA


 

поэтому 
=1

= 2 ( ) ,
n

j jn
j

V g x z pB  отсюда  

 
1

=1 =1

1
= 0 = 0 = .

n n

j jn n in i
nnj i

V z p z p z
p


  B  (19) 

Аналогично  

 
=1 =1 =1 =1 =1

= 2 ( ) = 2 =
n n n n n

k k
j jk i j jk

ij k i j k

z
V z p a x z p
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    A A  

 
1 1

1 1
=1 =1 =1 =1 =1

= 2 ( ) = 2 2 ( ) .
n n n n n

j jk k jn j jk k j jn
j k j k j

z p z p f z z p z f z z p
 

 
 

  
 

     

С учетом (19) выражение 

 
1 1 2 2 1

=0 1 1 1
=1 =1 =1 =1 =1 =1

2
| = 2 = 2

n n n n n n

V j jk k j jk k in i nk k
nnj k j k k i

V z p z z p z p z p z
p

    

     BA   

  
21 1 1

, 1
2

=1 =1 =1

22 n n n
n n

j jk in i in i
nn nnj i i

p
z p p z p z

p p

  
  

   
 

    

представляет собой отрицательно определенную квадратичную форму 
1n   переменной. 
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Пусть система (10) замкнута некоторым управлением ( ),u x  тогда, 

значения производной функции Ляпунова (10), ( )( ) | = ( )u u xV x V u x V A B  

на множестве { : ( ) = 0}x BV x  не зависят от управления ( ) :u x  

(10), = ( ), =0( ) | .u u x VV x VB A  Этот факт можно использовать для оценки 

значения =0| .VV BA  С одной стороны, выбрав управление ( )u x  по фор-

муле (13), получим  т т
(10), = ( )( ) | = ( ) ( ),


u u xV x x K P PK x     

поэтому  т т
(10), =0| = ( ) ( )VV x K P PK x  BA  и 

(10), = 0V
V 

B
A  

 т 2
max ( ) .K P PK x       С другой стороны,  
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=1 =1 =1 =1 =1

= 2 ( ) = 2 =
n n n n n

k k
j jk i j jk

ij k i j k

z
V z p c x z p

x



    C CA
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1 1

=1 =1

= 2 =
n n

k n
j jk jn

j k

z p p


  
   

 
  CA CA  

 
1

1 1

=1 =1 =1

2 2 .
n n n

k n
j jk j jn

j k j

z p z p


     CA CA  

Учитывая (19), получаем 
1

1 т
=0

=1 =1

= 2 = 2 ,
n n

k
j jkV

j k

V z p z Pd


  B
C CA  где 

2 т= ( , , , ,0) .nd   C CA CA  Тогда =0 2| 2 =VV z P d  BC        

max2 ( ) || || || || .P z d   Таким образом, если для  1 x     

  

 

 

1

=1

max

max

: ( ) = 0 <

( ) ,
2 ( )

n
n

j jn
j

T

x z x p d x

K P PK
x

P

  

 
  



    

 

 (20) 

то условие (7) будет выполнено. Пусть  

 ,nx d M      (21) 

где > 0.M  
В выражении (20) достаточно выбрать  

    11 = ,
x

x
M

 


 
   

где 
 т

max

max

 0 < < .
2 ( )

K P PK

P
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При этом  

 1
1( ) =

Mr
r       

 и max1 1
1 2 1

min

( )
( ) = .

( )

P Mr
r

P
 
              

  

Отметим, что этот результат является обобщением результата, 
полученного в работе [16]. 

Условие (20) во многих случаях проверяется значительно проще 
исходного критерия (7). Покажем это на примерах. 

Примеры. В качестве примера для пояснения изложенного рас-
смотрим аффинную стационарную систему третьего порядка  
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A B  Система 

уравнений в частных производных для поиска функции ( )x примет вид  
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Поскольку одним из решений системы является 1 3( ) = ,x x x   
исходная система без возмущений приводится к каноническому виду  

 
1 2

2 3

2
3 2 3 2 1

;

;

( )





z z

z z

z z z z z u




   

 

заменой 2 2
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Функцию Ляпунова будем искать для 0 = 6,k  1 = 11,k  2 = 6;k  выберем 
т = 120K P PK E  , тогда  
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min ( ) 11,58,P   max ( ) 369,1P   и можно выбрать = 0,325 <  

max120 ( ).P   

Для возмущенной системы  = = 1, = = 2,M d C CA    

 2 2 2 4 2 2
1 1 3 3 1 1 2 2= 2 2 2 ;z x x x x x x x x        

так как  
 2 2 2 4 2 4 4

1 3 1 3 1 2 1 2 12 , 2 , ,x x x x x x x x x x        
то  
 2 2 2 4 2 2 4

1 3 1 23 2 2 2 3 2 ;z x x x x x x             

аналогично 2 2 43 2 ;x z z        таким образом, 

     1 2 2
11

1
= 3 2 ; = 8 9 3;

2
z z z x x               

      12 1
2 = 3 2 ; = ;

2

x
x x x x 

  
 

          

 

max1 1
1 2 1

min

( ) 2
( ) = .

( )

P r
r

P
 
   

              

Для выбранной функции Ляпунова получаем max min 5,64,     

а при max = 0,01w   – (0,01) 1,49.   
 Результаты моделирования процесса управления при различных 

ограниченных возмущениях приведены на рис. 1. Представленные 
результаты показывают, что условие ( ) 1,49x t    выполняется на 
заданных отрезках интегрирования для всех трех выбранных типов 
возмущений с большим запасом. 

Рассмотрим простой прикладной пример. Обобщенная модель  
левитации под воздействием электромагнита (рис. 2) приведена в ра- 
боте [17]. 

Исходные уравнения математической модели  

 2= ; = ; = ( ) , LI RI u my mg F F y I    (22) 

где ,L  R  —  индуктивность и сопротивление обмотки электромагнита;  
u  —  напряжение на обмотке; I  — ток, проходящий через обмотку;  
m  — масса шара; g  — ускорение свободного падения; y  — координата 
шара, > 0;y  F  — сила притяжения; ( )y  — некоторая гладкая функ-
ция,  

 > 0 ( ) > 0, ( ) < 0.y y y    (23) 
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 Рис. 1. Результаты моделирования процесса стабилизации при ( ) = 0,01w t  (а), 
( ) = 0,01sin( cos5 )w t t t  (б) и при ( ) = 0,01sin 2w t t  (в) 

 
Пусть требуется стабилизировать положение шара = ,y r  > 0.r  

Этому положению соответствует состояние равновесия = ,y r  = 0,y  

= / ( )rI mg r  системы (22). Выполним замену переменных 1 = ,x y r  
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2 = ,x y 3 = / ( );x I mg r   тогда стабилизируемое положение равно-
весия исходной системы будет соответствовать нулевому положению 
равновесия системы в новых переменных  
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 (24) 

 

Получим эквивалентную систему канонического вида для системы 
без возмущений (24) 
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решая систему в частных производных = 0,B  [ , ] = 0,A B  находим 

1( ) = ,x x  отсюда  
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z A g x
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Если 3 ( )

mg
x

r



, т. е. ток ,I  сохраняет свой знак, то система (25) 

является гладкой невырожденной заменой переменных. Для опре-
деленности в окрестности положения равновесия будем полагать ток I  
положительным. Тогда за область определения диффеоморфизма 

 
Рис. 2. Обобщенная модель 
левитации под воздействием
           электромагнита 
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  2

1
1 2 3( ) = , ,

( )

x r mg
x x x g x

m r

          
  

можно принять множество 3
3= : > 0

( )

mg
x x

r

       
 . 

Рассмотрим систему с возмущениями во втором уравнении 
= ,LI RI u  2= , = ( ) .my mg F w F y I    В переменных x  эта сис-

тема имеет вид  
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 (26) 

Оставляя за рамками настоящей работы вопросы поиска функций 

1( ),x  2( )x  и оценки на состояние возмущенной системы, покажем, 

что для любой удовлетворяющей условиям (23) функции ( )y  сис-

тема (26) удовлетворяет условию (21). Поскольку 
т

1
( ) = 0, , 0 ,C x

m
 
 
 

 то 

  1 2

2 2

1 1 1
= = 0, = = .

x x

m x m x m

 
 

 
C CA   

Следовательно, = 1 / ,d m   условия (20) (с учетом существования 

соответствующих функций 1( )x  и 2 ( ))x  и (21) выполняются. 
 Заключение. Предложен критерий глобальной стабилизируемо-

сти двумерных аффинных систем с возмущениями с помощью функ-
ций Ляпунова, полученных преобразованием этих систем к регулярно-
му каноническому виду. Приведены примеры, иллюстрирующие полу-
ченные результаты. 
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