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К вопросу о симметричности решений линейных 

матричных дифференциальных уравнений  
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Рассмотрена проблема симметричности решений задачи Коши для линейного 
матричного дифференциального уравнения, коэффициенты которого — функ-
ции, аналитические в некоторой области комплексной плоскости. Выведена 
формула, описывающая производные высших порядков любого решения такого 
уравнения. На основе полученной формулы доказаны достаточные условия сим-
метричности решения задачи Коши для линейного матричного дифференциаль-
ного уравнения. Проверка этих условий сведена к анализу свойств элементов 
специальной последовательности матриц. Показано, что при выполнении опре-
деленных условий такую проверку можно проводить не для бесконечного числа 
элементов последовательности, а лишь для первых нескольких ее элементов. 
Приведен пример линейного матричного дифференциального уравнения, для ко-
торого симметричность решения задачи Коши доказана с помощью предло-
женного условия. Полученные результаты могут быть использованы при реше-
нии различных задач теории управления. 

Ключевые слова: линейное матричное дифференциальное уравнение, симмет-
ричное решение, задача Коши. 
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The symmetry of Cauchy problem solution for linear matrix differential equations is 
under research in the present article. The coefficients of the equation in question are 
supposed to be analytical functions in some domain of the complex plane. We find a 
formula for high-order derivatives of an arbitrary solution of the equation. We prove 
the sufficient conditions for the symmetry of Cauchy problem solution for linear matrix 
differential equations on the basis of the devised formula. To check these conditions, 
we need to analyse the properties of the special matrix sequence. Since the sequence 
consists of the infinite number of elements, the check is difficult to implement. It is 
shown that if some requirements are met, then it is sufficient to check only first several 
elements of the sequence. The example of the linear matrix differential equation is giv-
en to illustrate how the proposed condition may be used in proving the solution sym-
metry. The obtained results may be used in solving various problems of the control 
theory. 
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 Введение. Задача исследования матричных дифференциальных 
уравнений возникает во многих областях науки и техники [1–3]. Так, 
матричные дифференциальные уравнения Ляпунова [4–8] широко ис-
пользуются при анализе свойств устойчивости динамических систем, а 
матричные дифференциальные уравнения Риккати [8–12] — при реше-
нии задач теории оптимального управления и в задачах фильтрации. В 
настоящей работе рассматриваются линейные матричные дифферен-
циальные уравнения [13–17], к проблеме исследования которых при-
водят различные задачи теории управления. В частности, необходи-
мость качественного анализа линейных матричных дифференциальных 
уравнений появляется при построении решений терминальных задач 
для аффинных систем [18, 19]. 

В настоящей работе для линейного матричного дифференциально-
го уравнения  

 = ( ) ( )W A z W B z   (1) 

рассматривается задача установления условий, при выполнении кото-
рых решение ( )W z  уравнения (1), удовлетворяющее условию 0( ) =W z  

0,W  является симметрическим в области .D  В уравнении (1) z  — ком-
плексная переменная; = ( )W W z  — неизвестная матрица размерностью 

;n n  ( )A z  и ( )B z  — заданные матрицы размерностью ,n n  аналити-
ческие в односвязной области D  комплексной плоскости .C  Простей-
шие примеры показывают, что симметричность матрицы 0W , а также 
симметричность матриц ( )A z  и ( )B z  в области D  не являются доста-
точным условием симметричности в области D  решения ( ).W z  Цель 
работы — получение условий симметричности решения ( ),W z  удобных 
для проверки на практике. 

 Производные высших порядков решения линейного матрич-
ного дифференциального уравнения. Из аналитичности в односвяз-
ной области D  матриц ( )A z  и ( )B z  следует, что любое решение ( )W z  
уравнения (1) также является аналитическим в области D  [15–17]. 
Установим формулу, которой описываются в области D  производные 
высших порядков решения ( )W z  уравнения (1). 

  Теорема 1. Пусть матрицы ( )A z  и ( )B z  аналитичны в односвяз-
ной области D, а ( )W z  — произвольное решение уравнения (1) в обла-
сти D. Тогда для любого номера = 0, 1, 2,k  в области D  выполне-
ны равенства  

 ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ),k
k kW z P z W z Q z  (2) 

где { ( )},kP z  { ( )}kQ z  — последовательности матриц, построенные по 
формулам  
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 0 1( ) = , ( ) = ( ) ( ) ( ), = 0, 1, 2, ,k k kP z E P z P z P z A z k     (3) 

  0 1( ) = 0, ( ) = ( ) ( ) ( ), = 0, 1, 2, ,k k kQ z Q z Q z P z B z k     (4) 

E  — единичная n n -матрица.  
◄ Для доказательства утверждения теоремы будем использовать 

метод математической индукции. При = 0k  доказываемое утвержде-
ние очевидно. Предполагая, что для некоторого номера j  справедливо 
равенство  

 ( 1)
1 1( ) = ( ) ( ) ( ),j

j jW z P z W z Q z
   (5) 

покажем, что ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ).j
j jW z P z W z Q z  Дифференцируя по z соот-

ношение (5) и учитывая равенство ( ) = ( ) ( ) ( ),W z A z W z B z   получаем  

( )
1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ) =

= ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ).

j
j j j

j j j

j j j j j j

W z P z W z P z W z Q z

P z W z P z A z W z B z Q z

P z P z A z W z Q z P z B z P z W z Q z

  

  

   

   

   

    

 

Из доказанного вытекает справедливость соотношений (2). ►  
 Условия симметричности решения задачи Коши для линейно-

го матричного дифференциального уравнения. Докажем достаточ-
ное условие симметричности решения ( )W z  уравнения (1). 

 Теорема 2. Пусть ( )W z  — решение уравнения (1) в односвязной 
области D, удовлетворяющее условию 0 0( ) =W z W , 0 .z D  Если мат-

рицы 0 0( )kP z W  и 0( ),kQ z  = 0, 1, 2, ,k   симметричны, то решение 
( )W z  симметрично в области D.  
◄ Рассмотрим матрицу ( ) = ( ) ( ).V z W z W z  Из аналитичности в 

области D  матрицы ( )W z  следует, что матрица ( )V z  также является 
аналитической в области  D. 

Согласно формуле (2), производная произвольного k-го порядка 
матрицы ( ),W z  вычисленная в точке 0,z  описывается выражением  

 ( )
0 0 0 0( ) = ( ) ( ),k

k kW z P z W Q z  (6) 

а производная k-го порядка матрицы ( )W z  — соотношением 
т ( ) т т[ ] ( ) = ( ( ) ( )) ( ).k

k kW z P z W z Q z  

С учетом симметричности матриц 0 0( )kP z W  и 0( )kQ z  производная 

k-го порядка матрицы ( ),W z  вычисленная в точке 0,z  может быть 

найдена по формуле т ( )
0 0 0 0[ ] ( ) = ( ) ( ).k

k kW z P z W Q z  Вычитая послед-
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нее соотношение из равенства (6), получаем, что при всех 
= 0, 1, 2,k  выполнены равенства ( )

0( ) = 0.kV z  Из аналитичности в 
области D  матрицы ( )V z  следует, что ( ) = 0V z  при всех ,z D  а это 

означает равенство т( ) = ( )W z W z  при всех z D . ► 

 Замечание 1. Условие симметричности матрицы 0 0 0( )P z W  с учетом ра-

венства 0( ) =P z E  означает, что симметрической является матрица 0W .  

Согласно теореме 2, для доказательства симметричности в одно-
связной области D  решения ( )W z  уравнения (1) с начальным услови-
ем 0 0( ) =W z W , 0 ,z D  необходимо построить последовательности 

{ ( )},kP z  { ( )}kQ z  и убедиться в симметричности матриц 0 0( )kP z W  и 

0( ),kQ z  = 0, 1, 2,k  Покажем, что если матрицы ( )kP z  удовлетворя-

ют некоторым дополнительным условиям, то все матрицы ( ),kQ z  
= 0, 1, 2,k , симметричны. Следовательно, можно ограничиться по-

строением и проверкой свойств только последовательности { ( )}.kP z  

 Теорема 3. Пусть ( )W z  — решение уравнения (1) в односвязной 
области D, удовлетворяющее условию 0 0( ) = ,W z W  0 ,z D  матрицы 

0 0( ) ,kP z W  = 0, 1, 2, ,k   симметричны. Если в области D  матрицы 

( ) ( ),kP z B z  = 0, 1, 2, ,k   симметричны, то решение ( )W z  симмет-
рично в области D.  

◄ Для доказательства теоремы покажем методом математической 
индукции, что из симметричности в области D  матриц ( ) ( )kP z B z  сле-

дует симметричность в области D  матриц ( )kQ z , = 0, 1, 2,k   При 

= 0k  доказываемое утверждение очевидно, так как 0 ( ) = 0.Q z  Предпо-

ложим, что для некоторого номера j  матрица ( )jQ z  является симмет-

рической. Тогда симметрической будет и матрица 1( ).jQ z  Действи-

тельно, из симметричности матрицы ( )jQ z  следует симметричность 

матрицы ( ),jQ z  поэтому, используя (4) и учитывая симметричность 

матрицы ( ) ( ),jP z B z  получаем    т т
т

1( ) = ( ) ( ) ( ) =j j jQ z Q z P z B z  

1( ) ( ) ( ) = ( ).j j jQ z P z B z Q z   Таким образом, все матрицы ( )kQ z  яв-

ляются симметрическими в области .D  В частности, матрицы ( )kQ z  

симметричны в точке 0 .z D  Применяя теорему 2, приходим к утвер-
ждению теоремы 3. ► 

 Замечание 2. В силу равенства 0( ) =P z E  симметричность в области D  

матрицы 0( ) ( )P z B z  означает, что симметрической в области D  является мат-
рица ( ).B z  
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Согласно теореме 3, чтобы убедиться в симметричности в односвяз-
ной области D  решения ( )W z  уравнения (1), удовлетворяющего усло-
вию 0 0( ) = ,W z W  где 0 ,z D  требуется доказать симметричность  

матриц ( ) ( ),kP z B z  ,z D  и 0 0( ) ,kP z W  = 0, 1, 2,k  Покажем, что в не-
которых случаях нет необходимости анализировать свойства всей по-
следовательности { ( )},kP z  а можно ограничиться рассмотрением лишь 
первых нескольких ее элементов. При выполнении определенных усло-
вий можно утверждать, что, если матрицы ( ) ( ),kP z B z  ,z D  и 0 0( )kP z W  

симметричны при = 0, 1k m  , то они симметричны и при .k m  
Обозначим через M  кольцо n n -матриц = ( ),P P z  аналитических 

в области .D  Сопоставим системе (1) отображение : ,M M   дей-
ствующее по правилу ( ) = .P P PA   В соответствии с определением 
отображения   для любых двух матриц = ( ),z   = ( )P P z M  вы-
полняются равенства  

 
( ) = ( ) ( );

( ) = ( ),

P P

P P P

     
    

 (7) 

а элементы = ( )k kP P z  последовательности { ( )}kP z  связаны соотноше-

ниями 0 = ,P E  1 = ( ),k kP P   = 0, 1, 2,k  Отметим, что из формулы 

(7) следует справедливость для любого C  соотношения ( ) = P  

( ).P    
 Лемма 1. Пусть = ( ),z   = ( ) .P P z M  Тогда при всех k N вы-

полнено равенство  

 ( )

=0

( ) = ( ),
k

jk j k j
k

j

P C P     (8) 

где 
!

=
!( )!

j
k

k
C

j k j
 — биномиальный коэффициент.  

◄ Применяем метод математической индукции. При = 1k  доказы-
ваемое утверждение вытекает из свойства (7) отображения  . Пред-

положив, что 
1

1 ( ) 1
1

=0

( ) = ( ),
k

jk j k j
k

j

P C P


  
    покажем выполнение 

равенства (8). Используя соотношение (7), получаем  

 

1 1
( ) 1 ( ) 1

1 1
=0 =0

1 1
( 1) 1 ( )

1 1
=0 =0

( ) = ( ) = ( ) =

= ( ) ( ).

k k
j jk j k j j k j

k k
j j

k k
j jj k j j k j

k k
j j

P C P C P

C P C P
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Выполнив замену индекса = 1l j   в первой сумме, запишем равенство 

 

 

1
1 ( ) ( )
1 1

=1 =0

1
( ) 1 ( )

1 1
=1

( ) = ( ) ( ) =

= ( ) ( ).

k k
jk l l k l j k j

k k
l j

k
k l l l k l k

k k
l

P C P C P

P C C P P


  
 


 
 

      

      

 


 

Поскольку 1
1 1 =l l l

k k kC C C
  , получаем соотношение ( ) =k P   

1
( ) ( )

=1

( ) ( ),
k

k l l k l k
k

l

P C P P


        которое совпадает с доказывае-

мым равенством (8). ► 

  Теорема 4. Пусть ( )W z  — решение уравнения (1) в односвязной 
области D, удовлетворяющее условию 0 0( ) =W z W , 0 ,z D  матрицы 

0 0( ) ,kP z W  = 0, 1,k m   симметричны. Если в области D  матрицы 

( ) ( ),kP z B z  = 0, 1,k m   симметричны и существуют такие аналити-

ческие в области D  функции 0( ), ...,z 1( ),m z  что  

 
1

=0

( ) = ( ) ( ),
m

m l l
l

P z z P z

  (9) 

то решение ( )W z  симметрично в области D.  
 ◄ Согласно условию теоремы, матрицы ( ) ( ),kP z B z  ,z D  и 

0 0( )kP z W  симметричны при всех < ,k m  поэтому достаточно показать их 
симметричность и при .k m  Используем метод математической индук-
ции. Если = ,k m  то из условия (9) и симметричности матриц ( ) ( ),kP z B z  

,z D  и 0 0( )kP z W  при = 0, 1k m   следует, что  

 

1 1
т

0 0 0 0 0 0 0 0
=0 =0

1 1
т т т т

0 0 0 0 00
=0 =0

т т т
0 0 00

1 1
т

=0 =0

( ) = ( ) ( ) = ( )( ( ) ) =

= ( ) ( ) = ( ) ( ) =

= ( ) = ( ( ) ) ;

( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) = ( )( ( ) ( )) =

m m

m l l l l
l l

m m

l l l l
l l

m m

m m

m l l l l
l l

P z W z P z W z P z W

z W P z W z P z

W P z P z W

P z B z z P z B z z P z B z
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1 1
т т т

=0 =0

т т т

= ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) = ( ( ) ( )) .

m m

l l l l
l l

m m

z B z P z B z z P z

B z P z P z B z

 
  

 

Предположим, что для некоторого номера s  матрицы ( ) ( ),kP z B z  

,z D  и 0 0( )kP z W  симметричны при всех = 0, 1.k m s   Покажем, что 

матрицы ( ) ( ),kP z B z  ,z D  и 0 0( )kP z W  симметричны и при = .k m s  
Согласно лемме 1, 

 

   
1 1

=0 =0

1 1
( ) ( )

=0 =0 =0 =0

( ) = ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) =

= ( ) ( ( )) = ( ) ( )

m m
s s s

m s m l l l l
l l

m s m s
j jj s j j

s l s l s jl l
l j l j

P z P z z P z z P z

C z P z C z P z

 



 


 

 
     

 

  

 

 
 

и в полученной сумме присутствуют лишь матрицы 0( ), ...,P z 1( ),m sP z   
тогда, воспользовавшись предположением индукции, имеем  

  

 

1
( )

=0 =0

1 1т( ) ( ) т т

=0 =0 =0 =0

1
т( ) т т т

=0 =0

( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) = ( ) ( ) .

m s
jj

m s s l s jl
l j

m s m s
j jj j

s l s j s l s jl l
l j l j

m s
jj

s l s j m s m sl
l j

P z B z C z P z B z

C z P z B z C z B z P z

B z C z P z B z P z P z B z



  

 

   



   



 





 



 

Аналогично проверяется, что т
0 0 0 0( ) = ( ( ) ) .m s m sP z W P z W   Таким 

образом, матрицы ( ) ( ),kP z B z  ,z D  и 0 0( )kP z W  симметричны при всех 
.k  Из теоремы 3 следует, что решение ( )W z  симметрично в обла- 

сти D . ►  
Согласно теореме 4, чтобы убедиться в симметричности в одно-

связной области D  решения ( )W z  уравнения (1) с начальным услови-
ем 0 0( ) =W z W , 0 ,z D  необходимо доказать существование такого 

номера ,m  что при 1k m   матрицы ( ) ( ),kP z B z  ,z D  и 0 0( )kP z W  яв-

ляются симметрическими, а матрица ( )mP z  представима в виде (9).  

С учетом замечаний 1 и 2 проверка симметричности матриц 0( ) ( )P z B z  

и 0 0 0( )P z W  сводится к проверке симметричности матриц ( )B z  и 0.W  



ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. «Естественные науки». 2016. № 3 23 

 Пример. Рассмотрим уравнение (1), в котором матрицы ( )A z  и 
( )B z  имеют вид:  

 
2 2 sin

( ) = , ( ) = .
sin 00

z z zz eA z B z
zz

   
   

  
 

Пусть ( )W z  — решение, удовлетворяющее условию 0(0) =W W , где  

 0

2 1
= .

1 0
W

 
  

 

Нетрудно заметить, что матрицы ( )B z  и 0W  симметричны. Поскольку 

1( ) = ( ),P z A z  то  
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1
sin sin

( ) ( ) = ( ) ( ) = ;
sin 0

zz e z z z
P z B z A z B z

z z

 
  
 

 

 1 0 0

0 1 2 1 1 0
(0) = (0) = =

0 0 1 0 0 0
P W A W

      
          

 

и условие симметричности матриц 1( ) ( )P z B z , 1 0(0)P W  выполнено. 

Непосредственные вычисления показывают, что матрица 2 ( )P z  имеет 
вид  

 
2

2
2 1 1 2

1 0
( ) = ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) = .

0 1

z
P z P z P z A z A z A z

z

 
     

 

Таким образом, 2 0 0 0( ) = ( ) = ( ) ( ),P z z E z P z   где 2
0( ) = 1 .z z   Следо-

вательно, условия теоремы 4 выполнены, поэтому решение ( )W z  явля-
ется симметрическим в плоскости .C  

 Заключение. Для линейного матричного дифференциального 
уравнения с аналитическими коэффициентами установлена формула 
для производных высших порядков любого решения. С помощью по-
лученной формулы доказаны достаточные условия симметричности 
решения задачи Коши. Проверка этих условий сведена к анализу 
свойств специальной последовательности матриц. Приведен пример 
линейного матричного дифференциального уравнения, для которого 
симметричность решения задачи Коши установлена с помощью пред-
ложенного условия. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты  
№ 14-07-00813, № 16-07-01153) и Министерства образования и науки РФ 
(проект № 1711 государственного задания РФ). 
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