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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА СОУДАРЕНИЯ
ПЛОСКИХ СТРУЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

В.Д. Баскаков, О.В. Зарубина, К.А. Карнаухов, В.А. Тарасов

МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Российская Федерация
e-mail: baskakov_vd@mail.ru

На основе применения законов сохранения массы, импульса и дополнительного
условия разработаны зависимости для определения углового положения стаци-
онарных струй идеальной жидкости, сформировавшихся в результате столк-
новения под углом друг к другу двух неодинаковых струй со свободными грани-
цами. Проведено сравнение расчетных значений ширины и углового положения
сформировавшихся струй, полученных с помощью разработанных зависимо-
стей и известных из литературных источников моделей, с данными численных
расчетов процесса столкновения двух неодинаковых струй жидкости, выпол-
ненных в среде ANSYS AUTODYN в системе координат Эйлера. Установлена
рациональная область применения разработанных и известных зависимостей
для определения углового положения сформировавшихся струй. Для повыше-
ния точности экспресс-оценки угловых отклонений сформировавшихся струй в
широком диапазоне изменения параметров сталкивающихся струй предложено
соотношение, основанное на аппроксимации результатов численных расчетов.

Ключевые слова: соударение струй, расходящиеся струи, стационарная стадия
взаимодействия струй, погрешность численных расчетов, аппроксимирующая
кривая.
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The problem of finding the parameters of stationary jets, outgoing from the place
of impact of two incoming flat ideal jets with free boundaries and possessing
the identical speed, but various width, has no solution, because there are four
unknown parameters (the width and the angular position of two outgoing jets) in
three independent equations, following from mass conservation law and an impulse.
Various models are widely used nowadays for obtaining the missing equation, but
they lead to contradictory results. In this research we propose a new model, which
made it possible to develop algebraic dependences to determine the parameters of
an outgoing jet. According to the model, the width of these jets is defined by the
average width of the incoming jets and the corner between them and doesn’t depend
on difference in the width of these jets. We checked the reliability of the model offered,
as well as the models known today, by comparing the results of calculating the width
and the angular position of the outgoing jets with the numerical calculations executed
in ANSYS AUTODYN in Euler system of coordinates. The numerical calculations
showed reversibility of a jet current: if we change the direction of a current of
the outgoing jets to the incoming ones, we obtain values of the width and the
angular position of the original incoming jets. Thus, we established that the results in
calculating the width of the jets will be coordinated with the results of the numerical
calculations in the wide range of parameters of the incoming jets. We concluded that
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the developed dependences which determine the angular position of the outgoing jets
describe the numerical calculations in the range between the incoming jets from 90
to 110 degrees better than the other models. To increase accuracy in calculating the
angular position of the internal outgoing jet, we developed the dependence based
on approximating the results of the numerical calculations. The research is of great
interest to experts, who work on behavior of technological errors in cumulative
streams. The received results can be useful to specialists in jet equipment and in
explosive bonding.

Keywords: jets impact, outgoing jets, stationary stage of jets interaction, errors in
numerical calculations, approximating curve.

Рассмотрим установившуюся стадию соударения двух плоских
струй идеальной жидкости со свободными границами. Струи дви-
жутся под углом 2α < π друг к другу с одинаковой скоростью U и
имеют ширину δ1 и δ2, причем δ1 > δ2 (рис. 1). Расходящиеся от места
соударения со скоростью U струи характеризуются следующими па-
раметрами: внутренняя струя, т.е. струя, движущаяся внутри угла 2α,
имеет ширину δ4 и отклоняется на угол β от оси OY ; внешняя струя
шириной δ3 и угловым отклонением γ от оси OY. Одна из классиче-
ских задач теории струй идеальной жидкости предлагает определить
параметры δ3, δ4, β, γ расходящихся струй при известных значениях
параметров α, δ1 и δ2 соударяющихся струй [1]. Параметры сталкива-
ющихся и расходящихся струй определены на бесконечном удалении
от точки О (см. рис. 1).

В общем случае такая задача не имеет однозначного решения,
поскольку для нахождения четырех неизвестных величин можно

Рис. 1. Схема столкновения двух
плоских струй идеальной жидко-
сти со свободными границами

записать только три независимых
уравнения, основанных на законах со-
хранения массы и импульса [1]:

δ3 + δ4 = 2;

2 cosα = δ3 cos γ − δ4 cos β;

24δ sinα = δ3 sin γ + δ4 sin β,

(1)

где δ3 = δ3/δ0; δ4 = δ4/δ0;
4δ = 4δ/δ0; δ0 = (δ1 + δ2) /2; 4δ =
= (δ1 − δ2) /2 — отклонение шири-
ны соударяющихся струй от среднего
значения δ0.

Задача (1) решается без привлече-
ния дополнительных условий только
в двух частных случаях [1, 2].

1. При соударении одинаковых
струй шириной δ1 = δ2 = δ0 и 4δ = 0
имеет место симметричная конфигу-
рация струй, т.е. β = γ = 0. Решением
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задачи являются следующие зависимости:

δ3 = 1 + cosα; δ4 = 1− cosα. (2)

2. При встречном движении соударяющихся струй различной ши-
рины, когда α = π/2:

δ3 = δ4 = 1, β = γ = arcsin4δ. (3)

Решение задачи (1) имеет важное прикладное значение, поскольку
оно является основой для разработки методов оценки влияния тех-
нологических погрешностей кумулятивных зарядов на поведение ку-
мулятивных струй и их пробивное действие [3]. Такие методы не-
обходимы, прежде всего, для разработки рациональных технологий
изготовления узлов и деталей взрывных устройств кумулятивного дей-
ствия [4]. Кроме того, задача (1) представляет интерес для специа-
листов в области струйной техники, а также сварки металлов взры-
вом [1]. В связи с этим широкое применение находят упрощенные
решения системы уравнений (1) [1, 5–7]. Однако лежащие в основе
этих решений модели при оценке углов β и γ дают весьма противоре-
чивые результаты.

Цель настоящей статьи — разработка нового подхода к решению
системы (1) и всесторонняя его проверка путем сравнения результатов
вычисления параметров расходящихся струй с данными численного
моделирования процесса соударения двух плоских струй.

Кратко рассмотрим основные положения и допущения, используе-
мые в настоящее время для решения системы уравнений (1), а также
полученные результаты.

Путем вычисления кинетической энергии в системе взаимодей-
ствующих струй А. Палатини установил, что ее минимум достигается
в случае, когда направления расходящихся струй противоположны [1]:

β = −γ. (4)

Решая совместно уравнения (1) и (4), получаем

β = −γ = − arctg
(
4δ tgα

)
;

δ3 = 1 + cosα

√
1 +4δ

2
tg2 α; δ4 = 1− cosα

√
1 +4δ

2
tg2 α.

(5)

Условие (4) противоречит результатам более поздних исследова-
ний [5–8]. В связи с этим положение (1) в расчетной практике не
применяется. Более совершенной полагается модель, разработанная
на основе концепции упругих–неупругих взаимодействий струйных
потоков, согласно которой отходящие струи наклонены к оси OY под
одинаковыми углами [5]:

β = γ. (6)
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При совместном решении (1) и (6) находим

β = γ = arcsin
(
4δ sinα

)
, (7)

а величины δ3 и δ4 определяем по формулам (2).
Условие (6) также обосновывается и в других работах (напри-

мер, [7]).
При определении угловых отклонений и размеров отходящих струй

Дж. Кертис исходил из следующих основных положений [6]: в области
точки О сталкивающихся струй (см. рис. 1) формируется застойная зо-
на; поперечные размеры частей сталкивающихся струй, перетекающих
во внутреннюю струю, относятся друг к другу так же, как δ1/δ2. Эти
положения позволили получить зависимости для определения угло-
вых отклонений расходящихся струй (дополнительно предполагается,
что β и γ — малые величины):

β = 4δ ctg
α

2
; γ = 4δ tg

α

2
. (8)

При этом ширина расходящихся струй определяется по формулам (2).
Зависимости (8) показывают, что внутренняя расходящаяся струя

всегда отклоняется на больший угол, чем внешняя (β > γ), что в
отличие от условий (4), (6) не противоречит особенностям угловых
отклонений струй кумулятивных зарядов под влиянием асимметрий
технологической природы [9].

Один из важных выводов, следующий из анализа известных моде-
лей, которые определяют параметры расходящихся струй — ширина δ4,
δ3 струй либо строго соответствует симметричному случаю (2) [5–7],
либо приближается к нему [1]. В связи с этим в качестве основно-
го положения, позволяющего решить систему уравнений (1), можно
использовать допущение о том, что ширина расходящихся струй опре-
деляется только средней шириной δ0 сталкивающихся струй и углом
между ними и не зависит от различий 4δ в ширине сталкивающихся
струй. Тогда зависимости (2) будут определять ширину расходящих-
ся струй не только при 4δ = 0, но и в произвольном случае, когда
4δ 6= 0. Подставляя (2) во второе и третье уравнения системы (1),
полагая углы β и γ малыми (sin β ≈ β, sin γ ≈ γ, cos β ≈ 1 − β2/2,
cos γ ≈ 1 − γ2/2) и проводя несложные преобразования, можно по-
лучить следующие зависимости для определения углового положения
расходящихся струй:

β = 24δf1 (α) ; γ = 24δf2 (α) , (9)

где f1 (α) =
1

1 + tg(α/2)
; f2 (α) =

tg(α/2)

1 + tg(α/2)
.

Зависимости (9) так же, как и модель (8), обеспечивают соблюде-
ния условия β > γ.
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Необходимо отметить, что при α = 90◦ соотношения (9) и моде-
ли (7), (8) дают одинаковые значения угловых положений отходящих
струй, которые при 4δ � 1 совпадают с точным решением (3) задачи
(1). Угол отклонения β внутренней струи, определяемый по зависимо-
стям (5), (7)–(9), должен быть ограничен очевидным условием β < α.

Для всесторонней проверки предложенной модели (9) параметры
расходящихся струй определялись с помощью численных расчетов с
использованием программного комплекса ANSYS AUTODYN. Задача
взаимодействия двух неодинаковых струй со свободными границами
рассматривалась в системе координат Эйлера в динамической поста-
новке с учетом сжимаемости среды и в соответствие с рекомендация-
ми, приведенными в работах [10–13].

Численно решалась следующая система уравнений:
1) уравнения движения

∂u

∂t
+
∂u

∂x
u+
∂u

∂y
ν +
1

ρ

∂p

∂x
= 0,

∂u

∂t
+
∂ν

∂x
u+
∂ν

∂y
ν +
1

ρ

∂p

∂y
= 0;

2) уравнение неразрывности

∂ρ

∂t
+
∂ρ

∂x
u+
∂ρ

∂y
ν + ρ(

∂u

∂x
+
∂ν

∂y
) = 0.

Здесь u, v — составляющие вектора скорости, выраженные как функ-
ции координат точек (x, y) и времени t; p — давление; ρ — плотность.

Скорость ударной волны Us в жидкости определялась по зависи-
мости Us = c0 + sup, где c0 — скорость звука; up — скорость течения
жидкости; s — параметр [10].

При проведении расчетов значение параметра s в соответствии с
рекомендациями, приведенными в работе [10], составляло s = 5.

Расчетная область задачи включала три связанных между со-
бой подобласти, не заполненные средой (светлые области на рис. 2).
Боковые подобласти ромбической формы предназначались для со-
ударяющихся струй, а центральная подобласть — для отходящих.
Принималось, что соударяющиеся струи не ограничены по длине и
непрерывно втекают в боковые расчетные подобласти. При решении
задачи скорость течения соударяющихся струй составляла U = 3м/с,
плотность — ρ0 = 1000 кг/м3, скорость звука — c0 = 1500м/с.
Условие U � c0 является необходимым для приближения задачи
к модели несжимаемой жидкости. В качестве модели разрушения
жидкости принималась модель Hydro (Pmin) из численного пакета
ANSYS AUTODYN.
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Рис. 2. Соударение двух плоских струй при α = 60◦α = 60◦α = 60◦ и k = 0,5k = 0,5k = 0,5 при нестационар-
ной (a, t = 10t = 10t = 10мс) и стационарной (б, t = 25t = 25t = 25мс) стадиях

В процессе расчета варьировались следующие параметры: k =
= δ2/ δ1 =

(
1−4δ

)
/
(
1 +4δ

)
, k = 0,5; k = 0,667; k = 0,75; k = 0,85;

угол между входящими струями 2α = 90◦ . . . 180◦ с шагом в 10◦.
Численные расчеты показали, что с момента времени t ≈ 25мс

нестационарная стадия взаимодействия струй переходит в стационар-
ную и в дальнейшем конфигурация струйного течения не изменяется
во времени (струи соответствуют темным областям на рис. 2).

Расчетами также продемонстрирована обратимость струйного те-
чения: при изменении направления течения расходящихся струй и
превращении их в соударяющиеся значения ширины и углового по-
ложения струй практически не изменяются. Этот результат, а также
соответствие положения стационарных расходящихся струй данным
численных расчетов, представленным в работе [10], позволяют ис-
пользовать приведенную численную модель для проверки адекватно-
сти представленных в настоящей статье приближенных решений за-
дачи (1).
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Рис. 3. Зависимости ширины внешней δ3δ3δ3 (а, б) и внутренней δ4δ4δ4 (в, г) струй
от угла ααα между соударяющимися струями, полученные по формуле (2) (1), и
численные зависимости (2) при k = 0,5k = 0,5k = 0,5 (а, в), k = 0,85k = 0,85k = 0,85 (б, г)

Проведено сравнение результатов численных расчетов ширины
расходящихся струй с предложенной в статье моделью неизменно-
сти размеров внешней (δ3) и внутренней (δ4) струй при переходе от
симметричного к несимметричному соударению (рис. 3).

Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод о том,
что сделанное в настоящей статье допущение о возможности исполь-
зования зависимостей (2) для оценки ширины расходящихся струй
приемлемо не только при 4δ � 1, но и при значительных отличиях
габаритных размеров соударяющихся струй.

Проведено сравнение результатов численных расчетов угловых от-
клонений внутренней β = β (α) отходящей струи (кривая 2, рис. 4)
с расчетами, полученными по разработанной модели (9) и по моделям
(7), (8) (кривые 1, 3, 4, рис. 4). Расчеты для внешней струи γ = γ (α)
удовлетворительно совпадают между собой и в статье не приведены.

Анализ кривых, приведенных на рис. 4, показывает, что при
k = 0, 85 расчетные результаты, выполненные по различным моделям,
близки. Однако при больших различиях в ширине соударяющихся
струй (например, при k = 0,5) наблюдаются не только существенные
расхождения расчетов, но и заметны противоречивые тенденции в ха-
рактере изменения кривых β = β (α) в различных моделях (например,
кривые 3, 4, рис. 4, а) имеют кривизну разного знака). В целом можно
отметить, что в диапазоне значений углов 2α 120◦ . . . 180◦ в наиболь-
шей степени результатам численных расчетов соответствует модель
(8). Однако в диапазоне значений 90◦ . . . 110◦ лучшее совпадение с
численными расчетами показывает разработанная модель (9).
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Рис. 4. Зависимости углового отклонения βββ внутренней струи от угла 2ααα между
соударяющимися струями при k = 0,5k = 0,5k = 0,5 (а), k = 0,667k = 0,667k = 0,667 (б), k = 0,75k = 0,75k = 0,75 (в), k = 0,85k = 0,85k = 0,85 (г),
полученные по (9) (1), (7) (3) и (8) (4), и для β = β(α)β = β(α)β = β(α) отходящей струи (2)

Следует учесть погрешности численных расчетов при оценке угло-
вого отклонения β. Так, при 2α = 180◦ численные расчеты должны
соответствовать данным, полученным по зависимости (3), а также по
моделям (7)–(9) (см. рис. 4). Имеющее место несовпадение результа-
тов вычислений позволяет судить о наличии случайных погрешностей,
связанных с неточностями измерений углового отклонения β при рас-
четных стационарных течениях плоских струй (см. рис. 2, б). Для ком-
пенсации этих погрешностей можно предложить следующий подход.
Разработанная модель (9) и аналитические модели (7), (8) указыва-
ют на пропорциональность между величинами β и 4δ; примем, что
пропорциональность должна соблюдаться и при численных расчетах:

β = 4δf (α) . (10)

Функцию f (α) можно получить, обрабатывая результаты числен-
ных расчетов. Численные значения функции f (α) представим в ви-
де границ доверительных интервалов шириной 4σ (рис. 5), где σ —
среднеквадратическое отклонение значений f (α), полученных по ре-
зультатам численных расчетов для фиксированных значений α и раз-
личных значений погрешности 4δ. Аппроксимирующая численные
расчеты кривая (см. рис. 5)

f (α) = 6(2α)10e−4,43(2α) (11)

проходит внутри доверительных интервалов и может применяться со-
вместно с формулой (10) для оценки углового отклонения внутренней
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Рис. 5. Аппроксимация чис-
ленных расчетов (11)

отходящей струи. В формулах (10), (11)
углы α и β измеряются в радианах. На
угол отклонения β внутренней струи,
определяемый по зависимостям (10), (11),
также следует наложить ограничение:
β < α.

Сравнение результатов численных
расчетов и вычислений с помощью зави-
симостей (10), (11) показывает их удовле-
творительное совпадение при k ≥ 0,667
(4δ ≤ 0,2) (рис. 6).

Такое расхождение ширины 4δ соударяющихся струй вполне при-
емлемо для решения практических задач, например, возникающих в
процессе оценки влияния малых погрешностей кумулятивных зарядов
на угловое отклонение формируемой внутренней струи.

Выводы. Предложено и подтверждено численными расчетами
условие, согласно которому ширина плоских отходящих струй иде-
альной жидкости определяется средним значением ширины двух со-
ударяющихся струй и не зависит от различий ширины.

На основе указанного условия разработаны зависимости для опре-
деления углового положения плоских отходящих струй идеальной
жидкости. Численными расчетами показано, что такие зависимости
лучше, чем известные модели, позволяют оценить угловое отклоне-

Рис. 6. Зависимости углового отклонения βββ внутренней отходящей струи
от угла 2α2α2α и параметра k = 0,5k = 0,5k = 0,5 (а), k = 0,667k = 0,667k = 0,667 (б), k = 0,75k = 0,75k = 0,75 (в) и k = 0,85k = 0,85k = 0,85 (г),
полученные с помощью зависимостей (10), (11) (1) и по результатам численных
расчетов (2)
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ние внутренней отходящей струи в диапазоне значений 90◦. . . 110◦

изменения угла 2α соударения струй.
Для повышения точности вычисления углового отклонения вну-

тренней отходящей струи в широком диапазоне изменения значений
угла 2α разработана зависимость, основанная на аппроксимации ре-
зультатов численных расчетов.
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