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ИССЛЕДОВАНИЕ СВЯЗИ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК
ОДНОСЛОЙНОЙ УГЛЕРОДНОЙ НАНОТРУБКИ И ГРАФЕНА
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Представлены результаты исследования взаимосвязи между упругими харак-
теристиками однослойного графена в предположении его изотропии в плос-
кости шестиугольных ячеек и образованной из графена в виде цилиндриче-
ской оболочки однослойной углеродной нанотрубки в предположении ее транс-
версальной изотропии относительно продольной оси. Приведены полученные
результаты для однослойной углеродной нанотрубки с индексами хираль-
ности (4, 4).
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В настоящее время в качестве армирующего материала в компози-
тах широкое применение получили углеродные нанотрубки (УНТ).
Ранние теоретические работы и недавние эксперименты в области
исследования однослойных УНТ (ОУНТ) доказали, что нанотрубки
являются одним из наиболее прочных материалов [1–3]. Данные, по-
лученные для нанотрубок, имеют большой разброс значений. Напри-
мер, модуль Юнга однослойных нанотрубок принадлежит к диапазону
значений 0,22. . . 3,60 ТПа [4–6]. Существуют различные математиче-
ские модели, позволяющие на основе механических свойств нанотру-
бок определить механические свойства армированного ими композита.
Даже при малых концентрациях армирующих элементов упругие ха-
рактеристики композитов значительно улучшаются по сравнению с
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неармированным материалом [7–9]. Поэтому исследование и уточне-
ние механических свойств ОУНТ — актуальная задача.

Прообраз нанотрубки — графеновая плоскость. Графен предста-
вляет собой однослойную двумерную углеродную структуру, поверх-
ность которой выложена правильными шестиугольниками со сторо-
ной 0,142 нм и атомами углерода в вершинах [10]. Подобная структура
представляет собой составляющий элемент кристаллического графи-
та, в котором графеновые плоскости расположены на расстоянии
примерно 3,4 нм друг от друга. За несколько лет, прошедших после
первой публикации о получении и исследовании индивидуальных
образцов графена, было разработано множество подходов к синтезу
этого материала (микромеханическое расслоение графена, жидкофаз-
ное расслоение графита, окисление графита и синтез графена методом
химического осаждения паров и т.д.) [10–12]. Открытие графена стало
возможным только недавно, так как при получении графена наибо-
лее трудной стадией является не столько синтез образцов, сколько
идентификация и установление их основных параметров (размеры,
число слоев) [10]. В результате открытия сравнительно простого спо-
соба выделения индивидуального образца графена в последние годы
резко возрос интерес к получению, исследованию и практическому
использованию графена. Этот интерес обусловлен такими уникальны-
ми физико-химическими свойствами графена, как высокая электро-
и теплопроводность, высокая упругость и хорошие электромеханиче-
ские характеристики [10, 13]. Графен имеет необычные механические
свойства: наряду с хрупкостью он проявляет высокую податливость
[10, 14]. Например, его можно упруго растянуть, удлиняя на 20 % [15].

В силу наличия более трех осей симметрии расположения атомов в
плоскости графена его следует считать изотропным в этой плоскости
[16–18]. Поэтому упругие свойства графена в плоскости можно харак-
теризовать двумя независимыми параметрами: продольным модулем
упругости (модулем Юнга) E и коэффициентом поперечной деформа-
ции (коэффициентом Пуассона) ν.

В настоящей работе была исследована и установлена взаимосвязь
между упругими характеристиками однослойного графена в предполо-
жении его изотропии в плоскости шестиугольных ячеек и образован-
ной из графена в виде цилиндрической оболочки ОУНТ в предполо-
жении ее трансверсальной изотропии относительно продольной оси.
Для модуля сдвига в этой плоскости справедливо соотношение [19]

μ = (E/2)(1 + ν). (1)

Однослойную углеродную нанотрубку можно принять за круговую
цилиндрическую оболочку толщиной h и наружным диаметром D,
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свернутую из листа однослойного графена той же толщины. Тогда
радиус срединной поверхности такой оболочки равен R = (D − h)/2.
Условную толщину h однослойного графена обычно связывают с
диаметром атома углерода, принимая толщину равной 0,075 нм. Ось
ОУНТ обозначена через Ox3, а координатные оси в плоскости, перпен-
дикулярной оси Ox3, — Ox1 и Ox2. В силу изотропии графена упругие
свойства ОУНТ в направлении осей Ox1 и Ox2 следует считать оди-
наковыми, т.е. плоскость, перпендикулярная оси Ox3, должна быть
плоскостью изотропии. Таким образом, ОУНТ одновременно можно
считать и круговой цилиндрической оболочкой, и прямолинейным
круглым стержнем диаметром D, который обладает свойством транс-
версальной изотропии относительно продольной оси Ox3. Для уста-
новления связи между перечисленными упругими характеристиками
графена и коэффициентами податливости такого стержня рассмотре-
ны следующие типы нагружения оболочки и стержня: растяжение
вдоль продольной оси; нагружение крутящим моментом; нагружение
давлением, равномерно распределенным по боковой поверхности;
приложение касательных напряжений к основаниям.

Растяжение стержня и оболочки. При нагружении стержня си-
лой P , растягивающей его вдоль оси Ox3, возникает деформация
ε33 = S33σ33, где σ33 = 4P/(πD2) — напряжение в поперечном сечении
стержня. Это напряжение связано с напряжением, которое возникает
в оболочке

σ′33 =
P

π(D − h)h
=

σ33

4(1− η)η
, (2)

где η = h/D. В изотропном графене такое напряжение в силу закона
Гука вызывает деформацию ε′33 = σ

′
33/E. Из равенства деформаций

ε33 и ε′33 с учетом соотношения (2) запишем

S33 =
ε33

σ33
=

ε′33/4

σ33(1− η)η
=

1/4

E(1− η)η
. (3)

Согласно обобщенному закону Гука [19], сила P вызывает в стерж-
не деформации в направлениях осей Ox1 и Ox2, для трансверсально
изотропного стержня эти деформации равны ε11 = ε22 = S13σ33 =
= S23σ33. В поперечном сечении стержня возникает напряжение
σ33 = 4P/(πD

2), связанное с напряжением, которое возникает в обо-
лочке, соотношением (2). В изотропном графене такое напряжение в
силу обобщенного закона Гука вызывает деформацию ε′11 = −νσ

′
33/E.

Из равенства деформаций ε11 и ε′11 с учетом соотношения (2) получим

S13 = S23 =
ε11

σ33
=

−νσ′33/4
Eσ′33(1− η)η

=
−ν/4
E(1− η)η

. (4)
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Нагружение крутящим моментом стержня и оболочки. Для на-
хождения коэффициента податливости S66 = 2(S11 − S12) = 2ε12/σ12,
определяющего связь между деформацией сдвига ε12 в плоскости изо-
тропии стержня, перпендикулярной его продольной оси Ox3, и каса-
тельным напряжением σ12 в этой плоскости рассмотрено нагружение
одинаковым крутящим моментом M3 как стержня, так и оболочки,
образованной сворачиванием графена. При этом наибольшее касатель-
ное напряжение в стержне диаметромD равно σ∗12 = 16M3/ (πD

3)[19],
а соответствующая деформация сдвига —

ε∗12 =
S66σ

∗
12

2
=
8S66M3
πD3

. (5)

При нагружении круговой цилиндрической оболочки толщиной h
и наружным диаметром D таким же крутящим моментом для одно-
родного по толщине касательного напряжения имеем [19]

σ′12 =
M3

2πR2h
=

4M3
π(D − h)2h

.

Этому напряжению соответствует деформация сдвига

ε′12 =
σ′12
2μ
=

2M3
π(D − h)2hμ

. (6)

Из равенства правых частей соотношений (5) и (6) получим

S66 =
1/4

(1− η)2ημ
. (7)

Нагружение силой, равномерно распределенной по боковой по-
верхности. В плоскости изотропии для коэффициентов податливости
справедливо равенство [19]

S66 = 2(S11 − S12). (8)

Равенство (8) совместно с формулой (1) используем для нахождения
коэффициентов податливости S11 = S22 и S12 = S21. Для этого сначала
рассмотрим нагружение стержня диаметромD давлением p, равномер-
но распределенным по боковой поверхности этого стержня. При таком
нагружении в стержне возникает однородное напряженное состояние
с напряжениями σ11 = σ22 = −p при σ33 ≡ 0. Согласно обобщенному
закону Гука, однородное деформированное состояние можно охарак-
теризовать компонентами тензора деформации [19]

ε11 = ε22 = (S11 + S12)σ11 = −(S11 + S12)p. (9)

При этом деформация ε11 совпадает с относительным уменьшением
диаметра стержня.
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При таком нагружении тонкостенной круговой цилиндрической
оболочки в ней возникают в окружном (тангенциальном) направле-
нии напряжение σ′t = −p(D − h)/(2h) и деформация

ε′t =
σ′t
E
= −p

D − h
2Eh

. (10)

Деформация (10) определяет относительное уменьшение диаметра
оболочки, эквивалентное уменьшению диаметра стержня. Таким обра-
зом, из равенства правых частей соотношений (9) и (10) получим

S11 + S12 =
1− η
2ηE

. (11)

С учетом равенства (7) из формул (8) и (11) следует

S11 = S22 =
1− η
4ηE

+
1/16

(1− η)2ημ
(12)

и

S12 = S21 =
1− η
4ηE

−
1/16

(1− η)2ημ
. (13)

Приложение касательных напряжений к основаниям стержня
и оболочки. Для нахождения коэффициентов податливости S44 = S55
ОУНТ определено напряженно-деформированное состояние участков
стержня и оболочки между двумя поперечными сечениями, в каждом
из которых заданы противоположно направленные перерезывающие
силы. В прямолинейном стержне с круглым поперечным сечением
диаметром D двумя поперечными сечениями выделен участок дли-
ной ΔL, геометрически представляющий собой цилиндр высотой ΔL.
Введена прямоугольная декартова система координат Ox1x2x3 с нача-
лом в центре нижнего основания цилиндра и осью Ox3, направлен-
ной перпендикулярно этому основанию. Нижнее основание цилиндра
жестко закреплено, а к верхнему основанию приложены касательные
напряжения τ31, направленные вдоль оси Ox1 (часть а рисунка).

Использовано предположение, что напряжения τ31 сдвигают все ча-
стицы, принадлежащие верхнему основанию, вдоль оси Ox1 на малое
расстояние Δx1, а у всех образующих боковой поверхности цилин-
дра, в исходном состоянии параллельных оси Ox3, возникает одина-
ковый наклон, определяемый углом γ = Δx1/ΔL. Этот угол соот-
ветствует деформации сдвига стержня в плоскости x1Ox3. Тогда для
материала стержня с учетом обобщенного закона Гука следует, что
C44 = C55 = τ31/γ. В сплошном стержне при однородной деформации
сдвига γ для касательных напряжений в плоскости верхнего основания
τ31 =const, что соответствует перерезывающей силе

Q = π
D2

4
τ31 = π

D2

4
C44γ. (14)
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Схемы, иллюстрирующие касательные напряжения τ31τ31τ31, направленные вдоль
осиOx1Ox1Ox1, приложенные к участкам верхнего основания стержня (а) и свернутой
из графена круговой цилиндрический оболочки (б), схемы, иллюстрирующие
касательные напряжения τ13τ13τ13, направленные вдоль оси Ox3Ox3Ox3, приложенные к
участкам боковой поверхности стержня (в) и свернутой из графена круговой
цилиндрический оболочки (г)

Для установления связи между величиной C44 и упругими характе-
ристиками графена заменим цилиндр участком свернутой из графена
круговой цилиндрический оболочки (часть б рисунка) толщиной h и
радиусом R = (D − h)/2 срединной поверхности и той же длиной
ΔL. При закрепленном нижнем основании этого участка оболочки
сдвиг вдоль оси Ox1 верхнего основания как абсолютно жесткого це-
лого на малое расстояние Δx1 приводит к одинаковому наклону всех
образующих оболочки, определяемому тем же углом γ. В отличие
от материала сплошного стержня сдвиговая деформация полотна гра-
фена не является однородной. Дело в том, что наклон образующих
оболочки с исходными координатами (x1 = ±R, x2 = 0) не приводит
к деформации сдвига графена, тогда как наклон образующих с исход-
ными координатами (x1 = 0, x2 = ±R) вызывает в полотне графена
деформацию сдвига, равную γ.

В цилиндрической системе координат с угловой координатой ϕ, от-
считываемой от оси Ox1 в плоскости x1Ox2, изменение деформации
сдвига полотна графена описывает зависимость γ∗(ϕ) = γ sinϕ. Что-
бы вызвать в графене деформацию γ∗(ϕ), в направлении оси Ox1 не-
обходимо приложить касательное напряжение τ ∗31(ϕ) = μγ

∗(ϕ) sinϕ =

= μγ sin2 ϕ. Для этого к верхнему основанию оболочки приложим
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суммарную перерезывающую силу

Q∗ = 2Rh

π∫

0

τ ∗31(ϕ)dϕ = 2Rhμγ

π∫

0

sin2 ϕdϕ = πRhμγ. (15)

При условии Q∗ = Q из формул (14) и (15) получим

C44 = C55 = μ
4Rh

D2
= 2μη(1− η). (16)

Приближенность приведенного решения связана с рядом принятых
допущений, которые в дальнейшем требуют уточнения на основе бо-
лее строгой постановки задачи. Первое допущение связано с предпо-
ложением об однородности сдвиговой деформации в цилиндре, соот-
ветствующего фрагменту сплошного стержня. Во втором допущении
игнорируется искажение первоначально круглого верхнего попереч-
ного сечения оболочки из графена при нагружении распределенными
по боковой поверхности касательными напряжениями. Это допущение
можно оправдать выбором весьма малого значения ΔL, что снижает
искажение верхнего сечения оболочки вследствие жесткого закрепле-
ния ее нижнего поперечного сечения, но тогда возникают сомнения в
правомерности замены tg γ углом γ.

Отметим, что при приложении к боковой поверхности участка
стержня (часть в рисунка) и оболочки (часть г рисунка) касательных
напряжений τ13, направленных вдоль оси Ox3, получен такой же ре-
зультат, как и по формуле (16).

Элементы C44 = C55 матрицы коэффициентов упругости связаны
с элементами S44 = S55 матрицы коэффициентов податливости соот-
ношением [20]:

S44 = S55 =
1

C44
=
1

C55
. (17)

Конфигурация однослойной углеродной нанотрубки. Для реа-
лизации количественного анализа соотношений (3), (4), (7), (12), (13)
и (17), связывающих продольный модуль упругости E, коэффициент
Пуассона ν и модуль сдвига μ однослойного графена с элементами ма-
трицы податливости ОУНТ, рассмотрим два типа ОУНТ: 1) Armchair
(“кресло”); 2) Zigzag (“зигзаг”). Идеальная ОУНТ представляет со-
бой свернутую в цилиндр графеновую плоскость, т.е. поверхность,
выложенную правильными шестиугольниками, в вершинах которых
расположены атомы углерода. Такой результат зависит от угла ориен-
тации графеновой плоскости относительно оси нанотрубки. В свою
очередь, угол ориентации задает хиральность нанотрубки, которая
определяет ее характеристики [21]. Хиральность нанотрубок обозна-
чается набором индексов (n,m), указывающих координаты шести-
угольника, который при сворачивании плоскости должен совпадать
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с шестиугольником, находящимся в начале координат. Еще один спо-
соб обозначения хиральности заключается в указании угла α между
направлением сворачивания нанотрубки и направлением, в котором
соседние шестиугольники имеют общую сторону. В этом случае для
полного описания геометрии нанотрубки необходимо указать ее диа-
метр [22]. Индексы хиральности однослойной нанотрубки (n,m) одно-

значным образом определяют ее диаметр D =

√
3d0
π

√
m2 + n2 +mn,

где d0 = 0,142 нм — расстояние между соседними атомами углерода
в графеновой плоскости [22]. Связь между индексами хиральности
(n,m) и углом α описывается соотношением

sinα =
n
√
3

2
√
m2 + n2 +mn

.

Среди различных возможных направлений сворачивания нанотру-
бок выделяются те, для которых совмещение шестиугольника (n,m) с
началом координат не требует искажения его структуры. Этим напра-
влениям соответствуют, в частности, угол α = 0◦ и индекс хирально-
сти (n, 0) (тип Zigzag), угол α = 30◦ и индекс хиральности (n, n) (тип
Armchair). Остальные комбинации индексов хиральности описывают
тип ОУНТ Chiral [23].

Результаты расчетов. Найдены значения элементов матрицы ко-
эффициентов податливости для ОУНТ с индексами хиральности (4, 4)
(Armchair). В качестве известных значений модуля Юнга E и ко-
эффициента Пуассона ν однослойного графена были использова-
ны следующие [24]: E = 1ТПа; ν = 0,249. Используя формулы
(3), (4), (7), (12), (13) и (17), определяем значения коэффициентов
S33, S13 = S23, S11 = S22, S44 = S55. Полученные значения элементов
матрицы коэффициентов податливости, ТПа−1, приведены ниже:

S11 S12 S13 S33 S44
2,534 0,584 –0,522 2,090 6,722

Выводы. Исследована и установлена взаимосвязь между упругими
характеристиками однослойного графена в предположении его изотро-
пии в плоскости шестиугольных ячеек и образованной из графена в
виде цилиндрической оболочки ОУНТ в предположении ее трансвер-
сальной изотропии относительно продольной оси. При выводе соот-
ношений, связывающих модуль сдвига однослойного графена с эле-
ментами S44 = S55 ОУНТ установлено, что касательные напряжения
τ31 и τ13 вызывают одинаковую деформацию. Получены результаты
для ОУНТ с индексами хиральности (4, 4).

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президен-
та РФ по государственной поддержке молодых российских ученых —
кандидатов наук (проект МК-6573.2015.8).
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