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НЕЛИНЕЙНАЯ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
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Рассмотрена нелинейная упругопластическая модель коллинеарного удара те-
ла о неподвижное препятствие, построенная на основе моделей удара Герца
и Ханта – Кроссли. Получены первые интегралы уравнений движения в фазах
деформации и восстановления. Определены коэффициент восстановления и по-
терянная при ударе кинетическая энергия, а также их зависимость от посто-
янной сухого трения. Получено решение уравнение движение тела в процессе
удара в квадратурах. Приведены результаты математического моделирова-
ния.
Ключевые слова: коллинеарный удар, коэффициент восстановления, нелинейная
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A nonlinear elastoplastic model of collinear impact of a body with a fixed obstacle
is investigated. This model is constructed on the basis of Hertz and Hunt – Crossley
impact model. The first integrals of the equations for motion throughout the phases
of deformation and restitution are obtained. The coefficient of restitution and kinetic
energy lost at the impact as well as their dependence on the dry friction coefficient
are determined. The solution to the equations of body motion in the process of impact
is found in quadratures. The results of mathematical modeling are presented.
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Введение. В работе рассмотрен наиболее простой случай задачи об
ударе тела о неподвижную поверхность (препятствие) в предположе-
нии, что до и после удара тело движется поступательно вдоль одной и
той же оси. Формы тела и препятствия могут быть различными, но при
этом ударные силы их взаимодействия сводятся к равнодействующей,
направленной вдоль этой оси, и линия действия равнодействующей
проходит через центр масс тела. Предполагается, что ударные силы
взаимодействия существенно больше остальных сил и действием по-
следних можно пренебречь [1–9]. Задача о коллинеарном соударении
двух тел решается аналогично [1, 3].

Коэффициентом восстановления при ударе называется отношение
модулей скоростей тела после (V +) и до (V −) удара [1–8]:

k =

∣
∣
∣
∣
V +

V −

∣
∣
∣
∣ = −

V +

V −
. (1)
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Наиболее точная модель удара связана с исследованием динами-
ки движения вязко-упругопластических деформируемых тел сложна и
требует большого объема численных расчетов [1–3].

Модель удара Ньютона (стереомеханический удар) основана на
предположении, что время удара бесконечно мало и перемещением
тела в процессе удара можно пренебречь [1–3]. И. Ньютон предполо-
жил, что коэффициент восстановления определяется материалом, из
которого изготовлены тела и не зависит от скорости соударения. Он
разбил процесс удара на две фазы. В фазе деформирования скорость
тела уменьшается до нуля и накапливается энергия упругих дефор-
маций. В фазе восстановления накопленная потенциальная энергия
освобождается, и тело разгоняется в противоположном направлении.

С. Пуассон ввел другое определение коэффициента восстановле-
ния: это отношение импульсов ударной силы взаимодействия в фазах
восстановления и деформирования. В рассматриваемой задаче эти два
определения эквивалентны. В более сложных случаях, например при
косом ударе тела о неподвижное препятствие (движение тела до и по-
сле удара произвольное), эти определения не эквивалентны и следует
использовать определение Пуассона [1–3, 7].

Модель удара Ньютона не позволяет определить многие важные
параметры удара, его продолжительность, максимальную силу взаи-
модействия тел, их деформацию и т.д.

Широкое распространение получила линейная вязкоупругая мо-
дель удара Кельвина – Фойхта, в которой предполагается, что контакт-
ная сила взаимодействия тел при ударе сводится к линейной силе упру-
гости и линейной силе сопротивления [1–3]: F = F (x, ẋ) = −cx−μẋ,
где c и μ — постоянные коэффициенты упругости и сопротивления; x —
деформация тела и препятствия при ударе. В процессе удара x ≥ 0.
Уравнение движения тела при ударе является линейным дифференци-
альным уравнением с постоянными коэффициентами и имеет аналити-
ческое решение. При этом коэффициент восстановления при ударе по-
стоянный. Модель противоречит естественным физическим предста-
влениям. Сила взаимодействия тел в начале и конце удара равна силе
сопротивления и отлична от нуля. Если в процессе деформирования
меняется пятно контакта, то представляется не естественным пред-
положение о линейной зависимости упругой силы взаимодействия и
силы сопротивления от деформации.

Потерянная при ударе кинетическая энергия

ΔT =
m(V −)2

2
−
m(V +)2

2
=
m(V −)2

2
(1− k2) (2)

при постоянном коэффициенте восстановления пропорциональна ква-
драту скорости соударения V −. Экспериментальные данные, приве-
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денные в работах [1, 9], опровергают этот результат и показывают, что
с увеличением скорости соударения тел коэффициент восстановления
монотонно убывает.

В волновой теории удара тела являются упругими и нет остаточной
деформации тел [1–3]. Потеря энергии при ударе обусловлена возни-
кающими при ударе упругими звуковыми волнами распространения
деформации. Скорость распространения этих волн равна скорости зву-
ка и зависит от свойств материала. В инженерной практике волновая
теория используется для расчета удара стержней о препятствие.

Если время прохождения упругих волн через все тело меньше про-
должительности удара и происходит несколько отражений волн за вре-
мя удара, то влиянием упругих волн можно пренебречь [1–4]. На та-
ких предположениях строится контактная теория удара, разработанная
Г. Герцом, который предположил, что упругая сила контактного взаи-
модействия тел при ударе зависит от деформации x так же, как и в
случае статического равновесия [1–5]. Он показал, что если тело и пре-
пятствие в окрестности точки соприкосновения имеют сферическую
поверхность и их деформации малы по сравнению с их радиусами,
то с учетом увеличения пятна контакта в связи с возрастанием де-
формации x сила упругого взаимодействия равна F (x) = −cx3/2, где
c — константа, значение которой определяется радиусами сферических
поверхностей и материалом, из которого изготовлены тела. Герц рас-
смотрел абсолютно упругий удар [4, 5]. При этом уравнение движение
тела имеет интеграл энергии и интегрируется в квадратурах, т.е. его
решение сводится к вычислению определенного интеграла. Результа-
ты Герца хорошо согласуются с экспериментальными данными [1].

К. Хант и Ф. Кроссли обобщили модель удара Герца, ввели в нее
силу вязкого трения между частицами соударяющихся тел [6]. По-
скольку при увеличении пятна контакта возрастает число частиц тру-
щихся друг о друга, они предположили, что сила вязкого трения уве-
личивается пропорционально упругой силе взаимодействия тел. Тогда
контактная сила взаимодействия тела и препятствия определяется по
соотношению F = F (x, ẋ) = −cxn − bcxnẋ, где c — коэффициент
упругости; b — коэффициент сопротивления; n — постоянная, которая
определяется формой поверхности тела и препятствия в окрестности
точки соприкосновения; x — перемещение тела (деформация), x ≥ 0. В
частности, для сферической поверхности тел n = 3/2, для плоской —
n = 1. Коэффициент восстановления является монотонно убывающей
функцией скорости соударения [6]. При малых скоростях соударения
V − коэффициент восстановления линейно зависит от этой скорости:
k = 1 − (2/3)bV −. При исследовании такой модели удара Хант и
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Кроссли проводили численное интегрирование нелинейного уравне-
ния движения тела в процессе удара. Эта модель является развитием
модели Герца для случая, когда тело и препятствие подчиняются зако-
нам вязкоупругого деформирования. Модель построена в предположе-
ниях, что можно пренебречь волновыми процессами, деформации при
ударе малы, остаточной деформацией можно пренебречь. Эти предпо-
ложения обусловливают ограничения на скорость соударения, исполь-
зуемые материалы, форму и размеры тела. Рассматриваемая модель
справедлива для компактных тел из достаточно жесткого материала
при относительно небольших (до нескольких метров в секунду) ско-
ростях соударения. К недостаткам этой модели удара можно отнести
невозможность абсолютно неупругого удара и стремление коэффици-
ента восстановления к единице при стремлении скорости соударения
к нулю независимо от материала, из которого изготовлены тела.

Модель можно обобщить, приняв F = F (x, ẋ) = −f(x) − bf(x)ẋ,
где f(x) — упругая сила взаимодействия тел при ударе, f(0) = 0 и
f(x) является возрастающей функцией при x ≥ 0 [8].

Первый интеграл уравнений движения тела при ударе получен в ра-
боте [8]. Аналитически построена зависимость коэффициента восста-
новления и потерянной при ударе кинетической энергии от скорости
соударения. Получено решение уравнения движения тела в квадра-
турах.

В настоящей статье рассмотрена нелинейная упругопластическая
модель коллинеарного удара тела о неподвижное препятствие, постро-
енная на основе моделей удара Герца и Ханта – Кроссли. Предположе-
но, что трение между частицами деформируемых в процессе удара тел
является сухим. Получены первые интегралы уравнений движения в
фазах деформирования и восстановления, коэффициент восстановле-
ния и потерянная при ударе кинетическая энергия, их зависимость от
постоянной сухого трения, решение уравнения движения тела в ква-
дратурах. Представлены результаты математического моделирования.

В такой модели удара возможен абсолютно неупругий удар. Коэф-
фициент восстановления меньше единицы и не зависит от скорости
соударения. Последний результат не согласуется с экспериментальны-
ми данными. В связи с этим в дальнейшем предполагается рассмотреть
вязко-упругопластическую модель удара.

Нелинейная упругопластическая модель удара. Рассмотрим мо-
дель удара аналогичную модели Ханта – Кроссли [3, 6, 8], но предпо-
ложим, что трение между частицами тела деформируемого при ударе
является сухим. Тогда контактная сила взаимодействия тела и препят-
ствия определяется по соотношению F = F (x, ẋ) = −f(x)−df(x)sgn ẋ,
где x — перемещение тела в процессе удара (деформация); f(x) —
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Рис. 1. Зависимость контактной
силы от деформации при упругом
ударе

упругая сила взаимодействия тел при
ударе; d — постоянная сухого трения.

В процессе удара x ≥ 0, в начале
и в конце — x = 0. Упругая сила взаи-
модействия тел при ударе равна нулю
в начале и конце удара f(0) = 0 и
является возрастающей функцией де-
формации x.

Как уже было отмечено, в моде-
лях удара Герца и Ханта – Кроссли
предполагается, что упругая сила
взаимодействия тел при ударе равна

f(x) = cxn. Уравнение движения тела в фазе деформирования (при
V = ẋ > 0) имеет вид

mẍ = F (x, ẋ) = −f(x)(1 + d), (3)

где m – масса тела.
В конце фазы деформирования V = ẋ = 0. Если постоянная сухого

трения d ≥ 1, то в конце фазы деформирования тело останавливается.
Контактная сила взаимодействия равна нулю. Удар абсолютно неупру-
гий. Если d < 1, то удар является упругим и в фазе восстановления
(при V = ẋ > 0) уравнение движения имеет вид

mẍ = F (x, ẋ) = −f(x)(1− d). (4)

Зависимость контактной силы от деформации при упругом ударе при-
ведена на рис. 1.

Обозначим через Π(x) потенциальную энергию упругой деформа-

ции Π(x) =

x∫

0

f(x)dx. В частности, Π(x) =
cxn+1

n+ 1
при f(x) = cxn.

Исключим время t из дифференциальных уравнений движения (3),

(4) с помощью преобразования ẍ =
dV

dt
=
dV

dx

dx

dt
= V

dV

dx
. Разделяя

переменные в полученных уравнениях и интегрируя их, находим пер-
вые интегралы — интегралы энергии. В фазе деформирования имеем

V 2 = (V −)2 −
2(1 + d)Π(x)

m
, (5)

в фазе восстановления —

V 2 =
2(1− d)(Π(xmax)− Π(x))

m
. (6)

Здесь xmax — максимальное перемещение тела при ударе или значе-
ние x в конце фазы деформирования. Значение xmax определяется из
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решения уравнения V (xmax) = 0. В силу (5) значение xmax является
решением уравнения

Π(xmax) =
m(V −)2

2(1 + d)
. (7)

Как уже было отмечено, при f(x) = cxn потенциальная энергия упру-

гой деформации составляет Π(x) =
cxn+1

n+ 1
, а решение уравнения (7) —

xmax =

[
(n+ 1)m(V −)2

2c(1 + d)

]1/(n+1)
.

Соотношения (5), (6) позволяют получить решение уравнений дви-
жения (3), (4) в квадратурах как решение уравнения с разделяющимися
переменными ẋ = V (x). В фазе деформирования имеем

x∫

0

√
m

m(V −)2 − 2(1 + d)Π(x)
dx = t,

а в фазе восстановления —

xmax∫

0

√
m

m(V −)2 − 2(1 + d)Π(x)
dx−

−

x∫

xmax

√
m

2(1− d) (Π(xmax)− Π(x))
dx = t,

где xmax — решение уравнения (7). Эти уравнения определяют в неяв-
ном виде закон движения тела при ударе.

Коэффициент восстановления и потерянная кинетическая
энергия. В силу того, что в начале и в конце удара x = 0 из
первых интегралов уравнений движения (5), (6) получим соотноше-
ние, связывающее начальную и конечную безразмерные скорости при

ударе:
(V +)

2

1 + d
=
(V −)

2

1− d
=
2Π(xmax)

m
.

Согласно (1), коэффициент восстановления равен k =

√
1− d
1 + d

. За-

висимость коэффициента восстановления от постоянной сухого тре-
ния d приведена на рис. 2, а. С увеличением постоянной d коэффи-
циент восстановления монотонно убывает и становится равным нулю
при d = 1 (т.е. удар абсолютно неупругий). При этом коэффициент
восстановления не зависит от скорости соударения, что противоречит
экспериментальным данным [1, 9].

Потерянная при ударе кинетическая энергия ΔT определяется по
соотношению (2). Обозначим через T− кинетическую энергию тела
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Рис. 2. Зависимости коэффициента восстановления k (а) и отношения
ΔT/T−ΔT/T−ΔT/T− (б) от постоянной d сухого трения

до удара, тогда
ΔT

T−
= 1 − k2 =

2d

1 + d
зависит только от постоянной

сухого трения (рис. 2, б).
Результаты математического моделирования. Если поверхно-

сти тела и препятствия в окрестности точки соприкосновения сфе-
рические, то сила упругой деформации в соответствии с резуль-
татами, полученными Герцем [4, 5], имеет вид f(x) = cx3/2, где
1

c
=
3

4

(
1− μ21
E1

+
1− μ22
E2

)√
1

R1
+
1

R2
, E1,2 — модули упругости;

μ1,2 — коэффициенты Пуассона; R1,2 — радиусы поверхностей тела и
препятствия.

В качестве примера рассмотрим удар резинового шарика массой
m = 0,1 кг о массивную бетонную плиту. Для резины ρ1 = 1800 кг/м3,
E1 = 0,8∙107Н/м2, μ1 = 0,5; для бетона E2 = 2750∙107Н/м2, μ2 = 0,15,
радиус шарика R1 = 2,367 см, коэффициент упругости c = 2,1873 ×
×106Н/м3/2. В расчетах примем, что постоянная сухого трения d = 0,3.
Тогда коэффициент восстановления k = 0,73.

Зависимости перемещения тела (деформации) и контактной силы
взаимодействия тела и препятствия от времени при V − = 0,5; 1; 2; 3; 4
и 5 м/с показаны на рис. 3, а, б, зависимости максимального переме-
щения тела (максимальной деформации) и продолжительности удара
от скорости соударения V − — на рис. 3, в, г.

Заключение. На основе моделей удара Герца и Ханта – Кроссли
построена нелинейная упругопластическая модель коллинеарного уда-
ра тела о неподвижное препятствие. Трение между частицами дефор-
мируемых в процессе удара тел является сухим. Получены первые
интегралы уравнений движения в фазах деформирования и восстано-
вления, решение уравнения движения тела в процессе удара в квадра-
турах. В модели удара Герца удар абсолютно упругий. В вязкоупругой
модели удара Ханта – Кроссли удар упругий, коэффициент восстано-
вления уменьшается с увеличением скорости и стремится к единице
при уменьшении скорости соударения. В рамках построенной упруго-
пластической модели удара возможен абсолютно неупругий и упругий
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Рис. 3. Зависимости деформации (а), контактной силы (б) от времени при
V − = 0,5V − = 0,5V − = 0,5 (1), 1 (2), 3 (3), 4 (4) и 5 (5) м/c, максимальной деформации (в) и
продолжительности удара (г) от скорости соударения

удары. При упругом ударе коэффициент восстановления уменьшается
при увеличении постоянной трения и не зависит от скорости соударе-
ния. Последнее противоречит экспериментальным данным. Этот не-
достаток позволит устранить переход к более сложной вязко-упруго-
пластической модели удара, учитывающей и вязкое, и сухое трение
между частицами соударяющихся тел.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант
№ 13-01-00655а) и гранта президента РФ для ведущих научных школ
(НШ-4748.2012.8).
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