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ОПИСАНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ СКОРОСТИ БРОУНОВСКОЙ ЧАСТИЦЫ
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ПУАССОНОВСКОГО СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА
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МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, Российская Федерация
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Проведено описание движения броуновской частицы при воздействии на нее
пуассоновского процесса. Найдено стационарное решение для характеристиче-
ской функции флуктуаций скорости броуновской частицы для случая, если воз-
действие на нее описывается пуассоновским процессом с нормально распреде-
ленными скачками. Вычислены первые четыре момента функции распределения
флуктуаций скорости броуновской частицы, а также эксцесс и мера Кульбака
для этого распределения. Полученные результаты применены для нахождения
характеристической функции флуктуаций напряжения на электролитической
ячейке. Установлено, что мера Кульбака флуктуаций напряжения на электро-
литической ячейке обратно пропорциональна интенсивности пуассоновского
процесса и числа ионов в малом объеме электролита. Решено уравнение для ха-
рактеристической функции распределения флуктуаций скорости броуновской
частицы, учитывающее флуктуации коэффициента вязкого трения.

Ключевые слова: броуновское движение, флуктуации скорости, пуассоновский
процесс, характеристическая функция, вязкое трение, мера Кульбака, электро-
литическая ячейка.
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Brownian motion of a particle influenced by a Poisson process is described. The
stationary solution for the characteristic velocity fluctuation function of a Brownian
particle is found when influence on it is described by the Poisson process with
normal jump distribution. The first four moments of the Brownian particles velocity
distribution function as well as kurtosis and Kullback’s measure for the distribution
have been calculated. The results obtained have been used to find the characteristic
function of voltage fluctuations in an electrolysis cell. Kullback’s measure for
voltage fluctuations in an electrolysis cell is inversely related to the Poisson process
intensity and the number of ions in a small volume of electrolyte. The equation
for characteristic function of velocity fluctuation distribution of a Brownian particle
taking into account fluctuations of the viscous friction coefficient is solved.

Keywords: Brownian motion, velocity fluctuation, Poisson process, characteristic
function, viscous friction, Kullback’s measure, electrolysis cell.

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2016. № 1 27



Описание диффузии и броуновского движения как пуассоновских
случайных процессов предложено в работах [1, 2], там же получе-
ны уравнения, описывающие поведение соответствующих характери-
стических функций. Задача нахождения стационарных распределений
для стохастической системы взаимодействующих частиц рассмотрена
в работе [3], а функции распределения флуктуаций неравномерности
вращения Земли получены в работе [4]. Цель настоящей работы — на-
хождение решений уравнения для характеристической функции флук-
туаций скорости броуновской частицы и определение первых четырех
моментов распределения этих флуктуаций.

Рассмотрим одномерное броуновское движение частицы, если воз-
действие частиц среды на броуновскую частицу описывается общим
пуассоновским процессом Wξ (t) со скачками, распределенными по
нормальному закону. В этом случае пуассоновский процесс Wξ (t) за-
дается характеристической функцией вида [2]

gξ (μξ, t) = exp

[(

exp

(

−
1

2
Dξμ

2
ξ

)

− 1

)

ντ t

]

,

где Dξ = 2
γ0

ντ

kT

m
— дисперсия пуассоновского процесса Wξ (t), харак-

теризующая воздействие частицы среды на броуновскую частицу при
единичном соударении; γ0 — коэффициент вязкого трения; k — посто-
янная Больцмана; T — абсолютная температура среды; ντ — интенсив-
ность пуассоновского процесса; m — масса броуновской частицы.

Представим уравнение, описывающее одномерное броуновское
движение, в виде дифференциального уравнения Ито [5]

dV = −γ0V dt+ dWξ (t) . (1)

Здесь V — скорость броуновской частицы. Решение уравнения (1) име-

ет вид V (t) =

t∫

−∞

G (t, τ) dWξ (τ),

где

G (t, τ ) = exp [−γ0 (t− τ)] . (2)

Одномерную характеристическую функцию флуктуаций скорости
движения V броуновской частицы можно представить как [2, 6]

g (λ; t) = exp





ντ

t∫

−∞

[

exp

(

−
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2
DξG

2 (t, τ)λ2
)

− 1

]

dτ





. (3)

Из формулы (3) можно определить первые четыре момента функции
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распределения флуктуаций скорости броуновской частицы

D1 =
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, (5)

где G (t, τ ) — функция, определяемая по (2).

Формулы для моментов D2 (4) и D4 (5) позволяют рассчитать экс-
цесс функции распределения

κ4 =
D4 − 3D22
D22

= 3
γ0

ντ
, (6)

выражение для которого совпадает с выражением, полученным в ра-
боте [7].

Для экспериментального определения интенсивности пуассонов-
ского процесса ντ может быть использована электролитическая ячей-
ка, описанная в работах [8–10]. Как показано в работе [10], экспери-
ментально наблюдаются долговременные изменения меры Кульбака
H флуктуаций напряжения на электролитической ячейке, которая, в
свою очередь [7], связана с эксцессом простым соотношением

H =
κ4

16
. (7)

При расчете эксцесса функции распределения флуктуаций напря-
жения U на электролитической ячейке необходимо учитывать, что эти
флуктуации возникают вследствие броуновского движения достаточ-
но большого числа ионов в малом объеме электролита, находящего-
ся в отверстиях в тонкой пленке, которая разделяет сосуды электро-
литической ячейки [8, 10]. Кроме того, необходимо учесть низкоча-
стотную фильтрацию флуктуаций напряжения, связанную с наличием
собственной электрической емкости электролитической ячейки. Для
описания флуктуаций напряжения вместо уравнения (1) необходимо
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использовать систему уравнений

dVΣ = −γ0VΣdt+ dWΣξ (t) ; (8)

dU = −βUdt+ βAVΣdt. (9)

Здесь VΣ =
N∑

i=1

Vi — сумма скоростей ионов в малом объеме электроли-

та; N — число ионов;WΣξ =
N∑

i=1

Wξi — сумма независимых пуассонов-

ских процессов Wξi, воздействующих на каждый ион в электролите;
β = 1/(CR) — верхняя частота флуктуаций напряжения, снимаемо-
го с электролитической ячейки; R и C — сопротивление и емкость
электролитической ячейки; A = h/(μN) — коэффициент (h — толщи-
на пленки; μ — подвижность всех ионов в электролите, которая для
простоты полагается одинаковой).

Характеристическая функция пуассоновского процесса WΣξ (t)
имеет вид

gΣξ (μΣξ, t) = exp

[(

exp

(

−
1

2
Dξμ

2
Σξ

)

− 1

)

Nντ t

]

.

Решение системы уравнений (8) и (9)

U (t) =

t∫

−∞

GU (t, τ) dWΣξ (τ) ,

где GU (t, τ ) =
βA

γ0 − β
{exp [−β (t− τ)]− exp [−γ0 (t− τ)]}. Тогда од-

номерная характеристическая функция флуктуаций напряжения U на
электролитической ячейке принимает вид

gU (λU ; t) = exp





ντN

t∫

−∞

[
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(

−
1

2
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2
U (t, τ)λ

2
U

)

− 1

]

dτ





. (10)

В первом приближении из формулы (10) при условии, что β � γ0,
можно определить второй (DU2) и четвертый (DU4) моменты функции
распределения флуктуаций напряжения на электролитической ячейке:

DU2 =
∂2gU (λU)

(i∂λU)
2

∣
∣
∣
∣
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β
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;
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DU4 =
∂4gU (λU)
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В соответствии с формулой (6) получим выражение для эксцесса
функции распределения флуктуаций напряжения на электролитиче-
ской ячейке

κU4 = 3
β

ντN
. (11)

Согласно выражению (11), эксцесс для флуктуаций напряжения на
электролитической ячейке, а следовательно, и мера Кульбака (7), про-
порциональна верхней частоте β фильтрации сигнала электролитиче-
ской ячейкой и обратно пропорциональна числу ионов N в малом
объеме электролита.

Проведенное описание основывалось на предположении, что в пра-
вой части уравнения (1) второе слагаемое, характеризующее случай-
ное воздействие частиц среды на броуновскую частицу, представляет
собой производную общего пуассоновского процесса Wξ (t). Однако в
работе [7] рассмотрен более общий случай, когда уравнение (1) имеет
вид dV = −V dWγ (t)+dWξ (t). ЗдесьWγ (t) — процесс, описывающий
флуктуации коэффициента вязкого трения и задаваемый характеристи-
ческой функцией

gγ (μγ , t) = exp [(exp (iDγμγ)− 1) ντ t] , (12)

гдеDγ = γ0τ0 — дисперсия пуассоновского процессаWγ (t), τ0=1/ντ —
постоянная времени, характеризующая среднее время между очеред-
ными соударениями частиц среды с броуновской частицей.

Для указанного случая в работе [7] в предположении, что процесс
Wξ (t) является винеровским процессом, а в разложении экспоненты
exp (iDγμγ) из формулы (12) сохранены первые три слагаемых, было
получено уравнение

λ
d2g (λ)

dλ2
−
ντ

2γ0

dg (λ)

dλ
−
2ντkT

γ0m
λg (λ) = 0. (13)

В общем случае решение уравнения (13) имеет вид [11]

g (λ) = λa+1/2Za+1/2

(
i
√
bλ
)
, (14)
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где a =
ντ

γ0
; b = 2

ντ

γ0

kT

m
; Za+1/2

(
i
√
bλ
)

— цилиндрическая функ-

ция [12].
Характеристическая функция (14) должна удовлетворять усло-

вию [5]
g (λ)|λ=0 = 1. (15)

Представим решение (14) в виде [11]

g (λ) = λa+1/2
(
C1Ja+1/2

(
i
√
bλ
)
+ C2Na+1/2

(
i
√
bλ
))
, (16)

где Ja+1/2
(
i
√
bλ
)
, Na+1/2

(
i
√
bλ
)

— функции Бесселя первого и вто-

рого рода; C1, C2 — произвольные константы. Применение условия
(15) для выражения (16) дает следующие значения констант:

C1 = 0;C2 = −
π

Γ (a+ 1/2)

(
i
√
b

2

)a+1/2

,

где Γ (a+ 1/2) — гамма-функция. Тогда окончательно получаем реше-
ние (16):

g (λ) = −
π

Γ (a+ 1/2)

(
i
√
bλ

2

)a+1/2

Na+1/2

(
i
√
bλ
)
.

Первые четыре момента функции распределения флуктуаций скорости
броуновской частицы имеют вид

D1 =
∂g (λ)

i∂λ

∣
∣
∣
∣
λ=0

= 0;

D2 =
∂2g (λ)

(i∂λ)2

∣
∣
∣
∣
λ=0

=
2ντ

2ντ − γ0

kT

m
; (17)

D3 =
∂3g (λ)

(i∂λ)3

∣
∣
∣
∣
λ=0

= 0;

D4 =
∂4g (λ)

(i∂λ)4

∣
∣
∣
∣
λ=0

=
12ν2τ

(2ντ − 3γ0) (2ντ − γ0)
k2T 2

m2
. (18)

В этом случае второй (D2 (17)) и четвертый (D4 (18)) моменты со-
впадают со вторым (k2) и четвертым (k4) кумулянтами [13]. Эксцесс
функции распределения приобретает вид

κ4 =
k4 − 3k22
k22

=
D4 − 3D22
D22

=
6γ0

2ντ − 3γ0
,

а при условии ντ � γ0 запишем формулу κ4 = 3γ0/ντ , совпадающую
с выражением (6) и с формулой, полученной в работе [7] для первого
приближения.
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Следовательно, проведенное описание броуновского движения при
воздействии пуассоновского случайного процесса позволило получить
в общем виде выражения для характеристических функций флуктуа-
ций скорости движения броуновской частицы и флуктуаций напряже-
ния на электролитической ячейке, а также уточнить эти выражения
для случая пуассоновских флуктуаций коэффициента вязкого трения.
Показано, что эксцесс функции распределения для всех рассмотрен-
ных случаев обратно пропорционален интенсивности пуассоновского
процесса, воздействующего на броуновскую частицу.
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