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движения подспутниковой точки по поверхности Земли в каждой системе
отсчета. Получены оценки наибольшего возможного различия координат
подспутниковой точки в двух системах в зависимости от параметров орбиты
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Введение. На температурный режим искусственного спутника Зем-
ли (ИСЗ) со сравнительно невысокой орбитой кроме солнечного излу-
чения влияет собственное излучение Земли и отраженная от нее лу-
чистая энергия Солнца qЗ. В расчетах температурного состояния спут-
ника обычно используют среднее значение альбедо (доли солнечной
энергии, отраженной Землей в космическое пространство), которое
принимают равным αs = 0,37 . . . 0,38 [1–3]. Однако на температурное
состояние спутника в процессе его движения по низкой околоземной
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орбите существенное влияние может оказывать изменение локального
значения альбедо, зависящего в основном от времени года и геогра-
фической широты места [4–7], а также от покрова участков суши и
состояния поверхности океана. Для исследования этого влияния не-
обходима компьютерная модель, позволяющая по параметрам орбиты
спутника определять ее проекцию на поверхность Земли, называемую
его трассой и являющейся множеством подспутниковых точек, со-
ответствующих фиксированным моментам времени. По координатам
отдельно взятой подспутниковой точки для текущего времени года с
помощью атласов локальных значений альбедо [4–7] можно опреде-
лить уточненное значение αs.

Трасса спутника может быть построена как в геоцентрической си-
стеме координат, основанной на предположении о шарообразной фор-
ме Земли, так и в геодезической системе координат, учитывающей
сжатие Земли в направлении ее оси вращения. Компьютерная модель
для построения трассы спутника в геоцентрической системе коорди-
нат существенно проще по сравнению с моделью, учитывающей сжа-
тие Земли. Однако для обоснованного применения более простой мо-
дели необходимо оценить наибольшее возможное отличие координат
подспутниковой точки в этих системах в зависимости от параметров
орбиты спутника.

В настоящей работе построены компьютерные модели, позволяю-
щие сформировать трассу спутника в указанных системах координат и
проанализировать влияние параметров орбиты спутника на наиболь-
шее возможное различие в значениях геоцентрической и геодезиче-
ской широтах подспутниковой точки.

Системы отсчета. Выберем две прямоугольные системы отсче-
та с началом в центре Земли О: в первой системе OPQW описано
движение спутника по орбите; во второй OXYZ изучено движение
подспутниковой точки.

Систему OPQW называют перифокальной системой координат [6]
и выбирают так: ось OP направлена в перигей орбиты; ось OQ рас-
положена под углом 90◦ к оси OP в направлении движения спутника;
ось OW должна быть расположена так, чтобы система отсчета OPQW
была правоориентированной.

Систему OXYZ выбирают следующим образом: ось OX направлена
в точку встречи нулевого (гринвичского) меридиана с экватором; ось
OZ — к Северному полюсу Земли; ось OY — так, чтобы система отсчета
OXYZ была правоориентированной [8–11].

Уравнения движения спутника. Следующие шесть параме-
тров полностью определяют положение ИСЗ в пространстве в задаче
двух тел: 1) большая полуось a; 2) эксцентриситет e; 3) наклонение i;

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 4 103



4) аргумент перицентра ω; 5) долгота восходящего узла Ω; 6) истинная
аномалия ν. Первые два параметра определяют форму орбиты, третий,
четвeртый и пятый — ориентацию плоскости орбиты по отношению
к базовой системе координат, шестой — положение тела на орбите.
Рассмотрим уравнения, описывающие движение второго тела, т.е.
спутника вокруг большого тела (Земля) [8, 12–16]

r̈ +
(
μ|r|−3

)
r = 0; (1)

|r| =
p

1 + e cos ν
; (2)

p = a(1− e2), (3)

где r — вектор положения спутника; μ — гравитационный параметр,
который равен произведению универсальной гравитационной посто-
янной G и массы Земли MЗ. Уравнение (2) — решение уравнения (1).
Уравнение (1) справедливо при четырех предположениях:

1) сила тяжести является единственной силой, действующей на
спутник;

2) масса центрального тела (Земли) значительно больше массы
спутника;

3) центральное тело представляет собой сферу;
4) система состоит только из двух тел.
Приведем уравнения, связывающие орбитальные параметры с век-

тором положения и вектором скорости в системе отсчета
OPQW [17–20]:

r = |r| cos νP + |r| sin νQ; (4)

V =

√
μ

p
(− sin νP + (e+ cos ν)Q) . (5)

Из шести орбитальных параметров только истинная аномалия ν из-
меняется с течением времени. Запишем уравнения, которые предста-
вляют собой алгоритм для вычисления истинной аномалии спутника
в любой момент времени ΔT [14–16]:

cosE =
e+ cos ν

1 + e cos ν
; (6)

M = E − e sinE; (7)

n =

√
μ

a3
; (8)

M1 =M + nΔT ; (9)

cos ν1 =
e− cosE1
e cosE1 − 1

, (10)

где Е — эксцентрическая аномалия; M — средняя аномалия для тела,
движущегося по невозмущенной орбите (произведение его среднего
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движения и интервала времени после прохождения перицентра); n —
средняя скорость движения тела по орбите, в небесной механике для
этой величины используется термин “среднее движение”.

Среднюю аномалию, эксцентрическую аномалию и истинную ано-
малию при Т = 0 (т.е. в начальный момент времени) обозначают как
М , Е и ν, при ΔT — как М1, Е1 и ν1.

Для получения аномалии ν1 в любой момент времени ΔT уравне-
ния (6)–(10) будут использованы следующим образом:

1) зная положение спутника (т.е. параметр ν) при Т = 0 можно
вычислить значения E, M при Т = 0 с помощью уравнений
(6), (7);

2) в любой момент времени ΔT определить значение M1 по урав-
нению (9);

3) невозможно напрямую рассчитать параметр Е1, зная параметр
М1 с помощью уравнения (7), так как не существует способа
исключить параметр E; одним из способов решения уравнения
(7) является итерация;

4) в первом приближении примем E1 = M1, вычислим Enew по
уравнению Enew =M1 + e sinE1;

5) погрешность равна разности абсолютных значений Enew − E1;
6) пусть E1 = Enew, теперь это новая величина E1;
7) шаги 3–5 будут повторяться, пока погрешность не станет малой

величиной;
8) аномалию ν1 получаем из уравнения (10); если параметр М1 на-

ходится в первой или второй четверти координатной плоскости,

то ν1 = cos−1
(
e− cosE1
e cosE1 − 1

)

, если в третьей или четвертой, то

ν1 = 2π − cos−1
(
e− cosE1
e cosE1 − 1

)

.

Зная орбитальные параметры a, e и ν по уравнениям (2)–(10), мож-
но получить вектор скорости V и вектор положения r спутника отно-
сительно системы отсчета OPQW.

Теперь необходимо преобразовать вектор положения и вектор ско-
рости из системы отсчета OPQW в систему OXYZ. Плоскость орбиты
связана с системой отсчета OXYZ углами i, ω и Ω. Используя перечи-
сленные углы, можно преобразовать любой вектор, определенный в
системе OPQW, в вектор, определенный в системе OXYZ. Уравнение,
являющееся математическим процессом для преобразования вектора
в системе отсчета OPQW в вектор в системе OXYZ [8, 10], приведено
ниже:




ri
rj
rk



 = R̃




rP
rQ
rW



 =




R11 R12 R13
R21 R22 R23
R31 R32 R33








rP
rQ
rW



 , (11)
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где rP , rQ, rW — компоненты вектора положения r спутника в напра-
влении осей OP, OQ и OW; ri, rj, rk — компоненты вектора положения
r спутника в направлении осей OX, OY и OZ; R11 = cosΩ cosω −
− sinΩ sinω cos i;R12 = − cosΩ sinω−sinΩ cosω cos i;R13 = sinΩ sin i;
R21 = sinΩ cosω+cosΩ sinω cos i;R22 = − sinΩ sinω+cosΩ cosω cos i;
R23 = − cosΩ sin i; R31 = sinω sin i; R32 = cosω sin i; R33 = cos i.

Положение подспутниковой точки относительно геоцентриче-
ской и геодезической систем координат. Земля представляет собой
эллипсоид: полярный радиус be = 6356,755 км; экваториальный радиус
ae = 6378,14 км; средний радиус RЗ = 6371,003 км. В рассматривае-
мом случае имеем дело с ней, как со сферической планетой.

Тело отсчета для сферической системы координат — сфера радиу-
сом RЗ. Начало этой системы координат совмещают с центром сферы.
Координатами являются геоцентрическая широта λ и долгота ϕ. Ши-
ротой называют угол между радиус-вектором и плоскостью экватора.
Долгота — угол между плоскостью, проходящей через заданную точ-
ку, и осью вращения (плоскость меридиана) и плоскостью меридиана,
принятого в качестве нулевого [21].

С геодезической системой координат β, ϕ связывают понятия гео-
дезической широты, долготы и высоты. Геодезическая широта β —
угол, под которым пересекается нормаль к поверхности эллипсоида с
плоскостью экватора. Долгота — двугранный угол между плоскостью
нулевого меридиана и плоскостью меридиана, проходящего через за-
данную точку. Отметим, что геодезическая и геоцентрическая долготы
совпадают. Они определены как двугранный угол между плоскостью
нулевого меридиана и плоскостью, содержащей ось вращения и задан-
ную точку. Геоцентрическая широта отличается от геодезической [21].
Схема, иллюстрирующая соотношение геодезической (β) и геоцентри-
ческой (λ) широт, показана на рис. 1.

Подспутниковая точка — точка пересечения с поверхностью Земли
прямой линии, соединяющей точку, где находится спутник, с цен-
тром Земли. Таким образом, точка S (см. рис. 1) — подспутниковая
точка, когда точка, где находится спутник, соединяется прямой ли-
нией с точкой O (центром сферической системы координат), и точка
S2 — подспутниковая точка, если точка, в которой находится спутник,
соединяется прямой линией с точкой O′ (центром геодезической си-
стемы координат). Получив для ряда моментов времени подспутнико-
вые точки и соединив их плавной кривой, построим трассу движения
спутника. Теперь основная цель — это сравнение геоцентрической (λ)
и геодезической (β) широт подспутниковой точки.
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Рис. 1. Схема, иллюстрирующая соотношение геодезической (β) и геоцентри-
ческой (λ) широт

Зная вектор положения r спутника, можно найти координаты спут-
ника (XО , ZО ) относительно системы отсчета OXYZ по уравнениям

XO =
√
r2i + r

2
j , ZO = rk. (12)

Следовательно, геоцентрическая широта λ представляется в ви-
де [22]

λ = tg−1
(
ZO

XO

)

. (13)

Зная компоненты вектора r в направлении осей OX,OY , определим
долготу [14, 23]:

ϕ = tg−1
rj

ri
−Θgo − ω⊕ (t− tO) , (14)
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Рис. 2. Зависимость разности βS − λ от
параметра λ, построенная по форму-
ле (16)

где Θgo — гринвичское сред-
нее сидерическое время (GMST)
при tО ; ω⊕ — угловая ско-
рость Земли. Напомним, что ось
OX направлена в точку встречи
гринвичского меридиана с эква-
тором, поэтому Θgo = 0.

Угол βS между линией, со-
единяющей точку O′ с точкой
S (см. рис. 1), и экваториальной
плоскостью принимают за гео-
дезическую широту [10, 22]

βS = tg
−1

(

tg
λ

(1− f)2

)

, (15)

где f = 1/298,2947 — фактор сжатия Земли. Предыдущее предположе-
ние приведет к возникновению погрешности значения δβ (см. рис. 1).
Если эту погрешность игнорировать, то отличие геоцентрической ши-
роты λ от геодезической βS можно найти как

tg (βS − λ) =
tg βS − tg λ
1 + tg λ

=
2f − f2

(1− f)2(1 + 1/ tg λ)
. (16)

В этом случае отличие геоцентрической широты от геодезической
зависит только от параметра λ. Зависимость разности βS − λ от па-
раметра λ приведена на рис. 2. Наибольшее отличие геодезической
широты от геоцентрической достигается на широте 45◦ и составляет
βS − λ ∼= 0,1921◦ ∼= 11,315′.

Для получения более точных результатов угол δβ можно вычислить
по формуле

δβ = tg−1
H sin (βS − λ)

ρa +H cos (βS − λ)
, (17)

где

H = |r| −
be

cosλ
√
(tg λ)2 + (1− f)2

; (18)

ρa =
ae(1− f)2

[
1− (2f − f 2)(sin βS)2

]3
2

; (19)

|r| — модуль вектора положения r спутника. Уравнение (19) — уравне-
ние радиуса кривизны в меридиональном направлении. В этом случае
отличие геоцентрической широты λ от геодезической β зависит от
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параметров λ и r:

β − λ = (βS − δβ)− λ = tg
−1

(
2f − f2

(1− f)2(1 + 1/ tg λ)

)

− δβ. (20)

Зависимость разности β− λ от параметра λ при различных значениях
r приведена на рис. 3, а. Отличие геодезической широты от геоцен-
трической уменьшается при увеличении значения |r|.

Другой, более точный метод для вычисления угла β заключает-
ся в том, чтобы рассчитать координаты точки S2(X,Z) с помощью
следующих уравнений [14]:

X2

a2e
+
Z2

b2e
= 1; (21)

I =
Z − ZO
X −XO

; (22)

−
dX

dZ
=
a2eZ

b2eX
. (23)

Уравнение (21) — уравнение эллипса, уравнение (22) — уравнение на-
клона линии между спутником и точкой O′, уравнение (23) — уравне-
ние наклона перпендикуляра к касательной к эллипсу в точке S2(X,Z).
В результате того, что точки (XО , YО ) и (X,Z) находятся на одной ли-
нии, уравнения (22) и (23) совпадают:

Z − ZO
X −XO

=
a2eZ

b2eX
. (24)

Уравнение (21) запишем в виде X = ae
√
1− Z2/b2e, подставим в урав-

нении (24) и получим

Z =
ZO

a2e

1
[

(1/a2e − 1/b2e) +

(
XO

beae
√
b2e − Z2

)] . (25)

После определения координат X и Z по уравнениям можно вычислить
геодезическую широту:

β = tg−1
(
ZO − Z
XO −X

)
180

π
. (26)

Для того чтобы исследовать зависимость разности β − λ от параме-
тра λ формулы (1)–(14) и (21)–(26) были смоделированы с помощью
интерактивного инструмента для моделирования, имитации и анализа
динамических систем SIMULINK (MATLAB). Этот инструмент дает
возможность строить графические блок-диаграммы, имитировать ди-
намические системы, исследовать работоспособность систем и совер-
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Рис. 3. Зависимость разности β − λ от параметра λ при значениях вектора
положения r = 8000 (1), 9 000 (2), 10 000 (3) (а), построенная по формуле (20),
и то же при значениях эксцентриситета e = 0 (4), 0,1 (5), 0,2 (6), построенная
по формуле (26)

шенствовать проекты. Инструмент SIMULINK полностью интегриро-
ван с MATLAB, обеспечивая немедленный доступ к широкому спек-
тру инструментов анализа и проектирования [24]. Предположим, ор-
бита имеет следующие параметры: а = 8000 км; i = 45◦; ω = 0◦;
e = 0, 0,1, 0,2; Ω = 20◦; ν = 0◦ при T = 0. Путем введения значения
орбитальных параметров в модели получим трассы спутника относи-
тельно геодезической и сферической систем координат. Теперь выяс-
ним, насколько отличаются результаты при неиспользовании сжатого
сфероида. Зависимость разности β− λ от параметра λ при различных
значениях эксцентриситета e приведена на рис. 3, б. Наибольшее отли-
чие геодезической широты от геоцентрической достигается на широте
45◦ при e = 0 и составляет β − λ ∼= 0,1531◦ ∼= 9,11′ (21 км).

Согласно распространенному мнению, некоторые из найденных
отличий могут казаться малыми, но это зависит от требований к сле-
жению. В рассматриваемом случае максимальное разрешение данных
в атласах локальных значений альбедо [4–7] составляет 5◦ × 5◦ (или
550×550 км), поэтому можно утверждать, что эта разность, вызванная
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в результате игнорирования сжатия Земли, не влияет на расчет потока
солнечного излучения, отраженного от Земли.

Заключение. Проведен анализ движения спутника, движущегося
по низкой околоземной орбите, и анализ положения подспутниковой
точки относительно геодезической и сферической систем координат.
Установлена компьютерная модель, имитирующая движение подспут-
никовой точки по поверхности Земли, в каждой системе координат в
целях получения оценки наибольшего возможного отличия координат
подспутниковой точки в этих системах в зависимости от параметров
орбиты спутника. Результаты показали, что максимальная разность по-
зиций подспутниковой точки в рассматриваемых случаях составляет
около 21 км. Влияние этой разности на спутник в процессе численных
расчетов теплового излучения Солнца, отраженного от поверхности
Земли, можно игнорировать.
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