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Для оценки компонент тензора эффективной теплопроводности представи-
тельного элемента структуры композита с трансверсально изотропными
включениями, имеющими форму эллипсоидов вращения, построена матема-
тическая модель теплового взаимодействия такого включения c однородной
средой. Эта модель в сочетании с методом самосогласования позволила вы-
числить эффективные коэффициенты теплопроводности представительного
элемента, которые затем были осреднены в соответствии с заданной тек-
стурной функцией композита. В конечном виде получены и количественно про-
анализированы расчетные зависимости для случая конической текстуры, в том
числе с рассеянием. Эти зависимости могут быть использованы для прогноза
компонент тензора эффективной теплопроводности текстурированного ком-
позита с эллипсоидальными включениями (в том числе пластинчатой и иголь-
чатой формы, характерной для некоторых наноструктурных элементов).
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The paper presents a mathematical model of thermal interaction between transversal
isotropic inclusions of a spheroidal shape and a homogeneous medium. This model
is built for estimating the effective thermal conductivity tensor components of a
representative element of the composite structure containing these inclusions. Both
the model and the self-coupling method allow calculating the effective thermal
conductivity coefficients of a representative element. The coefficients are averaged
according to the given texture function of the composite. The authors obtained some
calculation correlations for the case of the conical texture including scattering.
Quantitative analysis of these correlations is done. The correlations can be used
for estimating the effective thermal conductivity tensor components of the textured
composite with ellipsoidal inclusions (including those of both plate and needle shapes
which feature some nanostructural elements).
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Введение. Область применения композитов в качестве конструк-
ционного, теплозащитного или функционального материала зависит
от комплекса свойств, среди которых важное место занимают тепло-
физические характеристики, в том числе теплопроводность. Кроме
свойств включений и матрицы композита его теплопроводность зави-
сит от объемной концентрации включений, их формы и ориентации,
определяемой текстурой композита. Представление формы включе-
ний эллипсоидом вращения (удлиненного или сплюснутого) позво-
ляет моделировать многообразие реальных форм, включая предель-
ные (игольчатые и пластинчатые формы характерны для нанотрубок
и фрагментов графена, рассматриваемых в качестве армирующих эле-
ментов перспективных композитов [1]).

Особенность включения эллипсоидальной формы состоит в том,
что при тепловом взаимодействии с однородной изотропной средой
в таком включении возникает одномерное температурное поле [2, 3].
Это свойство позволяет для оценки эффективной теплопроводности
композита как изотропной гетерогенной среды с хаотически ориен-
тированными включениями применить метод самосогласованного по-
ля, кратко называемого методом самосогласования [4–6], осредняя по
объему композита возмущения температурных полей во включени-
ях. Преобразованием дифференциального уравнения, описывающего
установившееся распределение температуры в окружающей включе-
ние однородной, но анизотропной среде, удается существенно расши-
рить возможности этого метода [7], используя его для оценки эффек-
тивной теплопроводности текстурированных композитов с анизотроп-
ными включениями, имеющими форму, близкую к эллипсоидальной. В
настоящей работе метод самосогласования использован применитель-
но к текстурированному композиту с трансверсально изотропными
включениями в форме эллипсоидов вращения.

Модель теплового взаимодействия включения с однородной
средой. Пусть включение в форме эллипсоида вращения расположено
в неограниченном объеме однородной среды с искомыми эффектив-
ными характеристиками теплопроводности. Включение примем транс-
версально изотропным относительно оси вращения эллипсоида. Вве-
дем цилиндрическую систему Orϕz координат, начало которой распо-
ложено в центре эллипсоида, а координатная ось Oz совпадает с осью
вращения. Установившееся распределение температуры T (r, ϕ, z) в эл-
липсоиде должно удовлетворять дифференциальному уравнению [2]
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∂
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∂ϕ2
+ λz

∂2T

∂z2
= 0, (1)

где λr и λz — коэффициенты теплопроводности материала включения
в радиальном и осевом направлениях.
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При расположении осей вращения таких включений в композите
параллельно одному направлению он также будет трансверсально изо-
тропным относительно этого направления [8, 9] и его свойства будут
определять искомые эффективные коэффициенты теплопроводности
λ∗r и λ∗z в радиальном и осевом направлениях. Установившееся распре-
деление температуры T ∗(r, ϕ, z) в однородной среде, моделирующей
свойства композита, удовлетворяет дифференциальному уравнению

λ∗r
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= 0, (2)

аналогичному уравнению (1). В силу осевой симметрии в уравнениях
(1) и (2) вторая производная температуры по угловой координате ϕ

будет равна нулю.
Преобразуем уравнение (2), опустив второе слагаемое в его левой

части, к виду
1
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= 0, (3)

где ρ = r
√
λ∗z/λ

∗
r . Проведенное преобразование равносильно измене-

нию масштаба в направлении радиальной координаты в
√
λ∗z/λ

∗
r раз,

что приведет к изменению отношения b̄ = bz/br полуосей исходного
эллипсоида вращения, которое станет равным b̄∗ = b̄

√
λ∗r/λ

∗
z.

Уравнение (3) теперь описывает установившееся распределение
температуры в однородной изотропной среде с коэффициентом тепло-
проводности λ∗z. Для построения модели теплового взаимодействия с
такой средой трансверсально изотропного включения, имеющего фор-
му эллипсоида вращения с отношением b̄∗ полуосей (этот эллипсоид
предложено называть приведенным [10]), необходимо преобразовать
и уравнение (1). Опустив второе слагаемое в левой части этого урав-
нения, запишем

λρ
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∂

∂ρ

(

ρ
∂T

∂ρ

)

+ λz
∂2T

∂z2
= 0, (4)

где λρ = λr(λ∗z/λ
∗
r).

Пусть на весьма большом расстоянии от центра включения по срав-
нению с длиной наибольшей полуоси приведенного эллипсоида задано
невозмущенное температурное поле T ∗∞(z) = Gzz, имеющее составля-
ющую градиента лишь в направлении координатной оси Oz, равную
Gz. Тогда в приведенном эллипсоиде возникнет одномерное темпера-
турное поле [2, 3]

T (z) =
λ∗zGzz

λ∗z + (λz − λ∗z)D′z
,
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где

D′z =
b̄∗

2

∞∫

0

dv

(1 + v)(b̄2∗ + 1)
3/2
.

Это поле будет иметь составляющую градиента в направлении коор-
динатной оси Oz

G′z =
λ∗zGzz

λ∗z + (λz − λ∗z)D′z
. (5)

Теперь также на весьма большом расстоянии от центра включения
по сравнению с длиной наибольшей полуоси приведенного эллипсо-
ида зададим невозмущенное температурное поле с составляющей Gρ
градиента лишь в одном из радиальных направлений. Тогда в приве-
денном эллипсоиде одномерное температурное поле будет иметь со-
ставляющую градиента лишь в этом радиальном направлении [2, 3]

G′ρ =
λ∗zGρ

λ∗z + (λρ − λ∗z)D′ρ
=

λ∗rGρ

λ∗r + (λr − λ∗r)D′ρ
. (6)

Здесь D′ρ = (1−D
′
z)/2.

Применение метода самосогласования. В соответствии с ме-
тодом самосогласования [11, 12] необходимо осредненные по объ-
ему композита составляющие градиента возмущенного температурно-
го поля во включениях и в частицах матрицы приравнять нулю. Ис-
пользовав формулы (5) и (6), для этих составляющих во включениях
получим

ΔGz = G
′
z −Gz = GzD

′
z

λ∗z − λz
λ∗z + (λz − λ∗z)D′z

;

ΔGρ = G
′
ρ −Gρ = GρD

′
ρ

λ∗r − λr
λ∗r + (λr − λ∗r)D′ρ

.

(7)

Для частиц матрицы допустимо выбрать произвольную форму при
условии, что их характерный размер может изменяться от некоторого
конечного до бесконечно малого. Выполнение такого условия позво-
ляет в объеме, занимаемом композитом, заполнить все возможные пу-
стоты между эллипсоидальными включениями. Примем, что с учетом
изменения масштаба в радиальном направлении форма частиц матри-
цы является шаровой, для которой геометрический коэффициент в
любом направлении D◦ = 1/3 [2]. Изотропные в исходном состоянии
частицы матрицы с коэффициентом теплопроводности λm при измене-
нии масштаба станут трансверсально изотропными относительно оси
Oz, сохранив значение λm в направлении этой оси и приобретя зна-
чение λ′m = λm(λ

∗
z/λ

∗
r) в радиальном направлении. Тогда в частицах
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матрицы в осевом и радиальном направлениях возникнут возмущения
температурного поля с составляющими градиента

ΔG◦z = Gz
λ∗z − λm
2λ∗z + λm

; ΔG◦ρ = Gρ
λ∗r − λm
2λ∗r + λm

. (8)

Осреднение по объему композита составляющих градиента возму-
щенного температурного поля в частицах матрицы и во включениях
приводит к двум равенствамΔG◦z(1−CV )+ΔGzCV = 0,ΔG

◦
ρ(1−CV )+

+ΔGρCV = 0, где CV — объемная концентрация включений в компо-
зите. Каждое равенство содержит только одну неизвестную величину
(λ∗z или λ∗r), определяемую соответствующим квадратным уравнением

(1−D′z − (1− 3D
′
z)CV )Λ

2
z−

− (1−D′z(1 + λ̄z)− (1− 3D
′
zλ̄z)CV )Λz −D

′
zλ̄z = 0;

(1−D′ρ − (1− 3D
′
ρ)CV )Λ

2
z−

− (1−D′ρ(1 + λ̄z)− (1− 3D
′
ρλ̄z)CV )Λz −D

′
ρλ̄z = 0,

(9)

где Λz = λ∗z/λm; λ̄z = λz/λm; Λr = λ∗r/λm; λ̄r = λr/λm. Каждое
уравнение системы (9) имеет лишь одно положительное решение.

При заданных значениях полуосей bz и br для исходной формы
эллипсоида вращения, параметров λ̄z, λ̄r и CV систему уравнений (9)
можно решить последовательными приближениями. Для этого сначала
следует задать ожидаемое значение b̄∗, вычислить значения D′z и D′ρ, а
затем решить каждое уравнение системы (9) независимо, что позволит
уточнить значение b̄∗ и продолжить последовательные приближения.
Однако при количественном анализе полученных соотношений проще
решать уравнения (9) для серии заданных значений b̄∗ [7], а потом
по вычисленным значениям Λr и Λz находить соответствующие этой
серии значения b̄ = bz/br = b̄∗

√
λ∗z/λ

∗
r .

Оценки для текстурированного композита. Следует отметить,
что при хаотической ориентации включений, когда любое положение
их осей вращения в пространстве равновероятно, композит будет изо-
тропным [5] с коэффициентом теплопроводности λ∗ = λ∗z + 2λ

∗
r . При

наличии текстуры, определенной в прямоугольной декартовой системе
координат с осями Oxi (“макроосями”) и ортами ei, i = 1, 2, 3, необхо-
димо для каждого трансверсально изотропного эллипсоида вращения
задать ориентацию его оси вращения Oz. Эту ориентацию однозначно
определяют углы θ и ψ (рис. 1).

Представим композит состоящим из различно ориентированных
составных частиц в форме эллипсоида вращения, включающих элли-
псоидальное включение с заданным значением b̄ и слой материала
матрицы. Составная частица и включение геометрически подобны с
коэффициентом подобия C

−1/3
V . Каждая составная частица является
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Рис. 1. Ориентация оси OzOzOz вращения
эллипсоидального включения отно-
сительно “макроосей”

представительным элементом структуры рассмотренного выше ком-
позита с одинаковой ориентацией включений. Поэтому эффективные
коэффициенты теплопроводности этой частицы будут совпадать со
значениями λ∗z и λ∗r . Тогда компоненты тензора эффективной тепло-
проводности частицы в “макроосях” можно представить в виде [13]

λ∗11 = λ
∗
r(sin

2 ψ + cos2 ψ cos2 θ) + λ∗z cos
2 ψ sin2 θ; (10)

λ∗22 = λ
∗
r(cos

2 ψ + sin2 ψ cos2 θ) + λ∗z sin
2 ψ sin2 θ; (11)

λ∗33 = λ
∗
r sin

2 θ + λ∗z cos
2 θ; (12)

λ∗12 = λ
∗
21 = (λ

∗
r − λ

∗
z) sinψ cosψ sin

2 θ; (13)

λ∗13 = λ
∗
31 = (λ

∗
r − λ

∗
z) cosψ sin θ cos θ; (14)

λ∗23 = λ
∗
32 = (λ

∗
z − λ

∗
r) sinψ sin θ cos θ. (15)

Для перехода к оценке эффективных коэффициентов теплопровод-
ности композита с конкретной заданной текстурой необходимо предва-
рительно определить в общем виде процедуру осреднения компонент
λ∗ij(ψ, θ), j = 1, 2, 3, тензора эффективной теплопроводности отдель-
ных составных частиц. Функцию f(ψ, θ), описывающую долю объ-
ема композита, занятого составными частицами, ориентация которых
определена текущими значениями аргументов этой функции, принято
называть текстурной [5, 14]. Вероятностная трактовка такой функции
связана с понятием совместной плотности распределения случайного
вектора [15], координатами которого являются углы ψ и θ. Кроме этих
углов текстурная функция в общем случае может зависеть и от коор-
динат xi, что соответствует неоднородной текстуре композита в его
объеме. Если текстура однородна, то осредненные компоненты тензо-
ра эффективной теплопроводности композита принимают вид [13]

λ̄∗ij =
1

4

2π∫

0

dψ

π∫

0

f(ψ, θ)λ∗ij(ψ, θ) sin θdθ. (16)

Однородная по объему композита текстура может быть комби-
нированной, включающей набор n дискретных идеальных текстур и
непрерывно распределенную, характеризуемую текстурной функцией
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f1(ψ, θ). Пусть для каждой дискретной идеальной структуры ориента-
ция оси вращения эллипсоидального включения определена значения-
ми ψβ и θβ , β = 1, n. Тогда вместо формулы (16) следует использовать
соотношение

λ̄∗ij =
1

4π

2π∫

0

dψ

π∫

0

f1(ψ, θ)λ
∗
ij sin θdθ +

n∑

β=1

vβλ
∗
ij(ψβ, θβ),

где vβ — доля объема композита, в которой идеальная текстура опре-
делена значениями ψβ и θβ . При этом текстурную функцию f1(ψ, θ)

требуется нормировать согласно условию
2π∫

0

dψ

π∫

0

f1(ψ, θ) sin θdθ = 1−
n∑

β=1

vβ.

Коническая текстура композита. Среди непрерывно распреде-
ленных текстур композита с эллипсоидальными включениями можно
выделить так называемую коническую текстуру [14], когда оси вра-
щения всех составных частиц являются образующими соосных кру-
говых конических поверхностей и равномерно распределены по этим
поверхностям. Если ось этих поверхностей совместить с “макроосью”
Ox3, то текстурная функция F (θ) будет зависеть лишь от одной угло-
вой координаты θ. После осреднения по углу ψ из формул (10) и (11)
получим

λ∗11 = λ
∗
22 = λ

∗
r(1 + cos

2 θ)/2 + (λ∗z/2) sin
2 θ, (17)

формула (12) для коэффициента λ∗33 останется без изменения, а из
формул (13)–(15) следует λ∗12 = λ∗13 = λ∗23 = 0, т.е. “макроось” Ox3
композита будет главной осью тензора эффективной теплопроводно-
сти композита с конической текстурой.

В случае составных частиц в форме эллипсоидов вращения при
осреднении можно ограничиться интегрированием по углу θ в интер-
вале (0; π/2). Тогда текстурную функцию F (θ) следует нормировать
из условия

π/2∫

0

F (θ) sin θdθ = 1, (18)

причем равномерному распределению осей вращения по углу θ соот-
ветствует значение F (θ) ≡ 1. Таким образом, для главных значений
тензора эффективной теплопроводности композита с конической тек-
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стурой с учетом формул (12) и (17) получим

λ̄∗1 = λ̄
∗
2 =
1

2

π/2∫

0

(λ∗r(1 + cos
2 θ) + λ∗z sin

2 θ)F (θ) sin θdθ; (19)

λ̄∗3 =

π/2∫

0

(λ∗r sin
2 θ + λ∗z cos

2 θ)F (θ) sin θdθ. (20)

При идеальной конической текстуре оси вращения всех составных
частиц будут образующими одной конической поверхности с задан-
ным значением γ ∈ (0; π/2] полуугла раствора конуса. Тогда из усло-
вия (18) следует F (θ) = 1/ sin γ и формулы (19) и (20) переходят в
равенства

λ̄∗1 = λ̄
∗
2 = λ

∗
r(1 + cos

2 γ)/2 + (λ∗3/2) sin
2 γ;

λ̄∗3 = λ
∗
r sin

2 γ + λ∗z cos
2 γ.

(21)

Отметим, что первая формула (21) идентична формуле (17), а вторая
— формуле (12).

При γ = π/2 текстуру называют кольцевой [14]. В этом случае
λ̄∗1 = λ̄∗2 = (λ

∗
r + λ

∗
z)/2 и λ̄∗3 = λ∗r . Если γ = 0, то для такой текстуры,

называемой аксиальной [14], главные значения тензора эффективной
теплопроводности композита совпадают со значениями эффективных
коэффициентов теплопроводности составных частиц, т.е. λ̄∗1 = λ̄

∗
2 = λ

∗
r

и λ̄∗3 = λ
∗
z.

В отличие от идеальной конической текстуры для реальной тек-
стуры возможно ее некоторое рассеяние, вызванное тем, что не все
оси вращения частиц строго направлены по образующим одной ко-
нической поверхности. При упрощенном описании слабого рассеяния
идеальной конической текстуры можно принять, что эти оси равномер-
но заполняют зазор между двумя соосными круговыми коническими
поверхностями, образующие которых составляют с осью этих поверх-
ностей углы γ + δ и γ − δ, причем δ 6 γ и γ + δ 6 π/2. Совместим
ось этих поверхностей с “макроосью” Ox3, а зазор между ними рав-
номерно заполним осями вращения составных частиц. Тогда условие

(18) примет вид

γ+δ∫

γ−δ

Fδ(θ) sin θdθ = 1, но в пределах интервала ин-

тегрирования Fδ(θ) = F (γ, δ) = const. После вычисления интеграла
находим F (γ, δ) = 1/(2 sin γ sin δ) и вместо формул (19) и (20) полу-
чаем
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λ̄∗1 = λ̄
∗
2 =

λ∗r
2
(1 + cos2 γ cos2 δ +

sin2 γ

3
sin2 δ)+

+
λ∗z
2
(sin2 γ + sin2 δ − 4

sin2 γ

3
sin2 δ); (22)

λ̄∗3 = λ
∗
r(sin

2 γ + sin2 δ − 4
sin2 γ

3
sin2 δ)+

+ λ∗z(cos
2 γ cos2 δ +

sin2 γ

3
sin2 δ). (23)

Результаты расчетов. В случае конической текстуры компози-
та для использования расчетных зависимостей (21) предварительно
необходимо путем решения системы (9) квадратных уравнений вычи-
слить значения λ∗r и λ∗z эффективных коэффициентов теплопроводно-
сти представительного элемента структуры композита в виде состав-
ной частицы, имеющей форму эллипсоида вращения. Результаты ре-
шения этой системы при значении CV = 0,5 приведены на рис. 2, а–г
в виде зависимостей отношений Λr = λ∗r/λm (сплошные кривые) и
Λz = λ∗z/λm (штрихпунктирные кривые) от параметра b̄ при различ-
ных сочетаниях параметров λ̄r и λ̄z в логарифмических координатах.
На этом же рисунке представлены зависимости от параметра b̄ отноше-
ний Λ̄1 = λ̄∗1 и Λ̄3 = λ̄∗3 при γ = π/6 (кривые со светлыми квадратами и
треугольниками), γ = π/4 (кривые с темными кружками и ромбами) и
γ = π/3 (кривые со светлыми кружками и ромбами). При выбранных
сочетаниях параметров полностью совпадают зависимости отноше-
ний Λ̄1 при γ = π/4 и Λ̄3 при γ = π/3 от b̄. Кроме того, для каждого
сочетания заданных значений λ̄r и λ̄z существует отношение b̄, при
котором λ∗r = λ

∗
z, т.е. представительный элемент структуры композита

является изотропным и поэтому изменение угла γ не влияет на зна-
чения эффективных коэффициентов теплопроводности композита (все
кривые пересекаются в точке с абсциссой, равной этому значению b̄).

По формулам (22) и (23) построены зависимости отношений Λ̄1 и
Λ̄3 от параметра b̄ при CV = 0,5, λ̄r = 16, λ̄z = 4, γ = π/4 и различных
значениях угла δ, характеризующего степень рассеяния конической
текстуры (рис. 2, д). Сплошной и штрихпунктирной кривыми повто-
рены зависимости отношений Λr и Λz от параметра b̄, показанные на
рис. 2, в и соответствующие аксиальной текстуре, также приведены за-
висимости отношения Λ̄1 (сплошная кривая с темными кружками) и
Λ̄3 (штрихпунктирная кривая с темными ромбами) от параметра b̄ при
отсутствии рассеяния конической текстуры (δ = 0).

Зависимости отношений Λ̄1 и Λ̄3 от параметра b̄ при наличии рас-
сеяния конической текстуры с углом γ = π/4 приведены на рис. 2, д
для значений δ = π/12 (кривые со светлыми кружками и ромбами)

96 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 4



Рис. 2. Зависимости безразмерных эффективных коэффициентов теплопровод-
ности от параметра b̄̄b̄b при CV = 0,5CV = 0,5CV = 0,5, λ̄r = 4λ̄r = 4λ̄r = 4, λ̄z = 16λ̄z = 16λ̄z = 16 (а), λ̄r = 16λ̄r = 16λ̄r = 16, λ̄z = 4λ̄z = 4λ̄z = 4 (б),
λ̄r = 0,25λ̄r = 0,25λ̄r = 0,25, λ̄z = 0,0625λ̄z = 0,0625λ̄z = 0,0625 (в), λ̄r = 0,0625λ̄r = 0,0625λ̄r = 0,0625, λ̄z = 0,25λ̄z = 0,25λ̄z = 0,25 (г), λ̄r = 16λ̄r = 16λ̄r = 16, λ̄z = 4λ̄z = 4λ̄z = 4 в случае
конической текстуры с рассеянием (д)
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и δ = π/6 (кривые со светлыми квадратами и треугольниками). При
δ = π/4 распределение осей вращения эллипсоидов равновероятно по
всем направлениям, поэтому Λ̄1 = Λ̄3 во всем промежутке измене-
ния параметра b̄ (пунктирная линия), что соответствует изотропному
композиту с коэффициентом теплопроводности λ̄∗ = 2λ∗r + λ

∗
z.

Заключение. Метод самосогласования применен для оценки эф-
фективных коэффициентов теплопроводности представительного эле-
мента структуры композита в виде составной эллипсоидальной части-
цы, содержащей трансверсально изотропное включение, окруженной
слоем изотропной матрицы. Эти коэффициенты использованы для по-
строения расчетных зависимостей, позволяющих оценить эффектив-
ную теплопроводность текстурированного композита с включениями,
имеющими форму эллипсоидов вращения. Представлены и проанали-
зированы результаты расчетов для нескольких вариантов идеальной
конической текстуры и текстуры с рассеянием в широком интервале
изменения отношения полуосей эллипсоидальных включений.

Работа выполнена по грантам НШ-1432.2014.8 и МК-6573.2015.8
программы Президента РФ поддержки ведущих научных школ и моло-
дых кандидатов наук, по проекту № 1.2640.2014 в рамках реализации
государственного задания и проекту № 1712 в рамках реализации
государственного задания Минобрнауки РФ.
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