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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА
В РЕЖИМЕ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РАЗОГРЕВА
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Рассмотрен процесс разогрева цилиндрического тела при периодическом те-
пловом воздействии на его торцевые поверхности. Математическая модель
изучаемого процесса включает в себя нелинейное дифференциальное уравнение
параболического типа, учитывающее зависимость теплофизических свойств
материала от температуры, а также граничные условия, описывающие про-
цессы теплообмена на поверхности тела. Предложен алгоритм расчета не-
стационарного температурного поля цилиндрического тела, основанный на
дискретизации дифференциального уравнения по временно́й переменной с до-
статочно малым шагом разбиения. На k-м временно́м шаге распределение тем-
пературы в цилиндрическом теле ищется в форме разложения в двойной триго-
нометрический ряд Фурье, коэффициенты которого определяются из решения
бесконечной системы линейных алгебраических уравнений методом редукции.
Приведен численный пример расчета нестационарного температурного поля
в цилиндрическом теле при периодическом импульсном разогреве его торце-
вых поверхностей. Представлены зависимости температуры для различных
внутренних точек цилиндрического тела от времени.
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тематическая модель, дискретизация по временно́й переменной, бесконечная
система линейных алгебраических уравнений.
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The article discusses the heating process of a cylindrical body under the cycling
heat exposure onto its end surfaces. The mathematical model of the analyzed process
includes a nonlinear differential equation of the parabolic type which considers a
correlation between thermophysical properties of the matter and the temperature as
well as the boundary conditions describing heat exchanges on the body surface. The
article presents an algorithm of the non-stationary thermal field calculation based
on the discretization of the differential equation with a small variable time step. At
the k-th time step a temperature distribution within the cylindrical body is calculated
by the double trigonometric Fourier series. Its coefficients are estimated by solving
an infinite set of linear algebraic equations with the help of the reduction method.
The authors give a numerical sample of calculating the non-stationary temperature
field in the cylindrical body at the rate of cyclic impulse heating of its end surfaces.
The dependence of different internal points of the cylindrical body on temperatures
is tested.

Keywords: non-stationary heat transfer process, nonlinear mathematical model,
discretization with respect to time variable, infinite set of linear algebraic equations.

88 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 3



Введение. В теории теплопроводности [1–3] важное практическое
приложение имеет класс задач по исследованию теплового состояния
конструкций, поверхности которых подвержены локальному теплово-
му воздействию [4–8]. Особое внимание уделено задачам, связанным
с изучением процесса теплопереноса в условиях локального периоди-
ческого теплового воздействия. Интерес к таким исследованиям объ-
ясняется практическими приложениями процесса разогрева металлов
при лазерной и электронно-лучевой обработке [9–14].

Физическая постановка задачи и математическая модель про-
цесса. Рассматривается нестационарный процесс теплопроводности в
цилиндре радиусом R и высотой h (рис. 1). Разогрев цилиндра осу-
ществляется двумя осесимметричными локальными (r ≤ r0) перио-
дическими источниками теплоты, действующими на нижнее (z = 0) и
верхнее (z = h) основания цилиндра, с плотностями тепловых потоков
q1 (r, t) и q2 (r, t), равными

qi (r, t) = q
0
i

(

1 + cos
πr

r0

)

η̄ (t) , t > 0, 0 ≤ r ≤ r0, i = 1, 2,

где значение индекса i = 1 соответствует источнику теплоты, действу-
ющему на нижнее основание цилиндра; i = 2 — источнику теплоты,
действующему на верхнее основание цилиндра; r0 — радиус пятна
теплового воздействия; η̄ (t) — ступенчатая периодическая функция с
периодом, равным Δt (рис. 2). На нижнем и верхнем основаниях ци-
линдра, вне области теплового воздействия (r0 < r ≤ R), происходит
теплообмен излучением. Боковая поверхность цилиндра теплоизоли-
рована. В начальный момент времени t = 0 температура цилиндра
постоянна и равна температуре внешней среды T0.

В задаче учитывается зависимость теплофизических свойств мате-
риала цилиндра от температуры. Математическая модель рассматрива-
емого нестационарного процесса теплопроводности в цилиндре имеет

Рис. 1. Осевое сечение цилиндри-
ческого тела Рис. 2. График функции η̄ (t)η̄ (t)η̄ (t)
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вид

ρc (T )
∂T

∂t
=
1

r

∂

∂r

(

λ (T ) r
∂T

∂r

)

+
∂

∂z

(

λ (T )
∂T

∂z

)

,

t > 0, 0 ≤ r < R, 0 < z < h;

(1)

T (r, z, 0) = T0, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ z ≤ h; (2)

−λ (T )
∂T

∂z

∣
∣
∣
∣
z=0

=

{
q1 (r, t) , t > 0, 0 ≤ r ≤ r0;
σε (T 40 − T

4 (r, 0, t)) , t > 0, r0 < r ≤ R;
(3)

λ (T )
∂T

∂z

∣
∣
∣
∣
z=h

=

{
q2 (r, t) , t > 0, 0 ≤ r ≤ r0;
σε (T 40 − T

4 (r, h, t)) , t > 0, r0 < r ≤ R;
(4)

∂T

∂r

∣
∣
∣
∣
r=R

= 0, t > 0, 0 ≤ z ≤ h. (5)

Здесь T (r, z, t) — искомое температурное поле цилиндра; ρ, c и λ —
плотность, удельная теплоемкость и коэффициент теплопроводности
материала; σ — постоянная Стефана – Больцмана; ε — степень черноты
излучающей поверхности.

Отметим, что в рассматриваемой задаче следует учитывать условие
ограниченности температуры на оси цилиндра [15].

Построение алгоритма приближенного решения. Введем функ-
ции C (T, r) = ρrc (T ), Λ (T, r) = rλ (T ) и запишем задачу (1)–(5) в
следующем виде:

C (T, r)
∂T

∂t
=

= div (Λ (T, r) gradT ) , t > 0, 0 < r < R, 0 < z < h; (6)

T (r, z, 0) = T0, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ z ≤ h; (7)

−Λ (T, r)
∂T

∂z

∣
∣
∣
z=0
= Q1 (r, t) , t > 0, 0 ≤ r ≤ R; (8)

Λ (T, r)
∂T

∂z

∣
∣
∣
z=h
= Q2 (r, t) , t > 0, 0 ≤ r ≤ R; (9)

|T (0, z, t)| <∞, t > 0, 0 ≤ z ≤ h; (10)

∂T

∂r

∣
∣
∣
r=R
= 0, t > 0, 0 ≤ z ≤ h. (11)

Здесь

Qi (r, T ) =

{
rqi (r, t) , t > 0, 0 ≤ r ≤ r0;

σεr (T 40 − u
4
i (r, t)) , t > 0, r0 < r ≤ R;

i = 1, 2; u1 (r, t) = T (r, 0, t) , u2 (r, t) = T (r, h, t) .
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Отметим, что при такой форме записи уравнения (6) операции “div”
и “grad” следует понимать как операции в прямоугольной системе
координат (r, z).

Приближенное аналитическое решение задачи (6)–(11) найдем,
применив модификацию метода, основанного на дискретизации диф-
ференциального уравнения (6) по временно́й переменной t [14, 16].

Пусть tk = kτ , k = 1, 2, . . ., где τ > 0 — достаточно малый шаг
разбиения по временно́й переменной. Заменим в уравнении (6) произ-
водную по времени разностным отношением

∂T

∂t

∣
∣
∣
t=tk
≈
T (k) (r, z)− T (k−1) (r, z)

τ
,

где T (k) (r, z) — приближенное значение функции T (r, z, t) в мо-
мент времени t = tk, причем согласно начальному условию (7)
T (0) (r, z) = T0.

На временно́м слое t = tk все нелинейности в уравнении (6) и в
граничных условиях (8), (9) вычислим, используя найденное на пре-
дыдущем временно́м слое t = tk−1 значение функции T (k−1) (r, z) и
обозначим

C(k) (r, z) = C
(
T (k−1) (r, z) , r

)
, Λ(k) (r, z) = Λ

(
T (k−1) (r, z) , r

)
.

Тепловые потоки в граничных условиях (8) и (9) при t = tk так-
же определим по известным значениям функций u

(k−1)
i (r): Q(k)i (r) =

= Qi

(
r, u

(k−1)
i (r)

)
, i = 1, 2.

В результате получаем дифференциально-разностный аналог на-
чально-краевой задачи (6)–(11) в виде следующей итерационной
схемы решения (k = 1, 2, . . .) краевой задачи для линейного элли-
птического уравнения с переменными коэффициентами Λ(k) (r, z) и
C(k) (r, z):

− div
(
Λ(k) (r, z) gradT (k) (r, z)

)
+
1

τ
C(k) (r, z)T (k) (r, z) =

=
1

τ
C(k) (r, z)T (k−1) (r, z) , 0 < r < R, 0 < z < h; (12)

−Λ(k) (r, z)
∂T (k)

∂z

∣
∣
∣
z=0
= Q

(k)
1 (r) , 0 ≤ r ≤ R; (13)

Λ(k) (r, z)
∂T (k)

∂z

∣
∣
∣
z=h
= Q

(k)
2 (r) , 0 ≤ r ≤ R; (14)

∣
∣T (k) (0, z)

∣
∣ <∞, 0 ≤ z ≤ h; (15)

∂T (k)

∂r

∣
∣
∣
r=R
= 0, 0 ≤ z ≤ h. (16)
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На k-м шаге итерации функцию T (k) (r, z) будем искать в форме
разложения в двойной тригонометрический ряд Фурье [17]

T (k) (r, z) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

δmna
(k)
mnXmn (r, z) , (17)

где δmn = δmδn, δm =

{
0,5, m = 0,
1, m > 0;

Xmn (r, z) = cos (μmr) cos (ωnz) ; μm = mπ/R;ωn = nπ/h.

Для улучшения сходимости ряда (17) на границах области z = 0 и
z = h можно применить метод быстрых разложений [18].

Определим коэффициенты a
(k)
mn в разложении (17). Для этого умно-

жим обе части уравнения (12) на функцию Xps (r, z) и проинтегрируем
полученное равенство по области Ω = {(r, z) : 0 < r < R, 0 < z < h}.
Применяя формулы векторного анализа [19], приходим к соотноше-
нию

−
∫∫

Ω

div
(
Λ(k) (r, z) gradT (k) (r, z)Xps (r, z)

)
dΩ+

+

∫∫

Ω

(
Λ(k) (r, z) gradT (k) (r, z) gradXps (r, z)

)
dΩ+

+
1

τ

∫∫

Ω

C(k) (r, z)T (k) (r, z)Xps (r, z) dΩ =

=
1

τ

∫∫

Ω

C(k) (r, z)T (k−1) (r, z)Xps (r, z) dΩ. (18)

Для вычисления первого интеграла в левой части соотношения (18)
воспользуемся формулой Остроградского. Тогда с учетом граничных
условий (13)–(16) получим

(−1)s+1
R∫

0

Q
(k)
2 (r) cos (μpr) dr −

R∫

0

Q
(k)
1 (r) cos (μpr) dr+

+

R∫

0

h∫

0

Λ(k) (r, z)

[
∂T (k)

∂r

∂Xps

∂r
+
∂T (k)

∂z

∂Xps

∂z

]

dr dz+

+
1

τ

R∫

0

h∫

0

C(k) (r, z)T (k) (r, z)Xps (r, z) dr dz =
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=
1

τ

R∫

0

h∫

0

C(k) (r, z)T (k−1) (r, z)Xps (r, z) dr dz. (19)

Далее подставим разложение (17) для функции T (k) (r, z) в (19).

Отметим, что

Xmn (r, z)Xps (r, z) =
1

4

[
Xm+p,n+s (r, z) +Xm+p,n−s (r, z)+

+Xm−p,n+s (r, z) +Xm−p,n−s (r, z)
]
;

∂Xmn

∂r

∂Xps

∂r
=
μmμp

4

[
Xm−p,n+s (r, z)+

+Xm−p,n−s (r, z)−Xm+p,n+s (r, z)−Xm+p,n−s (r, z)
]
;

∂Xmn

∂z

∂Xps

∂z
=

=
ωnωs

4

[
Xm+p,n−s (r, z)−Xm+p,n+s (r, z)+

+Xm−p,n−s (r, z)−Xm−p,n+s (r, z)
]

и запишем следующие соотношения относительно искомых коэффи-
циентов Фурье a(k)mn:

∞∑

m=0

∞∑

n=0

A(k)psmnδmna
(k)
mn = b

(k)
ps , p = 0, 1, . . . , s = 0, 1, . . . ; (20)

где

A(k)psmn = τ (μmμp + ωnωs)
(
ξ
(k)
|m−p|,|n−s| − ξ

(k)
m+p,n+s

)
+

+ τ (μmμp − ωnωs)
(
ξ
(k)
|m−p|,n+s − ξ

(k)
m+p,|n−s|

)
+

+ η
(k)
|m−p|,|n−s| + η

(k)
m+p,|n−s| + η

(k)
|m−p|,n+s + η

(k)
m+p,n+s;

b(k)ps =
8τ

h

(
ϕ(k)p + (−1)

s
ψ(k)p

)
+

+
∞∑

m=0

∞∑

n=0

δmna
(k−1)
mn

(
η
(k)
|m−p|,|n−s| + η

(k)
m+p,|n−s| + η

(k)
|m−p|,n+s + η

(k)
m+p,n+s

)
.

Здесь ξ(k)mn и η(k)mn — коэффициенты Фурье функций Λ(k) (r, z) и C(k) (r, z)
по системе функций {Xmn (r, z)}

∞
m,n =0; ϕ

(k)
p и ψ

(k)
p — коэффициенты

Фурье функций Q(k)1 (r) и Q(k)2 (r) по системе функций {cos (μpr)}
∞
p=0.
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Приведем соотношения (20) к стандартному виду бесконечной си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Для этого перенумеруем
элементы δmna

(k)
mn и b(k)ps двумерных массивов по диагоналям с одинако-

вой суммой индексов, установив соответствия (m,n)↔ w, (p, s)↔ v

по правилам

w =
1

2
(m+ n+ 1) (m+ n+ 2)− n, v =

1

2
(p+ s+ 1) (p+ s+ 2)− s,

и обозначим
x̄
(k)
1 = δ00a

(k)
00 ;

x̄
(k)
2 = δ01a

(k)
01 , x̄

(k)
3 = δ10a

(k)
10 ;

x̄
(k)
4 = δ02a

(k)
02 , x̄

(k)
5 = δ11a

(k)
11 , x̄

(k)
6 = δ20a

(k)
20 и т.д.;

f
(k)
1 = b

(k)
00 ;

f
(k)
2 = b

(k)
01 , f

(k)
3 = b

(k)
10 ;

f
(k)
4 = b

(k)
02 , f

(k)
5 = b

(k)
11 , f

(k)
6 = b

(k)
20 и т.д.

Применяя те же правила, из элементов A
(k)
psmn составим матри-

цу с элементами D
(k)
vw . В результате получаем бесконечную систему

линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных x̄(k)w ,
w = 1, 2, . . . :

∞∑

w=1

D(k)vw x̄
(k)
w = f

(k)
v , v = 1, 2, . . . , (21)

для решения которой применяем метод редукции [20, 21].
Следовательно, на временно́м слое t = tk решение краевой задачи

(12)–(16) может быть представлено в аналитической форме в виде
двойного тригонометрического ряда Фурье

T (r, z, tk) ≈
N∑

m=0

N−m∑

n=0

δmna
(k)
mn cos

(mπ
R
r
)
cos
(nπ
h
z
)
,

коэффициенты которого находим из решения конечной системы [21]
M∑

w=1

D(k)vw x̄
(k)
w = f (k)v , v = 1, 2, . . .M, порядка M = (N + 1) (N + 2) /2.

При этом N определяем на основе оценки Рунге [22].
Выбор шага τ по временно́й переменной осуществляется с учетом

результатов, полученных в работе [23].
Результаты численных расчетов. Применим построенный алго-

ритм для расчета температурного поля цилиндрического тела. Вы-
числения проведем при следующих значениях параметров задачи:
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Рис. 3. Зависимость температуры в
сечении цилиндра z = h/2z = h/2z = h/2 от време-
ни при различных значениях rrr в кон-
це процесса разогрева:
1 — T (0, h/2, t); 2 — T (r0/2, h/2, t); 3 —
T (3r0/4, h/2, t)

ρ = 7780 кг/м3; R = 50 ∙ 10−3 м; h = 4 ∙ 10−3 м; r0 = 10 ∙ 10−3 м;
q01 = q

0
2 = 10

6 Bт/м2; Δt = 4 c; t′ = 3 c; T0 = 300K; ε = 0,8; σ = 5,67×
× 10−8 Bт/(м2 ∙K4).

Значения коэффициента теплопроводности и удельной теплоемко-
сти материала цилиндра в зависимости от температуры приведены
ниже [24]:

T , K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 400 600 800 1000 1200 1400 1600

λ, Bт/(м∙K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 47 41 37 32 23 21 20

c, Дж/(кг∙K) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470 505 520 660 615 580 560 545

Зависимость температуры в сечении цилиндра z = h/2 от време-
ни при различных значениях r в конце процесса разогрева (108 ≤ t ≤
≤ 120) показана на рис. 3. Синхронное внешнее периодическое воздей-
ствие двумя источниками теплоты на торцевые поверхности цилиндра
приводит к возникновению колебаний температуры в указанных точ-
ках с периодом, равным периоду воздействия источников теплоты, и
амплитудой, уменьшающейся при удалении точек от оси цилиндра.

Заключение. Предложенный в работе алгоритм расчета нестаци-
онарного температурного поля в цилиндрическом теле учитывает из-
менение теплофизических свойств материала в зависимости от темпе-
ратуры, нелинейность граничных условий, позволяет задавать различ-
ные режимы внешнего теплового воздействия и условия теплообмена.
Алгоритм применим для решения задач об исследовании теплового
состояния цилиндрических тел при лазерной обработке.
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