
МЕХАНИКА ДЕФОРМИРУЕМОГО
ТВЕРДОГО ТЕЛА

УДК 539.3

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СОСТАВНОГО
ПРОСТРАНСТВА С МОНЕТООБРАЗНОЙ ТРЕЩИНОЙ

В.Н. Акопян, С.Е. Мирзоян, Л.Л. Даштоян

Институт механики Национальной академии наук Республики Армения,
Ереван, Республика Армения
e-mail: vhakobyan@sci.am; mechins@mechins.sci.am; lilit.dashtoyan@yahoo.com

Построено точное решение одной осесимметричной смешанной задачи для
составного упругого пространства, состоящего из двух разнородных полупро-
странств. На плоскости стыка этих пространств имеется монетообразная
трещина, на одном берегу которой заданы напряжения, на другом — пере-
мещения. Получены определяющие уравнения поставленной задачи в виде си-
стемы двух сингулярных интегральных уравнений второго рода и построено
ее замкнутое решение. Определены коэффициенты концентрации контактных
напряжений на граничной окружности монетообразной трещины и выявлены
закономерности их изменения в зависимости от упругих характеристик по-
лупространств. В частном случае, когда на нижний берег монетообразной
трещины под действием сосредоточенной нагрузки вдавливается полностью
сцепленная с ней жесткая шайба-включение, определено жесткое смещение
включения.

Ключевые слова: смешанная задача, составное пространство, трещина, сингу-
лярное интегральное уравнение.
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The article presents an explicit solution of the mixed axisymmetric boundary value
problem for anelastic composite space, consisting of two different half-spaces. There
is a coin-shaped crack on the interfacing surface of these spaces. There are given
stresses on one edge of the crack and the displacements on the other edge. The indicial
equations of the posed problem as a system of two singular integral equations of the
second kind were obtained. The closed solution of the system is found. The coefficients
of a contact stress concentration on the boundary circle of the coin-shaped crack
are determined. The changing patterns depended on the elastic half-space properties
are studied. In the particular case, when on the lower edge of the coin-shaped crack
a rigid disk-inclusion concatenates with it completely concatenates with it under a
point load, the rigid displacement is determined.
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Введение. В инженерной практике часто встречаются конструкции
и сооружения или их детали, которые по конструктивным условиям
изготовления содержат концентраторы напряжения типа трещин (раз-
резов, щелей), инородных включений, накладок, отверстий и угловых
точек. Часть перечисленных концентраторов также может возникнуть
во время эксплуатации различных конструкций и их деталей. Харак-
терная особенность напряженного состояния таких конструкций и де-
талей — вокруг этих концентраторов образуются локальные поля на-
пряжений с большими и интенсивно изменяющимися градиентами,
которые приводят к разрушению этих конструкций и деталей. Поэто-
му исследование напряженного состояния массивных тел, содержащих
концентраторы напряжений, а также локальных полей напряжений,
возникающих вокруг концентраторов, является актуальной проблемой
как с научной, так и с инженерной точек зрения.

Следует отметить, что при решении указанных задач, независимо
от выбранной методики исследования, немаловажную роль играют
точные решения соответствующих модельных задач.

На основе мощного аппарата комплексных потенциалов Колосова –
Мусхелишвили [1] и метода разрывных решений уравнений теории
упругости [2] построены точные решения ряда плоских и осесимме-
тричных модельных задач для однородных и составных изотропных
тел с дефектами типа трещин и включений. Однако построение за-
мкнутых решений для составных тел с межфазовыми трещинами, ко-
гда на берегах трещин заданы условия смешанного типа, как в плос-
кой, так и в осесимметричной постановке усложняется и часто на-
тыкается на непреодолимые препятствия математического характера.
Поэтому количество таких работ очень мало. Можно отметить работы
[3, 4], где построено точное решение плоской задачи для составной
плоскости из двух различных полуплоскостей, содержащих одну или
периодическую систему коллинеарных межфазовых трещин, на бере-
гах которой заданы условия смешанного типа. В работах [5–7] полу-
чены замкнутые решения осесимметричных задач для однородного и
составного пространства, включающего в себя два полупространства
с различными упругими характеристиками, которые содержат межфа-
зовые дефекты.

Постановка задачи и вывод определяющих уравнений. Пусть
упругое составное пространство, состоящее из двух разнородных по-
лупространств с коэффициентами Ламе μ1, λ1 и μ2, λ2, занимающих в
цилиндрической системе координат верхнее (z ≥ 0) и нижнее(z ≤ 0)
полупространства, на плоскости стыка (z = 0) ослаблено монетообраз-
ной трещиной радиусом a. На верхнем берегу этой трещины заданы
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нормальные напряжения P (1)0 (r), а на нижнем — радиальные и нор-
мальные компоненты смещения u2 (r) и w2 (r), а также равнодейству-
ющая действующих напряжений P (2)0 .

Задача — определить контактные напряжения, действующие на
стыке полупространств и на нижнем берегу трещины, а также ко-
эффициенты интенсивности указанных напряжений.

Поставленную задачу математически можно сформулировать в ви-
де граничной задачи для уравнений Ламе при следующих граничных
условиях:

u1 (r, 0) = u2 (r, 0) , w1 (r, 0) = w2 (r, 0) , a < r <∞;

σ(1)z (r, 0) = σ
(2)
z (r, 0) , τ (1)rz (r, 0) = τ

(2)
rz (r, 0) , a < r <∞;

σ(1)z (r, 0) = P
(1)
0 (r) , τ (1)rz (r, 0) = 0, 0 < r < a;

u2 (r, 0) = u2 (r) , w2 (r, 0) = w2 (r) , 0 < r < a.

(1)

Здесь wj (r, z), uj (r, z), σ
(j)
z (r, z), τ

(j)
rz (r, z), j = 1, 2 — нормальные и

радиальные компоненты смещений и напряжений в цилиндрической
системе координат верхнего и нижнего полупространств.

Для построения решения граничной задачи (1) рассмотрим вспо-
могательную граничную задачу, содержащую первые четыре условия
задачи (1) и условия

w1 (r, 0)− w2 (r, 0) = w (r) , σ
(1)
z (r, 0)− σ

(2)
z (r, 0) = σ (r) ;

u1 (r, 0)− u2 (r, 0) = u (r) , τ
(1)
rz (r, 0)− τ

(2)
rz (r, 0) = τ (r) , 0 < r < a,

(2)
где w (r), u (r), σ (r), τ (r) — неизвестные функции, описывающие
раскрытие трещины, относительное расхождение берегов трещины в
радиальном направлении и скачки компонент нормальных и танген-
циальных напряжений, действующих на берегах трещины.

Присвоим характерным величинам верхнего и нижнего полупро-
странств индексы 1 и 2 соответственно, а затем представим решения
уравнений Ламе, записанные в цилиндрической системе координат, в
виде интегралов

uj (r, z) =

=

∞∫

0

[
Bj + (−1)

j
ϑj3

(
Bj + (−1)

j
Cj

)
sz
]
e(−1)

jszsJ1 (rs) ds; (3)

wj (r, z) =

∞∫

0

[
Cj − ϑ

j
3

(
Bj + (−1)

j
Cj

)
sz
]
e(−1)

jszsJ0 (rs) ds. (4)

При этом компоненты напряжений будут выражены формулами
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σ(j)z (r, z) = −2

∞∫

0

[
θ
(j)
1 Bj − (−1)

j
θ
(j)
2 Cj

]
s2eszJ0 (sz) ds−

− 2

∞∫

0

[
(−1)j θ(j)3

(
Bj + (−1)

j
Cj

)
sz
]
s2eszJ0 (sz) ds; (5)

τ (j)rz (r, z) = 2

∞∫

0

[
(−1)j θ(j)2 Bj − θ

(j)
1 Cj

]
s2eszJ1 (sz) ds+

+ 2

∞∫

0

[
θ
(j)
3

(
Bj + (−1)

j
Cj

)
sz
]
s2eszJ1 (sz) ds, (6)

где θ
(j)
1 =

μ2j
λj + 3μj

; θ(j)2 =
(λj + 2μj)μj
λj + 3μj

; θ(j)3 =
λj + μj
λj + 3μj

, j = 1, 2;

Jk (x), k = 0, 1 — функции Бесселя; Bj, Cj , j = 1, 2 — неизвестные
постоянные, подлежащие определению.

Использовав формулы (3)–(6), выполним условия вспомогательной
задачи и выразим неизвестные постоянные Bj, Cj через функции (2).
Получим

B1 (s) =
d0

sΔ
σ (s)−

d1

sΔ
τ (s)−

(
b0

Δ
− 1

)

u (s)−
b1

Δ
w (s) ;

C1 (s) =
d0

sΔ
τ (s)−

d1

sΔ
σ (s)−

b1

Δ
u (s)−

(
b0

Δ
− 1

)

w (s) ;

B2 (s) =
d0

sΔ
σ (s)−

d1

sΔ
τ (s)−

b0

Δ
u (s)−

b1

Δ
w (s) ;

C2 (s) =
d0

sΔ
τ (s)−

d1

sΔ
σ (s)−

b1

Δ
u (s)−

b0

Δ
w (s) .

Здесь

b0 = θ
(1)
2

(
θ
(1)
2 + θ

(2)
2

)
− θ(1)1

(
θ
(1))
1 − θ(2)1

)
;

b1 = θ
(1))
1

(
θ
(1)
2 + θ

(2)
2

)
− θ(1))2

(
θ
(1))
1 + θ

(2))
1

)
;

b2 = 2
(
θ
(1)
1 Δ+ θ

(1)
1 b0 + θ

(1)
2 b1

)
;

b3 = 2
(
θ
(1)
2 Δ+ θ

(1)
1 b1 + θ

(1)
2 b0

)
;

d0 =
(
θ
(1)
1 − θ

(2)
1

)/
2; b1 =

(
θ
(1)
2 + θ

(2)
2

)/
2;

Δ =
(
θ
(1)
1 − θ

(2)
1

)2
−
(
θ
(1)
2 + θ

(2)
2

)2
;
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σ (s) , u (s),w (s) , τ (s)— трансформанты Ханкеля функций σ (r), u (r),

w (r), τ (r), σ (s) =

∞∫

0

rσ (r) J0 (sr) dr; u (s) =

∞∫

0

ru (r) J1 (sr) dr;

w (s) =

∞∫

0

rw (r) J0 (sr) dr; τ (s) =

∞∫

0

rτ (r) J0 (sr) dr.

С учетом полученных выражений для коэффициентов и связи

трансформантов Ханкеля функций с оригиналами по формулам (3)–(6)

вычислим на линии z = 0 компоненты смещения нижнего полупро-

странства и компоненты напряжения верхнего полупространства.

Соблюдая последние четыре условия (1), получаем следующую

систему интегральных уравнений с ядрами Вебера – Сонина для опре-

деления неизвестных функций u (r), w (r), σ (r), τ (r):

b0L
1
1,1 [u] + b1L

1
1,0 [w]− d0L

0
1,0 [σ] + d1L

0
1,1 [τ ] = Δu2 (r) ;

b1L
1
0,1 [u] + b0L

1
1,0 [w] + d1L

0
0,0 [σ]− d0L

0
0,1 [τ ] = Δw2 (r) ;

b2L
2
0,1 [u] + b3L

2
0,0 [w] + b0L

1
0,0 [σ] + b1L

1
0,1 [τ ] = −ΔP

(1)
0 (r) ;

b3L
2
1,1 [u] + b2L

2
1,0 [w] + b1L

1
1,0 [σ] + b0L

1
1,1 [τ ] = 0;

Lkm,n [ϕ] =

a∫

0

wkm,n (r, ξ)ϕ (ξ) dξ,

wkm,n (r, ξ) =

∫ ∞

0

tkJm (tr) Jn (tξ) dt,

(7)

которые необходимо рассматривать совместно с условиями непрерыв-

ности смещений на окружности r = a и условиями равновесия кон-

тактных напряжений

u (a) = w (a) = 0;

a∫

0

σ (r) r dr =
P
(1)
0 − P

(2)
0

2π
=
P0

2
;

a∫

0

τ (r) r dr = 0;



P (1)0 = 2π

a∫

0

P
(1)
0 (r) r dr



 .

(8)

Далее согласно материалам, приведенным в работе [5], введем новые

функции
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{W∗ (t) ; σ∗ (t)} =
2

π

a∫

t

ξ {w (ξ) ; σ (ξ)}
√
ξ2 − t2

dξ;

{U∗ (t) ; τ∗ (t)} =
2t

π

a∫

t

{u (ξ) ; τ (ξ)}
√
ξ2 − t2

dξ;

(9)

и продолжим их на интервал (−a, 0) так, что W∗ (−t) = W∗ (t);
U∗ (−t) = −U∗ (t); σ∗ (−t) = σ∗ (t); τ∗ (−t) = −τ∗ (t). Тогда при-
меним к правым и левым частям первого и последнего уравне-
ний (7) оператор J∗, а к остальным уравнениям — оператор I∗ [5]

J∗ (ϕ (x)) =
d

dx

x∫

0

ydy
√
x2 − y2

y∫

0

ϕ (r) dr; I∗ (ϕ (x)) =

x∫

0

ϕ (r) rdr
√
x2 − r2

,

и введем комплексные функции

V (t) = (U∗ (t)− iW∗ (t)) θ
(2)
2 ; χ (t) = σ∗ (t) + iτ∗ (t) . (10)

После некоторых выкладок придем к следующей системе сингулярных
интегральных уравнений:

V ′ (x) +
ia1

π

a∫

−a

χ (t)

t− x
dt−

ia2

π

a∫

−a

V ′ (t)

t− x
dt = f1 (x) ;

χ (x)−
ib∗1
π

a∫

−a

χ (t)

t− x
dt−

ib∗2
π

a∫

−a

V ′ (t)

t− x
dt = f2 (x) ,

(11)

где

f1 (x) = −
2i

πθ
(1)
2

(
d1χ0 (x) + b1V

′

2 (x)− id1C∗
)
;

f2 (x) =
2i

πθ
(1)
2 θ

(2)
2

(
b1χ0 (x) + b3V

′

2 (x)− ib1C∗
)
;

χ0 (x) = I
∗
[
P
(1)
0 (r)

]
; V2 (x) = J

∗ [u2 (r)]− iI
∗ [w2 (r)] ;

C∗ = −
πb1

2Δ
σ∗ (0)−

πb3

2Δ
U
′

∗ (0)−
b0

2Δ

∫ a

−a

τ∗ (t)

t
dt−

b2

2Δ

a∫

−a

W ′
∗ (t)

t
dt;

a1 =
1

2
; a2 =

θ
(1)
1

θ
(1)
2

; b∗1 =
θ
(2)
1

θ
(2)
2

; b∗2 =
2
(
θ
(1)
2
2 − θ(1)1

2
)

θ
(1)
2 θ

(2)
2

.
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Отметим, что при этом условия (8) можно записать в виде
a∫

−a

V ′ (x) dx = 0;

a∫

−a

χ (x) dx = P0. (12)

Решение системы определяющих уравнений. Решим систему
(11) при условиях (12). Для этого согласно рекомендациям, изложен-
ным в работе [3], умножим первое уравнение (11) на величинуλ 6= 0
и просуммируем со вторым. Получим

χ (x) + λV ′ (x) +
i (λa1 − b∗1)

π

a∫

−a

χ (t)− λ0V ′ (t)
t− x

dt = λf1 (x) + f2 (x) .

(13)
Потребуем, чтобы имело место равенство λ0 = (λa2 + b∗2) / (λa1 − b

∗
1)=

= −λ, т.е. величина λ должна быть решением квадратного уравнения

a1λ
2 + λ (a2 − b

∗
1) + b

∗
2 = 0. (14)

Легко проверить, что решения полученного квадратного уравнения
совпадают с решениями соответствующего уравнения, приведенного
в работе [3].

Рассмотрим случай, когда уравнение (14) имеет два различных кор-
ня. Приняв в (13) поочередно λ = λ1, λ = λ2 и обозначив

ϕj (x) = χ (x) + λjV
′ (x) , Fj (x) = λjf1 (x) + f2 (x) ;

qj = −
a2 + b

∗
1 + (−1)

j
√
(b∗1 − a2)

2 − 4a1b∗2
2

, j = 1, 2,

для определения функций ϕj (x), j = 1, 2, запишем следующие сингу-
лярные интегральные уравнения:

ϕj (x) +
iqj

π

a∫

−a

ϕj (s)

s− x
ds = Fj (x) , −a < x < a. (15)

При этом условия (12) принимают вид
0∫

−0

ϕj (x) dx = P0, j = 1, 2. (16)

Решение уравнений (15) запишем в виде [1, 8]

ϕj (x) =
1

1− q2j



Fj (x) +
qjωj (x)

πi

a∫

−a

Fj (s) ds

ωj (s) (s− x)



 . (17)
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Здесь ωj (x) =

(
a− x
a+ x

)γj
; γj =

1

2πi
ln |gj| +

θj

2π
; gj =

1 + qj
1− qj

,

−π < θj = arg (gj) < π.

Отметим, что в случае действительных корней уравнения (14) чи-
сла gj , j = 1, 2, являются действительными положительными числами.
Следовательно, точки±a— концы автоматической ограниченности [8].

В выражении функций Fj (x), j = 1, 2, есть две неизвестные по-
стоянные C∗ и жесткое смещение δ, входящее в выражение заданных
смещений w2 (r) в неявном виде. Эти постоянные можно определить
с помощью условия (16).

В случае одинаковых корней уравнений (14) решение системы
уравнений (11) можно свести к последовательному интегрированию
двух интегральных уравнений типа (15) и построить его решение ана-
логичным образом [3].

После нахождения функций ϕj (x), j = 1, 2, используя их связь
с функциями χ (x), V ′ (x), а также формулы (9), (10) и формулы
обращения интегрального оператора Абеля для определения функций
σ (r) , τ (r) , w (r) и u (r), получаем выражения

σ (r) = −
1

r

d

dr

a∫

r

sRe

[
λ2ϕ1 (x)− λ1ϕ2 (x)

λ2 − λ1

]
(
s2 − r2

)−1/2
ds;

τ (r) = −
d

dr

a∫

r

Im

[
λ2ϕ1 (x)− λ1ϕ2 (x)

λ2 − λ1

]
(
s2 − r2

)−1/2
ds;

u (r) = −
d

dr

a∫

r

Re




s∫

−a

ϕ1 (x)− ϕ2 (x)
λ2 − λ1




(
s2 − r2

)−1/2
ds;

w (r) =
1

r

d

dr

a∫

r

s Im




s∫

−a

ϕ1 (x)− ϕ2 (x)
λ2 − λ1




(
s2 − r2

)−1/2
ds.

Коэффициенты концентрации напряжений на окружности
r = ar = ar = a. Определим коэффициенты концентрации напряжений на
окружности r = a. Для этого рассмотрим последние два уравне-
ния (7) вне интервала (0, a). Введем функции u∗ (t) , w∗ (t) , σ∗ (t) и
τ∗ (t), затем запишем эти уравнения в явном виде

σ(1)z (r, 0) =
b0

Δ

a∫

0

σ∗ (t) dt

∞∫

0

sJ0 (sr) cos(ts)ds+
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+
b1

Δ

a∫

0

τ∗ (t) dt

∞∫

0

sJ0 (sr) sin(ts)ds+
b2

Δ

a∫

0

u∗ (t) dt

∞∫

0

s2J0 (sr) sin(ts)ds+

+
b3

Δ

a∫

0

w∗ (t) dt

∞∫

0

s2J0 (sr) cos(ts)ds; (18)

τ (1)rz (r, 0) =
b1

Δ

a∫

0

σ∗ (t) dt

∞∫

0

sJ1 (rs) cos tsds+

+
b0

Δ

a∫

0

τ∗ (t) dt

∞∫

0

sJ1 (rs) sin(ts)ds+
b3

Δ

a∫

0

u∗ (t) dt

∞∫

0

s2J1 (rs) cos(ts)ds+

+
b2

Δ

∫ a

0

w∗ (t) dt

∞∫

0

s2J1 (rs) cos(ts)ds, r > a. (19)

Интегрируя последние два слагаемых в (18) и (19) по частям и учи-

тывая формулы sJ1 (sr) = −
d

dr
J0 (sr); sJ0 (sr) =

1

r

d

dr
[rJ1 (sr)] , запи-

шем (18) и (19) в следующем виде:

σ(1)z (r, 0) =
1

r

d

dr
r





b0

Δ

a∫

0

σ∗ (t) dt

∞∫

0

J1 (sr) cos tsds+

+
b1

Δ

a∫

0

τ∗ (t) dt

∞∫

0

J1 (sr) sin t sds+

+
b2

Δ

a∫

0

u′∗ (t) dt

∞∫

0

J1 (sr) cos t sds−
b3

Δ

a∫

0

w′∗ (t) dt

∞∫

0

J1 (sr) sin t sds





;

τ (1)rz (r, 0) = −
d

dr

{
b1

Δ

a∫

0

σ∗ (t) dt

∞∫

0

J0 (sr) cos t sds+

+
b0

Δ

a∫

0

τ∗ (t) dt

∞∫

0

J0 (sr) sin t sds+

+
b3

Δ

a∫

0

u′∗ (t) dt

∞∫

0

J0 (sr) cos t sds−
b2

Δ

a∫

0

w′∗ (t) dt

∞∫

0

J0 (sr) sin t sds





.
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Используя значения известных интегралов Вебера [9, 10], получаем

σ(1)z (r, 0) =
b1

rΔ

d

dr

a∫

0

tτ∗ (t) dt√
r2 − t2

−
b3

Δr

d

dr

a∫

0

tw′∗ (t) dt√
r2 − t2

;

τ (1)rz (r, 0) = −
b1

Δ

d

dr

a∫

0

σ∗ (t) dt√
r2 − t2

−
b3

Δ

d

dr

a∫

0

u′∗ (t) dt√
r2 − t2

, r > a.

(20)

Подставим в (20) выражения для величин τ∗ (t), w′∗ (t), σ∗ (t) и u′∗ (t)
через функции ϕj (x), j = 1, 2, после некоторых элементарных выкла-
док запишем

σ(1)z (r, 0) = −
1

r

d

dr
Im





A1

a∫

0

tϕ1 (t) dt√
r2 − t2

− B1

a∫

0

tϕ2 (t) dt√
r2 − t2





;

τ (1)rz (r, 0) =
d

dr
Re





A1

t∫

0

ϕ1 (t) dt√
r2 − t2

− B1

a∫

0

ϕ2 (t) dt√
r2 − t2





, r > a,

(21)

где A1 = −
θ
(2)
2 λ2b1 + b3

θ
(2)
2 (λ1 − λ2)Δ

; B1 = −
θ
(2)
2 λ1b1 + b3

θ
(2)
2 (λ1 − λ2)Δ

.

Не нарушая общности, рассмотрим случай, когда квадратное урав-
нение (14) имеет различные комплексные корни: λ2 = λ1. Следова-
тельно, g2 = g1 и γ2 = −γ1. Пусть 0 < Reγ1 < 1/2, тогда

ϕ1 (x) = D1

(
a− x
a+ x

)γ
; ϕ2 (x) = D2

(
a+ x

a− x

)γ̄
;

Dj = −
P0q

2
j

2πaγj
(
1− q2j

)
sin πγj

, γ = γ1 = −γ̄2, j = 1, 2.

Согласно приведенным выражениям, ϕ1 (a) ≡ 0, следовательно, пер-
вые слагаемые, входящие в представления (21), имеют в точке r = a

более низкий порядок, чем вторые. Это означает, что особенность на-
пряжений на окружности r = a обусловлена вторыми слагаемыми.
Изучим поведение этих слагаемых при r = a. Имеем

I1 =
1

r

d

dr

a∫

0

tϕ2 (t) dt√
r2 − t2

=
D2

r

d

dr

a∫

0

t

(
a+ t

a− t

)γ
dt

√
r2 − t2

=

=
aD2

r

d

dr
ψ (a, r)

a∫

0

(
t

a− t

)γ
dt

r − t
+
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+
D2

r

d

dr

a∫

0

tψ (t, r)− aψ (a, r)
r − t

(
t

a− t

)γ
dt =

=
πaγψ (a, r)D2
sin πγ

r
γ−1

(r − a)γ+1
+ ϕ1 (r) . (22)

Отметим, что при получении формулы (22) было использовано значе-
ние интеграла [11]

b∫

a

(
x− a
b− x

)α−1
dx

x− y
=

π

sinαπ

(∣
∣
∣
∣
a− y
b− y

∣
∣
∣
∣

α−1

− 1

)

,

0 < Reα < 2; y < a < b; y > b > a,

и введены обозначения

ψ (t, r) =

(
a+ t

t

)γ√
r − t
r + t

;

ϕ1 (r) = −
aπγ̄D2ψ (a, r)

sin πγ

rγ−2

(r − a)γ
−
aπD2ψ

′ (a, r)

r sin πγ

[(
r

r − a

)γ
− 1

]

+

+
D2

r

d

dr

a∫

0

tψ (t, r)− aψ (a, r)
r − t

(
t

a− t

)γ
dt.

Подставляя в (22) значение функции ψ (t, r) в точке a, получаем

I1 (r) = −
πγ2γD2
a sin πγ

(r/a)γ̄−1 (r/a+ 1)−1/2

(r/a− 1)1/2+γ̄
+ ϕ1 (r) .

Нетрудно проверить, что особенность функции ϕ1 (r) в точке r = a
более низкого порядка, чем особенность первого слагаемого.

Аналогично определим функции

I2 (r) =
d

dr

a∫

0

ϕ2 (t) dt√
r2 − t2

= D2
d

dr

a∫

0

(
a+ t

a− t

)γ

√
r2 − t2

dt =

=
πγ̄2γ̄D2
a sin πγ̄

(r/a)γ̄−1 (r/a+ 1)−1/2

(r/a− 1)1/2+γ̄
+ ϕ2 (r) ;

ϕ2 (r) = −
πD2ψ

′ (a, r)

sin πγ

[(
r

r − a

)γ
− 1

]

+
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+D2
d

dr

a∫

0

ψ (t, r)− ψ (t, a)
r − t

(
t

a− t

)γ
dt.

Тогда

σ(1)z (r, 0) = Im

{
πγ2γB1D2
sin πγ

(r/a)γ−1 (r/a+ 1)−1/2

(r/a− 1)γ̄+1/2

}

+ ϕ∗1 (r) ;

τ (1)rz (r, 0) = −Re

{
πγ2γB1D2
a sin πγ

(r/a)γ−1 (r/a+ 1)−1/2

(r/a− 1)γ̄+1/2

}

+ ϕ∗2 (r) ;

(23)

ϕ∗1 (r) = −
1

r

d

dr
Im





A1

a∫

0

tϕ1 (t) dt√
r2 − t2





+ Im {B1ϕ1 (r)} ;

ϕ∗2 (r) =
d

dr
Re





A1

a∫

0

ϕ1 (t) dt√
r2 − t2





− Re {B1ϕ2 (r)} .

Умножив второе уравнение из (23) на i и суммируя с первым уравне-
нием, находим

σ
(1)
z (r, 0) + iτ

(1)
rz (r, 0) = −

πiγ 2γB1D2
a sin πγ

(r/a)γ−1(r/a+1)−1/2

(r/a−1)γ̄+1/2
+ ϕ (r) ,

ϕ (r) = ϕ∗1 (r) + iϕ
∗
2 (r) , r > a.

(24)
Согласно формуле (24), контактные напряжения, действующие на
плоскости стыка полупространств вне трещины, в концевой точке тре-
щины не ограничены и имеют порядок γ+1/2, причем Re (γ + 1) /2 >
> 1/2. С учетом этого коэффициент интенсивности разрушающих на-
пряжений на окружности r = a будет определяться по формуле

KI + iKII = −
πiγ̄ 2γ−1/2

a sin πγ̄
D2B1. (25)

Аналогично можно получить коэффициент интенсивности напряже-
ний при других значениях γ1.

Об одном частном случае. Рассмотрим частный случай поста-
вленной задачи: u2 (r) = P

(1)
0 (r) = 0 и w2 (r) = δ = const, т.е. когда

на нижний берег монетообразной трещины под действием сосредо-
точенной силы P вдавливается полностью сцепленная с ней жест-
кая шайба-включение. Тогда V ′2 (x) = −iδ; χ0 (x) = 0; P0 = P/π;

f1 (x) =
2

πθ
(1)
2

[δb1 + d1C∗] = C1; f2 (x) =
2

πθ
(1)
2 θ

(2)
2

[δb3 + b1C∗] = C2.
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Из формул (17) получим

ϕj (x) =
(λjC1 + C2) qj

i sin πγj
(
1− q2j

)ωj (x) , |x| < 1; j = 1, 2. (26)

Удовлетворяя условиям (16), находим

λjC1 + C2 = −
iP0

2πa

(
qj

γj

)

, j = 1, 2. (27)

Подставим (27) в (26) и запишем

ϕj (x) = −
P0q

2
jωj (x)

2πaγj
(
1− q2j

)
sin πγj

, j = 1, 2, |x| < a.

После определения функций ϕj (x), j = 1, 2, по формулам (17)
нетрудно вычислить значения контактных напряжений, действующих
под шайбой-включением, и параметры раскрытия трещин. Однако
кроме указанных величин, одной из важнейших механических ха-
рактеристик в рассматриваемой задаче является жесткое смещение δ
шайбы-включения, которое также легко найти, используя соотноше-
ния (27). Действительно, рассматривая (27) как систему алгебраиче-
ских уравнений, получаем

C1 =
iP0 (q1γ2 − q1γ2)
4πaγ1γ2 (λ2 − λ1)

; C2 =
iP0 (q1γ2λ2 − q1γ2λ1)
4πaγ1γ2 (λ1 − λ2)

.

Используя приведенные формулы для постоянных Cj , j = 1, 2, че-
рез параметры δ и C∗ запишем формулу для определения жесткого
смещения шайбы-включения

δ =
πθ
(1)
2

(
b1C1 − θ

(2)
2 d1C2

)

2 (b21 − b3d1)
. (28)

Отметим, что в случае однородного пространства из формулы (28)
для жесткого смещения шайбы-включения получается выражение

δ =
P (1 + ν)

√
3− 4ν

πaE (1 + 16β2)
, β =

1

2π
ln
√
3− 4ν,

которое совпадает с выражением, полученным для этой величины
Г.Я. Поповым в работе [5]. Здесь ν, E — коэффициент Пуассона и мо-
дуль упругости однородного пространства.

Численный расчет. Выполнены численные расчеты и по форму-
лам (25), (28) получены значения приведенного безразмерного жест-
кого смещения штампа δ∗ = δaE2/P и приведенных безразмерных
коэффициентов интенсивности K∗I = a2KI/P ; K∗II = a2KII/P при
различных значениях μ = μ1/μ2, когда коэффициенты Пуассона двух
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полупространств одинаковые (ν1 = ν2 = ν). Результаты расчетов при-
ведены в табл. 1, 2.

Таблица 1
Значения жесткого смещения δ∗δ∗δ∗ в зависимости от значений

коэффициентов μ и ν

Значения μ
Значения ν

0,1 0,2 0,3 0,4 0,45

0,2 0,2329 0,2097 0,1693 0,1043 0,0585

0,6 0,1846 0,1684 0,1379 0,0860 0,0484

1,0 0,1590 0,1453 0,1192 0,0744 0,0419

1,5 0,1387 0,1266 0,1037 0,0647 0,0364

5,0 0,0847 0,0764 0,0618 0,0381 0,0214

10 0,0608 0,0544 0,0437 0,0268 0,0150

Таблица 2
Значения коэффициентов интенсивности K∗IK

∗
IK
∗
I (числитель) и K∗IIK

∗
IIK
∗
II (знаменатель)

в зависимости от значений коэффициентов μ и ν

Значения μ Значения ν

0,1 0,2 0,3 0,4 0,45

0,2 0,0243/0,0114 0,0278/0,0106 0,0323/0,0090 0,0381/0,0060 0,0417/0,0035

0,6 0,0307/0,0173 0,0360/0,0164 0,0428/0,0142 0,0516/0,0096 0,0570/0,0057

1,0 0,0323/0,0182 0,0380/0,0173 0,0453/0,0151 0,0548/0,0103 0,0605/0,0061

1,5 0,0328/0,0177 0,0384/0,0168 0,0456/0,0146 0,0549/0,0099 0,0606/0,0059

5,0 0,0291/0,0113 0,0331/0,0105 0,0382/0,0089 0,0449/0,0059 0,0490/0,0035

10 0,0243/0,0072 0,0271/0,0065 0,0308/0,0054 0,0357/0,0035 0,0389/0,0021

Данные, представленные в табл. 1, 2, показывают, что жесткие сме-
щения убывают, а коэффициенты интенсивности по абсолютной вели-
чине сначала возрастают, а затем убывают, когда жесткость нижне-
го полупространства постоянна, а жесткость верхнего полупростран-
ства возрастает при постоянном значении коэффициента Пуассона.
При постоянном значении отношения жесткостей полупространств
(μ = const) жесткое смещение штампа и коэффициент K∗II умень-
шаются, а коэффициент K∗I увеличивается.
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