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Рассмотрена задача определения зависимости фундаментальной точности
координатно-временно́го обеспечения спутниковых систем позиционирования
от процедуры синхронизации. С использованием преобразований координат и
времени Мёллера смоделирован процесс регистрации космического сигнала ис-
кусственным спутником Земли и наземным наблюдателем в инерциальной си-
стеме отсчета, где реликтовое космическое излучение изотропно. Показано,
что расчетные точности определения координат космического события в вы-
бранной инерциальной и квазиинерциальной системах отсчета земного наблю-
дателя отличаются.
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The problem of determining the dependence of fundamental accuracy of coordinate-
time support of satellite positioning systems on the synchronization process, is
considered in the paper. Using the Moller-transformation of coordinates and time,
the process of space signal registration by artificial Earth satellite, as well as by
the ground-based observer in an inertial reference frame where the relic cosmic
radiation is isotropic, is simulated. It is shown that the estimated accuracies of the
coordinates definition of cosmic events in the earth observer’s chosen inertial and
quasi-inertial reference frames, differ.
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Введение. Проверка основных положений специальной и общей
теории относительности на космических расстояниях ведется доста-
точно давно и к настоящему времени все экспериментальные резуль-
таты свидетельствуют о ее справедливости.

Однако система обработки данных глобальных спутниковых си-
стем навигации GPS основана не на строгих преобразованиях меж-
ду инерциальными системами отсчета (ИСО), которые должны учи-
тываться с позиции теории относительности. Это приводит к незна-
чительным релятивистским эффектам, которые достаточно малы для
наблюдателя, находящегося вблизи или на поверхности Земли. Вслед-
ствие постоянного ужесточения требований в отношении точности
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позиционирования возникает необходимость модификации программ-
ного обеспечения спутников с учетом релятивистских эффектов [1].

Особый интерес уделяется проблеме измерения и корректировки
времени на борту спутника на предельно возможном уровне. В каче-
стве примера можно указать на эксперимент по измерению скорости
нейтрино с помощью детектора OPERA. В эксперименте использован
пучок мюонных нейтрино, создаваемый протонным суперсинхротро-
ном (SPS) ЦЕРН в Женеве, направленный в подземную лабораторию
Гран-Сассо (LNGS), где находится детектор OPERA, применяющий-
ся для регистрации τ -нейтрино, которые появляются от осцилляций
мюонных нейтрино. Путь 732 км от ЦЕРН до лаборатории Гран-Сассо
занимает у частиц примерно 3 мс. В экспериментах была обнаружена
компонента скорости детектора порядка 10−5 скорости света по напра-
влению к источнику испускания нейтрино, расположенному в ЦЕРН.
Это приводит к необходимости компенсации эффекта Доплера пер-
вого порядка малости, возникающего на навигационных приемниках.
Для того чтобы корректировать бортовое время спутника, используя
бортовые часы, предлагается ввести дополнительные релятивистские
поправки [2].

Возможен и другой подход в описании подобных экспериментов.
Он основан на предположении, что для фундаментальных взаимо-
действий, распространяющихся в пространстве независимых перемен-
ных, результаты измерительной процедуры, построенной на измере-
нии частных дифференциалов преобразований, зависят от скорости
лабораторной ИСО относительно пространства распространения вза-
имодействий [3, 4]. Использование этого подхода позволяет дать объ-
яснение нарушения инвариантности на детекторе OPERA и в экспе-
рименте по измерению времени регистрации нейтринного всплеска от
SN1987A нейтринными и гравитационно-волновыми детекторами.

Переход на новый уровень точности измерений требует переоцен-
ки влияния на точность позиционирования релятивистских эффек-
тов, связанных с выполнением принципа постоянства скорости све-
та, принципа эквивалентности, эффекта Саньяка, замедления времени,
гравитационного сдвига частот, процедуры синхронизации.

Корректное описание методов обеспечения синхронизации време-
ни между бортовыми часами спутника GPS и часами, связанными с
наземным наблюдателем, являются необходимым условием обеспече-
ния высокой точности. Здесь можно указать на работы [5–7], в которых
более детально рассмотрены релятивистские эффекты, влияющие на
точность синхронизации времени и позиционирования. Особое вни-
мание уделяется эффекту Саньяка, доплеровскому смещению первого
порядка, гравитационному смещению частот и замедлению времени.
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Специальные эксперименты по сравнению движения тестовых
масс с различной структурой (массы расположены на спутнике, дви-
жущемся по свободной земной орбите [8]), могут дать основу для
проверки фундаментальных положений СТО, в частности, более точ-
ную проверку принципа эквивалентности всех ИСО [9].

Математическая модель, на базе которой осуществляется обработ-
ка данных системой GPS, построена на предположении однородности
и изотропности пространства.

Поиску нарушения изотропности односторонней скорости света
посвящена работа [10]. В этой работе проведен последовательный
анализ следующих экспериментов: измерения времени полета, по-
лученные в Jet Propulsion Laboratory; эксперимент по резонансному
поглощению двух фотонов; эксперимент по обнаружению ракетно-
го гравитационного красного смещения, выполненного в Smithsonian
Astrophysical Observatory–NASA; эксперименты Мессбауэра с рото-
ром. В том случае, если параметр анизотропии пропорционален про-
изведению αw, где w — скорость движения Земли относительно кос-
мического радиационного фона, то наилучшим ограничением на ве-
личину α будет |α| ≤ 9 ∙ 10−8 [11].

В работе [12] было проведено сравнение полученных данных меж-
ду водородными молекулярными часами, расположенными на поверх-
ности Земли, и цезиевыми и рубидиевыми часами, находящимися на
борту 25 спутников системы GPS. В специальной теории относитель-
ности синхронизация удаленных часов с помощью перемещения за-
медленных часов и синхронизации Эйнштейна идентичны для любой
ИСО. Нарушение такой идентичности может быть смоделировано с
учетом параметра δc/c, где с — скорость света; δc — отклонение скоро-
сти движения наблюдаемого сигнала от значения с, перемещающегося
вдоль выбранного направления с измерительными часами, синхрони-
зированными с помощью движения замедленных часов. В результате
эксперимента была получена верхняя граница δc/c < 5 ∙ 10−9 для ком-
поненты в экваториальной плоскости [13].

Большое значение для решения задач космической связи и навига-
ции в околоземном пространстве имеет исследование вопроса о вли-
янии движения атмосферы на точность работы спутниковых систем
обмена данными. Среди работ, посвященных распространению сигна-
ла в атмосфере, можно отметить работу [14], в которой особое вни-
мание уделяется теории распространения волн в среде со случайными
неоднородностями показателя преломления, а также анализу экспери-
ментальных данных по распространению радиоволн, света и звука в
атмосфере.
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Необходимо учесть, что не существует точных экспериментальных
методов изучения влияния атмосферы на распространение электро-
магнитного излучения. Это обусловлено зависимостью атмосферы от
многих параметров, контроль за которыми в режиме реального време-
ни также достаточно сложен. В работе [15] проведено эксперименталь-
ное исследование возможности осуществления когерентной передачи
данных в атмосфере. Исследования выполнены с помощью немецко-
го спутника TerraSAR-X, который обменивался данными с наземной
станцией. Оценено влияние турбулентности на показатель преломле-
ния атмосферы.

Исследование, проведенное в работе [16], также посвящено про-
блеме когерентной и некогерентной передачи данных. Исследован во-
прос влияния случайных наводок и ошибок на трассе распространения
электромагнитного сигнала между спутниками и приемниками.

Большое влияние, которое оказывают атмосферные факторы на
точность решения космических навигационных задач, определяет по-
вышенный интерес к изучению влияния неоднородностей в атмосфере
на распространение сигналов. В работе [17] изложен способ проведе-
ния расчетов распространения луча через оптическую турбулентность
при передаче сигналов между высокорасположенными платформами.
Расчеты проводились при моделировании эффектов турбулентности в
чистой атмосфере на длинных горизонтальных стратосферных траек-
ториях.

Использование лазерных систем связи в околоземном простран-
стве также требует проведения тестовых измерений в целях оценки
влияния атмосферных эффектов на распространяемый сигнал. Влия-
ние движения атмосферы накладывает фундаментальные ограничения
на точность и воспроизводимость результатов измерений в атмосфе-
ре. Например, поле скоростей движения атмосферы влияет на напра-
вление распространения излучения, на длину оптической трассы и,
соответственно, изменяет время распространения излучения и восста-
новленное положение излучающего объекта [18].

Для определения степени зависимости процессов когерентной пе-
редачи данных между орбитальными аппаратами и наземными стан-
циями, а также космической навигации необходимо построить и ис-
следовать математическую модель распространения электромагнит-
ных сигналов в произвольных инерциальных системах отсчета для
практически значимых процедур синхронизации. Далее такую модель
можно будет расширить, добавив модель атмосферы с учетом эффек-
тов оптики движущихся сред.

Постановка задачи. Решение проблемы повышения точности по-
зиционирования в современных спутниковых системах навигации воз-
можно на основе создания математической модели четырехмерных
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преобразований координат и времени, осуществляемых между n ИСО
с учетом эффектов электродинамики движущихся сред. В качестве
первого приближения для таких преобразований предложено было
взять преобразования координат и времени Мëллера [19]. Такая систе-
ма уравнений может быть дополнена системой уравнений, описываю-
щих среду с произвольным трехмерным распределением оптических
свойств и с трехмерным полем скоростей [20].

В настоящей работе за нулевое приближение рассмотрена одно-
мерная задача описания процесса распространения электромагнитного
сигнала от спутника, расположенного на земной орбите, до выбранной
ИСО, связанной с наземным наблюдателем. Для проверки получен-
ной математической модели предложено рассматривать процесс рас-
пространения сигнала для земного наблюдателя со стороны некоторо-
го произвольного стороннего наблюдателя, связанного с неподвижной
системой отсчета, относительно которой проводилась синхронизация
времени в двух выбранных ИСО.

Если разрабатываемая математическая модель верна, то результа-
ты расчетов относительно земного наблюдателя и выбранной систе-
мы отсчета должны совпадать с достоверной точностью, что и было
продемонстрировано в настоящей работе. В перспективе эта матема-
тическая модель может быть использована для проверки новых идей
по трехмерной навигации в пространстве.

Рассмотрим процесс распространения электромагнитного сигна-
ла в космосе от удаленного источника в одномерном приближении.
В качестве регистрирующих сигнал объектов выберем искусственный
спутник Земли и земного наблюдателя, с которыми свяжем ИСО. Да-
лее с учетом разных способов синхронизации систем будем осуще-
ствлять пересчет координаты удаленного источника из ИСО, связан-
ной с наземным наблюдателем, в ИСО, связанную с искусственным
спутником Земли (ИСЗ).

Зададим две подвижные ИСО (первую ИСО O1X1Y1 свяжем с на-
земным наблюдателем (З), вторую — O2X2Y2 с ИСЗ), а также некото-
рую неподвижную ИСО OXY, связанную со сторонним наблюдателем.
Каждая система отсчета O1X1Y1 и O2X2Y2 обладает своей скоростью
~V1 и ~V2 относительно ИСО OXY .

Для простоты рассмотрим одномерный случай, когда ИСО дви-
жутся вдоль оси OX. Вращением Земли и орбитальным движением
спутника пренебрегаем, так как учет этих факторов приведет к вли-
янию неинерциальности движения, что на этом этапе рассмотрения
приведет к усложнению понимания основного изучаемого эффекта,
связанного с неидеальностью процедур синхронизации.
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Рис. 1. Относительное положение источника сигнала S, наземного наблюдателя
и ИСЗ в начальный момент времени t = 0t = 0t = 0 (а) и в момент излучения сигнала (б)

Положения ИСЗ и наземного наблюдателя в начальный момент
движения, когда все три ИСО совпадают, а также новые положения
ИСО O1X1Y1 и O2X2Y2 (оси показаны штриховыми линиями) в мо-
мент излучения сигнала источником S приведены на рис. 1, а. Рас-
стояние между наземным наблюдателем и ИСЗ обозначим через h, а
расстояние между источником сигнала S и ИСЗ —4h (здесь за коорди-
наты Земли и ИСЗ выбираем координаты соответствующих детекторов
сигнала на земной поверхности и на борту ИСЗ). Эти величины явля-
ются заданными для момента излучения сигнала, который обозначим
величиной t0. Часы в подвижных ИСО в момент регистрации сигна-
ла от источника S покажут значения времени t1 и t2 соответственно.
Величина r0 характеризует положение источника сигнала S в непо-
движной системе отсчета. Источник S является покоящимся в этой
ИСО.

В начальный момент времени t0 = 0 Земля и ИСЗ находятся в
начале координат OXY для проведения их синхронизации. В момент
излучения сигнала источником S величина t0 определяется так, чтобы
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Земля и ИСЗ находились на расстоянии r1 = (h + Δh) и r2 = 4h
от источника сигнала. Это условие моделирует реальную задачу ре-
гистрации космического сигнала приемниками, установленными на
борту ИСЗ и на земной поверхности. Другими словами, за время t0
расстояние между ИСЗ и Землей достигнет типичного для систем GPS
значения h.

Положение Земли и ИСЗ, показанное на рис. 1, б, соответствует
моменту времени (t0 +4h/c), т.е. времени регистрации сигнала от
источника детектором, установленным на ИСЗ.

Исходными данными для расчетов выбираем следующие параме-
тры: t0; h; Δh; V1.

Расстояние между неподвижной системой отсчета и источником
сигнала S в момент времени t0 можно найти по выражению

r0 = h+ V1

(

t0 +
4h
c

)

+Δh. (1)

Скорость движения ИСЗ относительно исходной ИСО

V2 =
h+ V1 (t0 +4h/c)
(t0 +4h/c)

. (2)

Используя величины t0, h, Δh и V1 и рассчитывая значения V2 и
r0, можно перейти к решению поставленной задачи определения зави-
симости фундаментальной точности координатно-временно́го обеспе-
чения спутниковых систем позиционирования от процедуры синхро-
низации.

Моделирование процесса регистрации сигнала в различных
ИСО. Для решения поставленной задачи воспользуемся обобщен-
ными преобразованиями Лоренца, обеспечивающими переход от
пространственно-временны́х координат (x,y,z,t) события S в одной
ИСО к аналогичным координатам в другой.

Обобщенные преобразования Лоренца или преобразования Мёллера
для ИСО O1X1Y1 и O2X2Y2 имеют следующий вид [19]:

~r1 = ~r0 + ~V1

[
α1

V 21

(
~r0, ~V1

)
− γ1t0

]

; (3)

t1 = γ1t0 − γ1

(
~r0, ~V1

)

c2
; (4)

~r2 = ~r0 + ~V2

[
α2

V 22

(
~r0, ~V2

)
− γ2t0

]

; (5)

t2 = γ2t0 − γ2

(
~r0, ~V2

)

c2
, (6)
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где α1 = γ1 − 1; γ
−2
1 = 1 − β

2
1 ; β1 = V1/c; α2 = γ2 − 1; γ

−2
2 = 1 − β

2
2 ;

β2 = V2/c.
Преобразования (3)–(6) позволяют рассчитать координаты ~r1,2 и

t1,2 космического события S в двух произвольных движущихся ИСО
на основе заданных координат ~r0 и t0 при известных скоростях дви-
жения ~V1, ~V2. Полагаем, что ИСО O1X1Y1 и O2X2Y2 связаны с на-
земным наблюдателем и ИСЗ. Тогда с учетом начальных условий
(t0 = 1,6 . . . 360 с, h = 19 100 км, Δh = 600 км, c = 299 792,458 км/с,
V1 = 33 км/с) с помощью системы уравнений (1)–(6) можно найти
координаты ~r1, ~r2, t1 и t2.

Однако наземной наблюдатель, имея данные своих наблюдений
события (~r1, t1), может рассчитать координаты события, которые дол-
жен зарегистрировать спутник. Обозначим эти расчетные координаты
(~r2

′, t′2) и запишем соответствующие расчетные выражения:

~r ′2 = ~r1 + ~V0

[
α0

V 20

(
~r1, ~V0

)
− γ0t1

]

; (7)

t′2 = γ0t1 − γ0

(
~r1, ~V0

)

c2
; (8)

где α0 = γ0 − 1; γ
−2
0 = 1− β

2
0 ; β0 = V0/c.

В систему (7), (8) входит значение относительной скорости движе-
ния ~V0 одной ИСО относительно другой. Эта скорость определяется
релятивистской формулой преобразования скоростей

~β2 = a ~β0 + b ~β1. (9)

Здесь a =

√
1− β1

2

1 + ( ~β1, ~β0)
; b =

(
~β1, ~β0

)(
1−

√
1− β1

2
)
+ 1

1 + ( ~β1, ~β0)
.

Относительную скорость найдем из (9)

~v0 =
c

a

(
~β2 − b ~β1

)
. (10)

Таким образом, уравнения (5), (6) позволяют рассчитать координаты
(~r2, t2) события S путем пересчета из исходной ИСО, а уравнения
(7), (8) и (10) — координаты (~r ′2, t

′
2) из земной ИСО. Сравнение этих

координат покажет, насколько результат расчета зависит от выбранной
процедуры синхронизации.

Расчетные значения погрешности определения пространственной
и временно́й координат события S будем оценивать по формулам:
4R2 = r2 − r′2; ΔT2 = t2 − t

′
2. Следует отметить, что выбор ис-

ходной ИСО, а также положения источника сигнала S был достаточ-
но произволен, это вносит некоторую неопределенность в ожидаемые
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величины ΔR2 и ΔT2. Поэтому погрешности ΔR2 и ΔT2 были вы-
числены при различных значениях момента излучения сигнала, что
эквивалентно разным расстояниям до источника излучения.

Численные результаты. Для того чтобы оценить возможные по-
грешности при расчетах координат вектора r2 и соответствующего
времени t2 регистрации события S расчеты проводились при различ-
ных значениях t0 и V1.

Рассмотрим зависимость разности 4R2 пересчитанных значений
координат события S из ИСО, связанной с наземным наблюдателем,
в ИСО, связанную с ИСЗ, от времени синхронизации t0 двух ИСО
(рис. 2, а). При построении этой зависимости использовались следу-
ющие значения: время синхронизации t0 = 1,6 с; скорость движения
первой ИСО v1 = 33 км/с. Следует обратить внимание на крайнюю
точку в левой части графика. Она соответствует точке перегиба, кото-
рая возникает ввиду того, что скорость движения V2 ИСЗ принимает
значения, близкие к скорости света при малых значениях времени
синхронизации t0. Согласно зависимости, при значении времени син-
хронизации lg t0 = 2,5 зависимость разности 4R2 от времени t0 вы-
ходит в насыщение. Это можно объяснить тем, что чем больше время
синхронизации t0 двух ИСО, тем менее различимы выбранные спосо-
бы синхронизации, т.е. скорость движения V2 ИСЗ становится равной
скорости движения V1.

Зависимость разности 4T2 пересчитанных значений времени ре-
гистрации события S ИСО, связанной с наземным наблюдателем, и
ИСО, связанной с ИСЗ, от времени синхронизации t0 двух ИСО при-
ведена на рис. 2, б. При построении этой зависимости использовались
следующие значения: время синхронизации t0 = 1,6 с; скорость дви-
жения первой ИСО V1 = 33 км/с. Согласно указанной зависимости,
погрешность определения времени нелинейно падает. Это связано с
тем, что чем больше время синхронизации двух систем, тем менее

Рис. 2. Зависимости разностей ΔR2ΔR2ΔR2 (а) и ΔT2ΔT2ΔT2 (б) от времени синхронизации t0t0t0
двух ИСО

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2015. № 2 103



различимы эти системы при разных способах их синхронизации. Зна-
чения4T2 ≈ 10−13 с сравнимы по порядку с точностью, которая обес-
печивается современными спутниковыми системами навигации. Оче-
видно, что такая погрешность объясняется особенностью процедуры
синхронизации. Однако реализуемая в действительности синхрониза-
ция часов на Земле и ИСЗ, основанная на обмене электромагнитными
сигналами, проходящими через атмосферу Земли, обладает еще боль-
шей погрешностью.

Зависимости разности4R2 пересчитанных значений координат со-
бытия S из ИСО, связанной с наземным наблюдателем, в ИСО, связан-
ную с ИСЗ, от скорости движения V1 системы, связанной с наземным
наблюдателем, приведены на рис. 3, а и в. В этом случае время синхро-
низации было постоянным и равнялось t0 = 360 с, скорость движения
первой системы — V1 = 33 км/с. С учетом этой зависимости при низ-
ких скоростях погрешность изменяется достаточно мало, но уже при
приближении к релятивистским скоростям наблюдается резкий пере-
гиб и увеличение погрешности расчета, что полностью соответствует
теории.

Аналогичная зависимость наблюдается и при рассмотрении зави-
симостей разности 4T2 пересчитанных значений времени регистра-
ции события S ИСО, связанной с наземным наблюдателем, и ИСО,

Рис. 3. Зависимости разностей ΔR2ΔR2ΔR2 (а, в), ΔT2ΔT2ΔT2 (б, г) от скорости движения V1V1V1
системы, связанной с наземным наблюдателем
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Рис. 4. Зависимость разностей ΔR2ΔR2ΔR2 (a)
и ΔT2ΔT2ΔT2 (б) от скорости движения V1V1V1 и
времени синхронизации t0t0t0

связанной с ИСЗ, от скорости
движения V1 системы, связан-
ной с наземным наблюдателем
(рис. 3, б, г). При тех же началь-
ных значениях наблюдается та
же форма кривой. Можно от-
метить, что оценка погрешно-
сти определения координат зави-
сит от времени синхронизации
t0, поэтому интерес представляет
определение значений t0, при ко-
торых разность 4R2 существен-
на.

Зависимость разности 4R2
пересчитанных значений коор-
динат события S из ИСО, свя-
занной с наземным наблюдате-
лем, в ИСО, связанную с ИСЗ,
от скорости движения V1 си-
стемы, связанной с наземным
наблюдателем, и от времени син-
хронизации t0 двух ИСО пред-
ставлена на рис. 4, а. Полученная
зависимость идентична зависи-
мостям, приведенным на рис. 3, а
и в. Аналогичная кривая показа-
на на рис. 4, б, но уже для зависимости разности 4T2 пересчитанных
значений времени регистрации события S ИСО, связанной с назем-
ным наблюдателем, и ИСО, связанной с ИСЗ, от скорости движения
V1 системы, связанной с наземным наблюдателем, и от времени син-
хронизации t0 двух ИСО. Эта зависимость идентична зависимостям,
представленным на рис. 3, б и г.

В соответствии с рассмотренными зависимостями погрешность
4R2 ≈ 100 см возникает при скорости, близкой к скорости движения
спутников относительно Земли: V1 = 33 км/с. Следовательно, резуль-
тат измерений пространственных и временны́х координат события за-
висит от ориентации Земли, ИСЗ и космического источника излучения
в пространстве, т.е. от времени года и времени земных суток.

Выводы. Полученное приближение математической модели про-
цесса синхронной регистрации сигнала в квазиинерциальных систе-
мах отсчета позволяет решать задачи регистрации электромагнитных
сигналов от удаленных источников излучения. Разработанная модель
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дает возможность использовать систему уравнений, описывающих
среду с произвольным трехмерным распределением диэлектрической
и магнитной проницаемости, а также трехмерным законом движения
среды на трассе распространения сигналов. На основе математической
модели создан программный комплекс, позволяющий рассчитывать
пространственные и временны́е параметры синхронной регистрации
сигналов в различных ИСО от удаленных источников излучения.

Проведены численные модельные эксперименты по регистра-
ции сигнала удаленного источника детекторами, установленными на
движущемся по земной орбите спутнике, а также детекторами, связан-
ными с наземным наблюдателем. Показано, что результаты расчетов,
использующих общие преобразования Мёллера, с достаточной точно-
стью совпадают со значениями, полученными с помощью преобразо-
ваний Лоренца в частных случаях. Продемонстрировано, что в рас-
четной модели, в которой используется оценка времени и координат
регистрации события, необходимо точно указывать, какая процеду-
ра синхронизации была применена, и при необходимости выполнять
соответствующие поправки. Так, полученные значения разности вре-
мени 4T2 и координат 4R2 оказались равными 4T2 ≈ 10−15 с и
ΔR2 ≈ 10−2 м, что необходимо учитывать при когерентной передаче
данных.

Согласно расчетам, процедура регистрации электромагнитного
сигнала зависит от того, какая ИСО выбирается в качестве исходной,
а также от того, какой будет выбранная процедура синхронизации.

В дальнейшем предполагается развитие математической модели с
учетом влияния атмосферы Земли, дисперсии среды и неинерциаль-
ности земной система отсчета.
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