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В теории управления важную роль играют системы, в которых те
или иные компоненты имеют неопределенный характер. Причины та-
кой неопределенности могут быть разными: неточная математическая
модель процесса, погрешности определения параметров системы, не-
точности в реализации управления и т.п.

Например, динамическая система может возникнуть как система,
замкнутая стабилизирующим управлением в задаче стабилизации по-
ложения равновесия. В отсутствие возмущений положение равновесия
такой системы асимптотически устойчиво. Наличие возмущений мо-
жет привести к тому, что траектория замкнутой системы попадает в
некоторую окрестность положения равновесия, но к самому положе-
нию равновесия не стремится. Возникает задача оценки такой окрест-
ности, а также оценки области притяжения этой окрестности. Решение
указанных задач можно вести в рамках исследования инвариантных
компактов и положительно инвариантных компактов замкнутой сис-
темы [1–4].

Рассмотрим дискретную систему с возмущениями

xn+1 = F (xn, wn), (1)

где F : X ×W → X — непрерывное отображение; X — фазовое про-
странство динамической системы; W — область значений возмущения
системы.

1. Робастно положительно инвариантные компакты. Множе-
ство M в фазовом пространстве X системы (1) назовем робастно
положительно инвариантным или просто положительно инвариант-
ным [1, 2], если для любых x ∈ M и w ∈ W выполняется условие
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F (x,w) ∈ M . Данное определение можно переформулировать сле-
дующим образом: множество M положительно инвариантно, если
F (M × W ) ⊂ M . Непосредственно из определения вытекает, что
если x0 ∈ X принадлежит положительно инвариантному множеству
M ⊂ X , то при любых возмущениях wn ∈ W траектория {xn} си-
стемы, определяемая соотношениями xn+1 = F (xn, wn), n = 0, 1, . . . ,
целиком содержится в множестве M .

Ограничимся изучением положительно инвариантных компактов —
робастно положительно инвариантных множеств с дополнительным
свойством компактности. Поставим задачу оценки положения поло-
жительно инвариантных компактов систем с возмущениями, понимая
под этим построение таких множеств в фазовом пространстве систе-
мы, которые включают в себя все положительно инвариантные ком-
пакты. Подобные множества называют локализирующими [5–8].

Рассмотрим произвольную непрерывную функцию ϕ : X → R.
Введем множества

Σ+ϕ =
{
x ∈ X : inf

w∈W
ϕ(F (x,w))− ϕ(x) ≥ 0

}
,

Σ−ϕ =
{
x ∈ X : sup

w∈W
ϕ(F (x,w))− ϕ(x) ≤ 0

}
.

Для произвольного множества Q ⊂ X положим

ϕrinf(Q) = inf
x∈Σ+ϕ∩Q

ϕ(x), ϕrsup(Q) = sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x).

Если Q = X , то вместо ϕrinf(Q) и ϕrsup(Q) будем использовать обозна-
чения ϕrinf и ϕrsup.

Теорема 1. Любой положительно инвариантный компакт системы
(1), содержащийся в множестве Q ⊂ X , содержится в множестве

Ωrϕ(Q) = {x ∈ Q : ϕ
r
inf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕrsup(Q)}.

Доказательство. Пусть K — положительно инвариантный ком-
пакт, содержащийся в Q. Функция ϕ достигает на этом компакте наи-
большего значения в некоторой точке x∗ ∈ K. Тогда для любого значе-
ния w ∈ W имеем F (x∗, w) ∈ K (в силу условия положительной ин-
вариантности), откуда ϕ(F (x∗, w)) ≤ ϕ(x∗). Следовательно, x∗ ∈ Σ−ϕ
и для любой точки x ∈ K

ϕ(x) ≤ ϕ(x∗) ≤ sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x) = ϕrsup(Q).

Аналогично доказывается неравенство ϕ(x) ≥ ϕrinf(Q), x ∈ K. Оба
неравенства означают, что K ⊂ Ωrϕ(Q).
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2. Робастно отрицательно инвариантные компакты. Для систе-
мы (1) множество M ⊂ X называется робастно отрицательно инва-
риантным или просто отрицательно инвариантным, если для любой
точки x ∈ M любая возможная отрицательная полуорбита этой точки
целиком содержится в M , т.е. для любой точки z ∈ X , удовлетво-
ряющей условию F (z, w) = x при некотором w ∈ W , выполняется
условие z ∈M .

Для произвольного множества G введем обозначение
^

F−1(G) =
⋃

w∈W

F−1w (G),

где F−1w (G) — полный прообраз множества G при фиксированном зна-
чении w.

Условие отрицательной инвариантности можно сформулировать
следующим образом: множество M ⊂ X отрицательно инвариантно
для системы (1) тогда и только тогда, когда

^

F−1(M) ⊂M.

Введем в рассмотрение множества

Σ̌+ϕ =
{
x ∈ X : sup

z∈
^
F−1(x)

ϕ(z)− ϕ(x) ≤ 0
}
,

Σ̌−ϕ =
{
x ∈ X : inf

z∈
^
F−1(x)

ϕ(z)− ϕ(x) ≥ 0
}
.

Для произвольного множества Q ⊂ X положим

ϕlinf(Q) = inf
x∈Σ̌−ϕ∩Q

ϕ(x), ϕlsup(Q) = sup
x∈Σ̌+ϕ∩Q

ϕ(x).

Если Q = X , то вместо ϕlinf(Q) и ϕlsup(Q) будем использовать обозна-
чения ϕlinf и ϕlsup.

Теорема 2. Любой отрицательно инвариантный компакт системы
(1), содержащийся в множестве Q ⊂ X , содержится в множестве

Ωlϕ(Q) =
{
x ∈ Q : ϕlinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕlsup(Q)

}
.

Доказательство. Пусть K ⊂ Q — отрицательно инвариантный
компакт. Тогда непрерывная функция ϕ достигает на K своего наи-
меньшего значения в точке x∗ ∈ K, а своего наибольшего значения в
точке x∗ ∈ K. Поскольку K — отрицательно инвариантное множество,
^

F−1(x∗) ⊂ K. Следовательно,

sup
z∈

^
F−1(x∗)

ϕ(x) ≤ sup
z∈K

ϕ(x) = ϕ(x∗)
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и точка x∗ принадлежит множеству Σ̌+ϕ ∩Q. Поэтому для каждой точки
x ∈ K выполняются соотношения

ϕ(x) ≤ ϕ(x∗) ≤ sup
x∈Σ̌+ϕ∩Q

ϕ(x) = ϕlsup(Q).

Аналогично доказывается, что ϕ(x) ≥ ϕ(x∗) ≥ ϕlinf(Q), x ∈ K.
Таким образом, для каждой точки x ∈ K верно двойное неравен-

ство ϕlinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕlsup(Q), означающее, что x ∈ Ωlϕ(Q). Тем
самым доказано, что произвольно выбранный отрицательно инвари-
антный компакт K целиком содержится в Ωlϕ(Q).

Предположим, что отображение F : X ×W → X , задающее си-
стему (1), для каждого фиксированного значения w ∈ W является
гомеоморфизмом. В этом случае систему (1) будем называть обра-
тимой. Обозначим через F−1 отображение, определяемое равенством
F−1(F (x,w), w) = x (т.е. F−1 — отображение, обратное F (x,w) при
фиксированном w). Систему

xn+1 = F
−1(xn, wn) (2)

назовем системой, обратной системе (1). Отметим, что при этом си-
стема (1) является обратной системе (2).

Множество K есть положительно (отрицательно) инвариантный
компакт системы (1) тогда и только тогда, когда оно есть отрица-
тельно (положительно) инвариантный компакт обратной системы
(2). В самом деле, положив H(x,w) = F−1(x,w), заключаем, что

F (K ×W ) =
^

H−1(K) и H(K ×W ) =
^

F−1(K). Поэтому условие
F (K ×W ) ⊂ K положительной инвариантности K для системы (1)

совпадает с условием
^

H−1(K) ⊂ K отрицательной инвариантности

K для системы (2), а условие
^

F−1(K) ⊂ K отрицательной инвари-
антности K для системы (1) совпадает с условием H(K ×W ) ⊂ K

положительной инвариантности обратной системы.
3. Робастно инвариантные компакты. Для системы (1) множе-

ство M ⊂ X назовем робастно инвариантным или просто инвариант-
ным, если оно одновременно и робастно положительно инвариантно,
и робастно отрицательно инвариантно, т.е. выполняются соотношения

F (M ×W ) ⊂M,
^

F−1(M) ⊂M.

Для произвольной непрерывной функции ϕ : X → R и произволь-
ного множества Q ⊂ X положим

ϕinf(Q) = inf
x∈Σ̌−ϕ∩Σ

+
ϕ∩Q

ϕ(x), ϕsup(Q) = sup
x∈Σ̌+ϕ∩Σ

−
ϕ∩Q

ϕ(x).
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Теорема 3. Любой инвариантный компакт системы (1), содержа-
щийся в множестве Q ⊂ X , содержится в множестве

Ωϕ(Q) =
{
x ∈ X : ϕinf(Q) ≤ ϕ(x) ≤ ϕsup(Q)

}
.

Доказательство. Пусть K ⊂ Q — инвариантный компакт. Функ-
ция ϕ достигает на этом компакте наибольшего значения в неко-
торой точке x∗ ∈ K. Тогда для любого значения w ∈ W имеем
F (x∗, w) ∈ K (в силу условия положительной инвариантности), от-
куда ϕ(F (x∗, w)) ≤ ϕ(x∗). Следовательно, x∗ ∈ Σ−ϕ . Кроме того, для
любой пары z ∈ X и w ∈ W , удовлетворяющей условию F (z, w) = x∗,
имеем z ∈ K (в силу условия отрицательной инвариантности) и
ϕ(z) ≤ ϕ(x∗). Поэтому x∗ ∈ Σ̌+ϕ. Отсюда вытекает, что для любой
точки x ∈ K

ϕ(x) ≤ ϕ(x∗) ≤ sup
x∈Σ−ϕ∩Σ̌

+
ϕ∩Q

ϕ(x) = ϕsup(Q).

Аналогично доказывается неравенство ϕ(x) ≥ ϕinf(Q), x ∈ K. Оба
неравенства означают, что K ⊂ Ωϕ(Q).

4. Свойства локализирующих множеств. Свойства локализиру-
ющих множеств для робастно инвариантных компактных множеств
дискретных систем с возмущениями во многом схожи со свойствами
локализирующих множеств для непрерывных и дискретных систем
без возмущений [6, 8, 9]. Установим основные свойства.

Свойство 1. Пусть функция ϕ непрерывна на X и ψ(x) = h(ϕ(x)),
x ∈ X , где h : R → R — строго монотонная функция. Тогда для
любого множества Q ⊂ X имеем Ωrϕ(Q) = Ω

r
ψ(Q), Ω

l
ϕ(Q) = Ω

l
ψ(Q),

Ωϕ(Q) = Ωψ(Q). В частности, это верно, если h(t) = at+ b, a 6= 0.
Доказательство. Доказательства всех трех случаев утверждения

различаются незначительно. Поэтому ограничимся доказательством в
случае положительно инвариантных компактов.

Если функция h возрастающая, то неравенство ψ(x1) ≤ ψ(x2) экви-
валентно неравенству ϕ(x1) ≤ ϕ(x2). Следовательно, эквивалентны
неравенства

sup
w∈W

ψ(F (x,w)) ≤ ψ(x) и sup
w∈W

ϕ(F (x,w)) ≤ ϕ(x).

Это означает, что множества Σ−ϕ и Σ−ψ совпадают. Поэтому

ψrsup(Q) = sup
x∈Σ−ψ∩Q

ψ(x) = sup
x∈Σ−ϕ∩Q

h(ϕ(x)) =

= h
(
sup

x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x)
)
= h

(
ϕrsup(Q)

)
.
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Аналогично ψrinf(Q) = h
(
ϕrinf(Q)

)
. Таким образом, неравенства

ψrinf(Q) ≤ ψ(x) ≤ ψrsup(Q) эквивалентны неравенствам ϕrinf(Q) ≤
≤ ϕ(x) ≤ ϕrsup(Q). Тем самым доказано, что в случае возрастающей
функции h множества Ωrψ(Q) и Ωrϕ(Q) совпадают.

Если функция h убывает, то неравенство ψ(x1) ≤ ψ(x2) эквива-
лентно неравенству ϕ(x1) ≥ ϕ(x2). В силу этого эквивалентны нера-
венства

sup
w∈W

ψ(F (x,w)) ≤ ψ(x) и inf
w∈W

ϕ(F (x,w)) ≥ ϕ(x).

Таким образом, Σ−ψ = Σ
+
ϕ и

ψrsup(Q) = sup
x∈Σ−ψ∩Q

ψ(x) = sup
x∈Σ+ϕ∩Q

h(ϕ(x)) =

= h
(
inf

x∈Σ+ϕ∩Q
ϕ(x)

)
= h

(
ϕrinf(Q)

)
.

Аналогично ψrinf(Q) = h
(
ϕrsup(Q)

)
. В результате неравенства ψrinf(Q) ≤

≤ ψ(x) ≤ ψrsup(Q) можно переписать в виде h
(
ϕrsup(Q)

)
≤ h(ϕ(x)) ≤

≤ h
(
ϕrinf(Q)

)
, что эквивалентно неравенствам ϕrinf(Q)≤ϕ(x)≤ϕ

r
sup(Q).

Тем самым совпадение множеств Ωrψ и Ωrϕ доказано и в случае убыва-
ющей функции h.

Свойство 2. Если непрерывная функция ϕ : X → R достига-
ет на X точной верхней грани в некоторой точке x∗ ∈ Q, то
ϕrsup(Q) = ϕlsup(Q) = ϕsup(Q) = ϕ(x∗). Если функция ϕ достига-
ет на X точной нижней грани в некоторой точке x∗ ∈ Q, то
ϕrinf(Q) = ϕ

l
inf(Q) = ϕinf(Q) = ϕ(x∗).

Доказательство. Второе утверждение сводится к первому, если
поменять знак локализирующей функции. Кроме того, доказательства
для значений ϕrsup(Q), ϕ

l
sup(Q), ϕsup(Q) аналогичны. Поэтому ограни-

чимся лишь первым из них. Если функция ϕ достигает на X точной
верхней грани в некоторой точке x∗ ∈ Q, то для любого w ∈ W вы-
полняется неравенство ϕ(F (x∗, w)) ≤ ϕ(x∗). Следовательно,

sup
w∈W

ϕ(F (x∗, w))− ϕ(x∗) ≤ 0

и точка x∗ принадлежит множеству Σ−ϕ ∩Q. Ясно, что

ϕrsup(Q) = sup
x∈Σ−ϕ∩Q

ϕ(x) ≥ ϕ(x∗).

Но верно и противоположное неравенство, поскольку ϕ(x∗) — точная
верхняя грань функции ϕ на X . Значит, ϕrsup(Q) = ϕ(x

∗).
Для систем с возмущениями существуют аналоги свойств, уста-

новленных для дискретных систем без возмущений и связанных со
сдвигами локализирующих множеств вдоль траекторий системы [6, 8].
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Для произвольного множества G ⊂ X введем обозначение
_

F−1(G) =
⋂

w∈W

F−1w (G).

Свойство 3. Любой положительно инвариантный компакт, содер-

жащийся в множестве G ⊂ X , содержится и в множестве
_

F−1(G).
В частности, если множество G содержит все положительно инва-

риантные компакты системы (1), то и множество
_

F−1(G) содер-
жит все положительно инвариантные компакты системы.

Доказательство. Пусть K ⊂ G — положительно инвариантный
компакт и x ∈ K. Согласно определению положительно инвариант-
ного множества, для произвольного w ∈ W имеет место условие
F (x,w) ∈ K ⊂ G. Это условие означает, что x ∈ F−1w (G). Отсю-

да приходим к выводу, что x ∈
⋂

w∈W
F−1w (G) =

_

F−1(G). Тем самым

доказано, что K ⊂
_

F−1(G), т.е. любой положительно инвариантный

компакт K, содержащийся в G, содержится в множестве
_

F−1(G).
Для произвольного множества G ⊂ X введем обозначение

F̂ (G) =
{
y ∈ X :

^

F−1(y) ⊂ G
}
.

Множество F̂ (G) представляет собой часть множества F (G × W ) с

добавлением тех точек y ∈ X , для которых прообраз
^

F−1(y) пуст.
Множество F̂ (G) можно определить следующим образом:

F̂ (G) = X \ F ((X \G)×W ).

Действительно, условие
^

F−1(y) ⊂ G равносильно тому, что для любо-
го x ∈ X \G и для любого w ∈ W выполняется условие F (x,w) 6= y.

Другими словами, включение
^

F−1(y) ⊂ G эквивалентно условию
y /∈ F ((X \G)×W ).

Свойство 4. Любой отрицательно инвариантный компакт, содер-
жащийся в множестве G ⊂ X , содержится и в множестве F̂ (G).
В частности, если множество G содержит все отрицательно инва-
риантные компакты системы (1), то и множество F̂ (G) содержит
все отрицательно инвариантные компакты системы.

Доказательство. Пусть K ⊂ G — отрицательно инвариантный
компакт и x ∈ K. Поскольку K — отрицательно инвариантное мно-

жество, выполняется соотношение
^

F−1(x) ⊂ K ⊂ G. Следовательно,
x ∈ F̂ (G). Тем самым доказано, что любой отрицательно инвариант-
ный компакт K ⊂ G содержится в множестве F̂ (G).
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Свойство 5. Любой инвариантный компакт, содержащийся в мно-

жестве G ⊂ X , содержится и в множествах
_

F−1(G) и F̂ (G). В
частности, если множество G содержит все инвариантные компак-

ты системы (1), то множества
_

F−1(G), F̂ (G) и
_

F−1(G) ∩ F̂ (G)
также содержат все инвариантные компакты системы.

Доказательство. Если инвариантный компакт K ⊂ X содержит-
ся в множестве G, то он как положительно инвариантный компакт

содержится в множестве
_

F−1(G) (свойство 3), а как отрицательно ин-
вариантный компакт — в множестве F̂ (G) (свойство 4). В частности,

компакт K содержится в пересечении этих множеств
_

F−1(G) ∩ F̂ (G).
5. Максимальные робастно инвариантные компакты. Любое

множество G ⊂ X в фазовом пространстве X системы (1) порождает
множества

G0 = G, Gk = Gk−1 ∩
_

F−1(Gk−1), k = 1, 2, . . . , (3)

и их пересечение

G∞ =
∞⋂

k=0

Gk.

Теорема 5. Для любого множества G ⊂ X соответствующее мно-
жествоG∞ является положительно инвариантным для системы (1).

Доказательство. Пусть x ∈ G∞. Тогда для произвольного k ≥ 1
имеем x ∈ Gk. Следовательно, для любого w ∈ W выполняется
включение x ∈ F−1w (Gk−1), означающее, что F (x,w) ∈ Gk−1. Таким

образом, для любого w ∈ W имеем F (x,w) ∈
∞⋂

k=1

Gk−1 = G∞. Соглас-

но определению, множество G∞ положительно инвариантно.
Теорема 5. Если множество G компактно, то соответствую-

щее множество G∞ — максимальный положительно инвариантный
компакт системы (1) среди содержащихся в G положительно инва-
риантных компактов. В частности, если G содержит все положи-
тельно инвариантные компакты системы, то G∞ — максимальный
положительно инвариантный компакт системы.

Доказательство. Так как множество G компактно, то все множе-
ства Gk замкнуты. Значит, множество G∞ замкнуто как пересечение
замкнутых множеств. С учетом G∞ ⊂ G заключаем, что G∞ — ком-
пакт. Согласно теореме 4 это множество есть положительно инвари-
антный компакт.

Согласно свойству 3 множество G1 = G0 ∩
_

F−1(G0) содержит все
положительно инвариантные компакты рассматриваемой системы, со-
держащиеся в множестве G. Повторяя это умозаключение, делаем вы-
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вод, что все множества Gk являются локализирующими для положи-
тельно инвариантных компактов, содержащихся в множестве G. Таким
образом, компакт G∞ — пересечение всех множеств Gk — содержит
все положительно инвариантные компакты, содержащиеся в G. Зна-
чит, это множество есть максимальный положительно инвариантный
компакт среди содержащихся в G. Теорема доказана.

Замечание 1. Отметим, что согласно определению пустое множе-
ство является положительно инвариантным. Если для данного множе-
ства G соответствующее множество G∞ оказалось пустым, то утвер-
ждение теоремы следует трактовать как отсутствие в G положительно
инвариантных компактов рассматриваемой системы.

Любое множество G ⊂ X в фазовом пространстве X системы (1)
порождает множества

U0 = G, Uk = Uk−1 ∩ F̂ (Gk−1), k = 1, 2, . . . , (4)

и их пересечение

U∞ =
∞⋂

k=0

Uk.

Теорема 6. Для любого множества G ⊂ X соответствующее мно-
жество U∞ для системы (1) является отрицательно инвариантным.

Доказательство. Пусть x ∈ U∞. Тогда для произвольного k ≥ 1
имеем x ∈ Uk. Следовательно, x ∈ F̂ (Uk−1). Последнее, согласно

определению множества F̂ (Uk−1), означает, что
^

F−1(x) ⊂ Uk−1. Таким

образом,
^

F−1(x) ⊂
⋂

k≥1
Uk−1 = U∞. Итак, из соотношения x ∈ U∞

вытекает, что
^

F−1(x) ⊂ U∞. В соответствии с определением приходим
к выводу, что U∞ — отрицательно инвариантное множество.

Теорема 7. Если отображение F при любом фиксированном w ∈ W
является открытым, а множество G компактно, то соответству-
ющее множество U∞ — максимальный отрицательно инвариантный
компакт системы (1) среди содержащихся в G. В частности, если G
содержит все отрицательно инвариантные компакты системы, то
U∞ — максимальный отрицательно инвариантный компакт системы.

Доказательство. Так как множество U0 = G компактно, то множе-
ство F̂ (U0) замкнуто. Действительно, в этом случае множество X \U0
открыто (в относительной топологии на X). Следовательно, при лю-
бом w ∈ W множество F (X \ U0, w) открыто. Поэтому множество

F
(
(X \ U0)×W

)
=
⋃

w∈W

F (X \ U0, w)
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открыто, а множество F̂ (U0) = X \F
(
(X \U0)×W

)
замкнуто. Отсюда

вытекает, что множество U1 = U0 ∩ F̂ (U0) замкнуто. Повторяя рассу-
ждения, заключаем, что все множества Uk замкнуты, а следовательно,
и их пересечение U∞ замкнуто.

Поскольку U∞ — замкнутое подмножество компакта G, то U∞ —
компакт. Таким образом, согласно теореме 6 множество U∞ — отрица-
тельно инвариантный компакт.

Согласно свойству 4 множество U1 включает все отрицательно ин-
вариантные компакты рассматриваемой системы, содержащиеся в G.
Повторяя это умозаключение, делаем вывод, что все множества Uk
являются локализирующими для отрицательно инвариантных компак-
тов, содержащихся в G. Таким образом, множество U∞ — пересечение
всех множеств Uk — содержит все отрицательно инвариантные ком-
пакты, содержащиеся в G. Значит, это множество есть максимальный
отрицательно инвариантный компакт среди содержащихся в G.

Замечание 2. Если множество U∞ пустое, то утверждение теоре-
мы 7 следует трактовать так: система вообще не имеет отрицательно
инвариантных компактов, содержащихся в множестве G.

Любое множество G ⊂ X в фазовом пространстве X системы (1)
порождает последовательность множеств

V0 = G, Vk = Vk−1 ∩
_

F−1(Vk−1) ∩ F̂ (Vk−1), k = 1, 2, . . . , (5)

и их пересечение

V∞ =
∞⋂

k=0

Vk.

Теорема 8. Для любого множества G ⊂ X соответствующее
множество V∞ для системы (1) является инвариантным.

Доказательство. Пусть x ∈ V∞. Тогда x ∈ Vk для всех k ≥ 1.

Значит, x ∈
_

F−1(Vk−1) и для любого w ∈ W имеем x ∈ F−1w (Vk−1).
Последнее включение означает, что F (x,w) ∈ Vk−1. Таким образом,
F (V∞ ×W ) ⊂ Vk−1, k ≥ 1, т.е. F (V∞ ×W ) ⊂ V∞ и множество V∞
положительно инвариантно.

Из условия x ∈ V∞ вытекает, что x ∈ F̂ (Vk−1), k ≥ 1. Зна-

чит,
^

F−1(x) ⊂ Vk−1, k ≥ 1, откуда
^

F−1(x) ⊂ V∞. Таким образом,
^

F−1(V∞) ∈ V∞ и множество V∞ — отрицательно инвариантный ком-
пакт. Теорема доказана.

Теорема 9. Если отображение F при любом фиксированном w ∈ W
является открытым, а множество G компактно, то множество
V∞ — максимальный инвариантный компакт системы (1) среди со-
держащихся в G. В частности, если G включает все инвариантные
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компакты системы, то V∞ — максимальный инвариантный компакт
этой системы.

Доказательство. Если множество V замкнуто, то множества
_

F−1(V ) и F̂ (V ) замкнуты (см. доказательства теорем 5 и 7). Учи-
тывая, что V0 = G — компакт, заключаем, что все множества Vk, k ≥ 1,
замкнуты. Следовательно, и множество V∞ замкнуто. А поскольку V∞
есть замкнутое подмножество компакта G, делаем вывод, что V∞ —
компакт. Согласно теореме 8 множество V∞ — инвариантный компакт.

Согласно свойству 5 каждое из множеств Vk, k ≥ 0, включает все
инвариантные компакты рассматриваемой системы, содержащиеся в
множестве G. Поэтому и множество V∞, как пересечение локализиру-
ющих множеств, содержит все инвариантные компакты, содержащи-
еся в G, т.е. является максимальным в G инвариантным компактом.
Теорема доказана.

Замечание 3. Если множество V∞ оказалось пустым, то утвержде-
ние теоремы 9 следует трактовать так: в множестве G вообще нет
инвариантных компактов системы.

Отметим, что последовательность {Gk} есть последовательность
убывающих множеств. Поэтому множество G∞ можно рассматривать
как предел последовательности множеств [10]. Если исходное мно-
жество G компактно, то G∞ есть предел последовательности {Gk} и
в смысле топологии арифметического пространства, т.е. для любого
открытого множества A, включающего в себя G∞, все множества Gk,
начиная с некоторого, также содержатся в A. Действительно, последо-
вательность {Gk \A} есть последовательность убывающих замкнутых
подмножеств компакта, имеющая пустое пересечение. В такой после-
довательности все множества, начиная с некоторого, пустые. Но если
Gk \ A = ∅, то Gk ⊂ A.

Аналогичные рассуждения верны и для множеств U∞ и V∞.
6. Неопределенная система Хенона. Рассмотрим систему [11]

xn+1 = a+ byn − x
2
n,

yn+1 = xn,
(6)

полагая, что значение b ∈ R известно, а параметр а точно не определен
и может иметь произвольное значение на отрезке [a∗, a∗], где a∗ < a∗.
В данном случае

F (x, y, w) =

(
w + by − x2

x

)

, X = R2, W = [a∗, a
∗].

Локализация робастно положительно инвариантных компак-
тов. В качестве локализирующей рассмотрим линейную функцию
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ϕ(x, y) = Dx + Ey. Тогда ϕ(F (x, y, w)) = D(w + by − x2) + Ex.
Множество Σ−ϕ описывается неравенством

sup
w∈[a∗, a∗]

(
D(w + by − x2) + Ex−Dx− Ey

)
≤ 0,

а множество Σ+ϕ — неравенством

inf
w∈[a∗, a∗]

(
D(w + by − x2) + Ex−Dx− Ey

)
≥ 0.

Обозначим
w∗ = sup

w∈[a∗, a∗]
Dw, w∗ = inf

w∈[a∗, a∗]
Dw.

При этих обозначениях для нахождения ϕrinf и ϕrsup получаем следую-
щие оптимизационные задачи:

{
Dx+ Ey → sup,

(Db− E)y ≤ Dx2 − (E −D)x− w∗;
(7)

{
Dx+ Ey → inf,

(Db− E)y ≥ Dx2 − (E −D)x− w∗.
(8)

Задачи (7), (8) детально исследованы в [8]. При D = 0 они имеют
тривиальные решения +∞ и −∞. Поэтому можно считать, что D 6= 0,
а согласно свойству 1 можно ограничиться случаем D = −1. В этом
случае w∗ = −a∗, w∗ = −a∗, а задачи (7), (8) сводятся к следующим:

{
− x+ Ey → sup,

x2 + (E + 1)x− (b+ E)y − a∗ ≤ 0;
(9)

{
− x+ Ey → inf,

x2 + (E + 1)x− (b+ E)y − a∗ ≥ 0.
(10)

Задача (10) имеет тривиальное решение ϕrinf = −∞. Задача (9)
имеет тривиальное решение ϕrsup = +∞ при E ≤ −b и при E ≥ 0.
Остается случай −b < E < 0, при котором

ϕrsup = −
4E2a∗ + (E

2 − b)2

4E(b+ E)
.

Итак, при −b < E < 0 имеем локализирующее множество

−x+ Ey ≤ −
4E2a∗ + (E

2 − b)2

4E(b+ E)
. (11)

Преобразуем неравенство (11):

x ≥ Ey +
4E2a∗ + (E

2 − b)2

4E(b+ E)
= −λy −

4λ2a∗ + (λ
2 − b)2

4λ(b− λ)
,
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где параметр λ = −E может принимать любое значение на интервале
(0, b). Из этого представления получаем неравенство, описывающее
пересечение семейства локализирующих множеств:

x ≥ − min
λ∈(0, b)

(

λy +
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)

)

.

Используя семейство локализирующих множеств (11), на основа-
нии свойства 3 можно получить семейство новых локализирующих
множеств. Пусть Gλ, λ ∈ (0, b), — множество, описываемое неравен-
ством

−x− λy ≤
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)
, (12)

которое получается из неравенства (11) в результате замены параме-
тра λ = −E. Множество F−1w (Gλ) описывается неравенством, которое
получается, если в неравенстве (12) переменные x и y заменить коор-
динатами отображения F :

−(w + by − x2)− λx ≤
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)
. (13)

Неравенство (13) эквивалентно следующему:

x2 − λx− by ≤ w +
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)
.

Пересечение
_

F−1(Gλ) множеств F−1w (Gλ) по всем w ∈ W описывается
неравенством

x2 − λx− by ≤ inf
w∈W

w +
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)
,

или

x2 − λx− by ≤ a∗ +
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)
. (14)

Из неравенств (14) можно получить неравенство, описывающее

пересечение множеств
_

F−1(Gλ) по всем λ ∈ (0, b):

y ≥ max
λ∈(0,b)

(
x2 − λx

b
−
a∗

b
−
4λ2a∗ + (λ

2 − b)2

4λ(b− λ)

)

. (15)

На рис. 1 изображены траектория системы Хенона (6) с параметра-
ми a∗ = 1,39, a∗ = 1,41, b = 0,3 и граница локализирующего мно-
жества (15).

Локализация робастно отрицательно инвариантных компактов.
Поскольку система Хенона (6) является обратимой, локализация ее
отрицательно инвариантных компактов сводится к локализации по-
ложительно инвариантных компактов обратной системы. Обратной к
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Рис. 1. Траектория системы Хенона и граница локализирующего множества
для робастно положительно инвариантных компактов

системе (6) является система

xn+1 = yn,

yn+1 = −
a

b
+
xn

b
+
y2n
b
.

(16)

Заменой переменных ξ = −
y

b
, η = −

x

b
система (16) сводится к

самой системе Хенона с параметрами ã =
a

b2
, b̃ =

1

b
:

ξn+1 =
a

b2
+
ηn

b
− ξ2n,

ηn+1 = ξn.
(17)

Поэтому локализирующие множества для положительно инвариант-
ных компактов системы (16) можно получить, исходя из результатов
построения локализирующих множеств для системы Хенона. Пара-

метр неопределенности ã =
a

b2
меняется на отрезке [a∗/b2, a∗/b2]. По-

ложив ã∗ = a∗/b
2, ã∗ = a∗/b2, из неравенства (12), описывающего се-

мейство локализирующих множеств для положительно инвариантных
компактов системы Хенона, путем замены переменных и параметров
получим

−ξ − λη ≤
4λ2ã∗ + (λ

2 − b̃)2

4λ(b̃− λ)
,

откуда, восстанавливая исходные переменные и параметры, находим
неравенство, описывающее семейство локализирующих множеств для
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положительно инвариантных компактов системы (16):

λx+ y ≤
4λ2a∗ + (λ

2b− 1)2

4λ(1− bλ)
, λ ∈

(
0,
1

b

)
.

Пересечение этого семейства описывается неравенством

y ≤ min
λ∈(0, 1/b)

(

−λx+
4λ2a∗ + (λ

2b− 1)2

4λ(1− bλ)

)

=

=
1

b
min
μ∈(0, 1)

(

−μx+
4μ2a∗ + (μ

2 − b)2

4μ(1− μ)

)

. (18)

Неравенство (14) для системы (17) дает семейство локализирую-
щих множеств

ξ2 − λξ − b̃η ≤ ã∗ +
4λ2ã∗ + (λ

2 − b̃)2

4λ(b̃− λ)
.

Восстанавливая исходные переменные и параметры, получаем:

y2 + λby + x ≤ a∗ +
4λ2a∗ + (λ

2b− 1)2

4λ(1− λb)
b,

или, меняя параметр λ на μ = λb,

y2 + μy + x ≤ a∗ +
4μ2a∗ + (μ

2 − b)2

4μ(1− μ)
.

Пересечение соответствующих локализирующих множеств описыва-
ется неравенством

x ≤ a∗ − y
2 + min

μ∈(0,1)

(

−μy +
4μ2a∗ + (μ

2 − b)2

4μ(1− μ)

)

. (19)

Итак, неравенства (18) и (19) описывают локализирующие множе-
ства для отрицательно инвариантных компактов системы Хенона (6).
На рис. 2 изображены траектория системы Хенона с параметрами
a∗ = 1,39, a∗ = 1,41, b = 0,3 и граница локализирующего множе-
ства (19).

Локализация робастно инвариантных компактов. Локализирую-
щие множества для инвариантных компактов системы (6) можно по-
лучить как пересечение локализирующих множеств для положитель-
но инвариантных компактов и отрицательно инвариантных компак-
тов. На рис. 3 изображены траектория системы Хенона с параметрами
a∗ = 1,39, a∗ = 1,41, b = 0,3 и граница локализирующего множества
для инвариантных компактов, полученного пересечением множеств
(15) и (19).

Локализирующее множество на рис. 3 оказалось компактным. Со-
гласно теореме 9 система (6) либо вообще не имеет инвариантных ком-
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Рис. 2. Траектория системы Хенона и граница локализирующего множества
для робастно отрицательно инвариантных компактов

Рис. 3. Траектория системы Хенона и граница локализирующего множества
для робастно инвариантных компактов

пактов, либо у нее существует положительно инвариантный компакт.
Отметим, что изображенная траектория, начинающаяся в точке (1, 0),
незначительно выходит за пределы локализирующего множества. Это
указывает на то, что при определенных значениях последовательно-
сти возмущений траектория уходит в бесконечность. Компактный же
характер траектории, изображенной на рисунке, объясняется стати-
стическими свойствами последовательности возмущений {wn}, с ис-
пользованием которой строилась траектория. Эта последовательность
была построена с помощью датчика случайных чисел.
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