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Решена смешанная краевая задача нахождения гармонической функции n пере-
менных в области, ограниченной двумя параллельными гиперплоскостями, по ее
значениям на одной гиперплоскости и значениям ее нормальной производной на
другой гиперплоскости. Полученное решение представлено в виде суммы двух
интегралов, ядра которых выражены только через элементарные функции в
случае пространства четной размерности, а в случае пространства нечет-
ной размерности — еще и через функции Бесселя. Если заданные граничные
значения являются обобщенными функциями медленного роста, то решение
записывается в виде свертки ядер с этими функциями. На примере построе-
ния фильтрационного течения под точечной плотиной с водоупором показана
возможность практического применения полученных формул.

Ключевые слова: гармонические функции, преобразование Фурье, обобщенные
функции медленного роста, теория фильтрации.
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For the domain confined by two parallel hyper-planes the authors have offered a
solution of the mixed boundary-value problem of finding a harmonic function of n
variables. This function was determined by its values on a one hyper-plane and
using values of the normal derived function for another hyper-plane. The obtained
solution is presented as a sum of two integrals whose kernels are expressed only in
term of elementary functions in the case of the even-dimension space. In contrast
for odd-dimension space they are expressed also through Bessel functions. If the
given boundary values are tempered distributions, then the solution is written as
a convolution of the kernels with these functions. The opportunity of practical
application of the obtained formulas is shown for the example with forming up
a filtration flow under spot dam with aquiclude.
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Гармонические функции двух и трех переменных описывают мно-
гие стационарные процессы подземной гидродинамики, теплопровод-
ности и т.д. Поэтому поиск решений различных краевых задач для
уравнения Лапласа (и новых более простых форм решений) весьма
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актуален. Для плоских односвязных областей (например, полосы) ре-
шение этих задач конформными преобразованиями сводится к их ре-
шению для канонических областей — круга и полуплоскости. Если
число переменных больше двух, то такой возможности нет, и для ка-
ждой области приходится искать свои методы решения. Для полупро-
странства основным методом решения краевых задач для линейных
уравнений в частных производных с постоянными коэффициентами
является преобразование Фурье по переменным в граничной гипер-
плоскости [1]. Ядра Пуассона и Неймана интегралов, решающих пер-
вую (задача Дирихле) и вторую (задача Неймана) краевые задачи для
уравнения Лапласа в полупространстве, хорошо известны [2, 3]. Для
полосы и бесконечного слоя в трехмерном пространстве ядра интегра-
лов, представляющих решения различных краевых задач для уравне-
ния Лапласа, можно получить методом отражений в виде сумм беско-
нечных рядов [4, 5]. Для бесконечного слоя в n-мерном пространстве
первая краевая задача решалась одним из авторов работы [6]. При
этом указанные ряды удалось просуммировать, выразив их суммы че-
рез элементарные функции. В настоящей работе решается смешанная
краевая задача Дирихле – Неймана для уравнения Лапласа в бесконеч-
ном слое n-мерного пространства. Для полосы и бесконечного слоя
в трехмерном пространстве решения этой задачи, полученные мето-
дом отражений, известны [5]. Здесь такая задача решается методом
преобразования Фурье. Было получено рекуррентное соотношение,
связывающее ядра интегралов для n-мерного и (n+2)-мерного слоев,
а для n = 2, 3, 4 эти ядра выражены через элементарные функции (для
n = 3 используются еще и функции Бесселя).

Обозначения. Постановка задачи. Введем следующие обозначе-
ния:

x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, (x, y) = (x1, . . . , xn, y) ∈ R

n+1, y ∈ R;

|x| =
√
x21 + . . .+ x

2
n, 〈x, t〉 = x1t1 + ∙ ∙ ∙+ xntn, dx = dx1 ∙ ∙ ∙ dxn;

Δu (x, y) = Δu = ux1x1 + . . .+ uxnxn + uyy

— оператор Лапласа;

F (t) = F [f ] (t) =
∫

Rn

f (x) ei〈x,t〉dx

— преобразование Фурье суммируемой функции f (x) . Если сумми-
руемая по x функция f(x, y) зависит от переменных x и y, то ее
преобразование Фурье по x обозначим как

Fx [f ] (t, y) =
∫

Rn

f (x, y) ei〈x,t〉dx.
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Аналогично определяется обратное преобразование Фурье суммируе-
мой функции F (t)

f (x) = F−1 [F ] (x) =
1

(2π)n

∫

Rn

F (t) e−i〈x,t〉dt

и суммируемой по t функции F (t, y)

F−1t [F ] (x, y) =
1

(2π)n

∫

Rn

F (t, y) e−i〈x,t〉dt.

Определение преобразования Фурье обобщенных функций медленно-
го роста приведено в работе [7].

Рассмотрим смешанную краевую задачу: найти функцию n + 1
переменной u (x, y), гармоническую в области

D = {(x, y) : 0 < y < a} ⊂ Rn+1;

Δu (x, y) = 0, x ∈ Rn, 0 < y < a ,

по краевым условиям

u (x, 0) = ϕ (x) , x ∈ Rn;

uy (x, a) = ψ (x) , x ∈ Rn.

Решение задачи для общего случая. Вывод рекуррентного со-
отношения. Применим преобразование Фурье по x к уравнению Лап-
ласа, обозначив

U (t, y) = Fx [u] (t, y) ; Φ (t) = F [ϕ] (t) ; Ψ (t) = F [ψ](t).

Получим краевую задачу для обыкновенного дифференциального
уравнения с параметром t ∈ Rn :

−|t|2U (t, y) + Uyy (t, y) = 0;

U (t, 0) = Φ (t) , Uy (t, a) = Ψ (t) .

Решением этой краевой задачи будет функция

U (t, y) = Φ (t)
ch(|t| (a− y))
ch(a|t|)

+ Ψ (t)
sh (|t| y)
|t| ch (a |t|)

.

Применив обратное преобразование Фурье, найдем решение исходной
смешанной краевой задачи в виде свертки

u (x, y) = ϕ (x) ∗Kn (x, y) + ψ (x) ∗ Ln (x, y) , (1)

где ядра обозначены как

Kn (x, y) = F
−1
t [kn] (x, y) , kn (|t| , y) =

ch (|t| (a− y))
ch(a|t|)

, t ∈ Rn;
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Ln (x, y) = F
−1
t [ln] (x, y) , ln(|t| , y) =

sh (|t| y)
|t| ch (a |t|)

, t ∈ Rn.

Поскольку
∂

∂y
ln (|t| , y) = kn (|t| , a− y) ,

то
∂

∂y
Ln (x, y) = Kn (x, a− y)

и
∂

∂y
Ln (x, y) при y → a − 0 ведет себя так же, как и Kn (x, y) при

y → +0.
Нетрудно заметить, что kn(|t| , y) и ln (|t| , y) — бесконечно диф-

ференцируемые и быстро убывающие функции t ∈ Rn, т.е. при-
надлежат пространству S(Rn) [7]. Эти функции еще и сферически
симметричные, поэтому при вычислении обратного преобразования
Фурье можно перейти к сферическим координатам в пространстве
Rn. Обозначим |x| = r, |t| = ρ, σn−1 — площадь единичной сферы
в пространстве Rn. Для любой сферически симметричной функции
hn (|t|) = hn (ρ) ∈ S (Rn) имеем

Hn (|x|) = Hn (r) = F
−1
t [hn] (x) =

1

(2π)n

∫

Rn

hn (|t|)e
−i〈x,t〉dt =

=
σn−1

(2π)n

∞∫

0

hn (ρ) ρ
n
2 dρ

π∫

0

e−irρcos θsinn−2θdθ =

=
1

(2π)
n
2 r
n
2
−1

∞∫

0

hn (ρ) ρ
n
2 Jn
2
−1 (rρ) dρ,

где Jn
2
−1 (rρ) — функция Бесселя первого рода порядка ν = n/2 − 1

[7, 8]. Приведенная формула справедлива и при n = 1, что легко
проверить.

Дифференцируя предыдущее равенство по r и учитывая формулу
из теории функций Бесселя [4]

νJν (rρ)

rρ
− J ′ν (rρ) = Jν+1 (rρ) ,

получаем рекуррентную формулу

Hn+2 (r) = −
1

2πr

∂

∂r
Hn (r) .

Для этой формулы необходимо знать ядра Kn (x, y) и Ln (x, y) только
для n = 1 и n = 2 .
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Поскольку преобразование Фурье переводит пространство S(Rn)
в себя, ядра Kn (x, y) = K∗n (|x| , y) и Ln (x, y) = L∗n (|x| , y) при
∀y ∈ (0, a) являются сферически симметричными функциями x из
пространства S (Rn). Поэтому свертка (1) существует для любых обоб-
щенных функций медленного роста ϕ (x) ∈ S ′ (Rn), ψ (x) ∈ S ′ (Rn) и
записывается в виде

ϕ (x) ∗Kn (x, y) + ψ (x) ∗ Ln (x, y) =

= (ϕ (t) , Kn (x− t, y)) + (ψ (t) , Ln (x− t, y)) .

Когда ϕ (x) и ψ (x) — обычные функции полиномиального роста,
свертка (1) записывается в виде суммы интегралов

∫

Rn

ϕ (t)Kn (x− t, y) dt+
∫

Rn

ψ (t)Ln (x− t, y) dt .

Легко проверить выполнимость следующих свойств в области D:

1) Kn (x, y) > 0;

2)
∫

Rn

Kn (x, y) dx = 1;

3) для ∀δ > 0, lim
y→+0

sup
|x|≥δ

Kn (x, y) = 0.

Эти свойства означают, что Kn(x, y) является аппроксимативной
единицей, или δ-образной системой функций x (с параметром y), при
y → +0, Kn(x, y) слабо сходится к δ-функции δ (x). Поскольку

∂

∂y
Ln (x, y) = Kn (x, a− y) ,

∂

∂y
Ln (x, y) является аппроксимативной единицей при y → a− 0.

Поэтому, если ϕ (x) ∈ S ′ (Rn) и ψ (x) ∈ S ′ (Rn), то формула
(1) дает обобщенное решение задачи: lim

y→+0
u (x, y) = ϕ (x) в S ′;

lim
y→a−0

uy (x, y) = ψ (x) в S ′.

Если функции ϕ (x) и ψ(x) — обычные функции полиномиального
роста, то в каждой точке непрерывности

lim
y→+0

u (x, y) = ϕ (x) ; lim
y→a−0

uy (x, y) = ψ (x) .

Решение смешанной краевой задачи для полосы на плоско-
сти. В случае двух переменных с учетом четности функций по t

( k1 (|t| , y) = k1 (t, y), l1 (|t| , y) = l1 (t, y)), находим обратное преобра-
зование Фурье по таблицам [9]:
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F−1t [k1] (x, y) =
1

a

sin
(πy
2a

)
ch
(πx
2a

)

ch
(πx
a

)
− cos

(πy
a

) = K1 (x, y) ;

F−1t [l1] (x, y) =
1

2π
ln




ch
(πx
2a

)
+ sin

(πy
2a

)

ch
(πx
2a

)
− sin

(πy
2a

)



 = L1(x, y).

Если функции ϕ (x) и ψ (x) — функции полиномиального роста, то
решение смешанной задачи записывается интегральной формулой

u (x, y) =
1

a
sin
(πy
2a

) ∞∫

−∞

ϕ (t)

ch

(
π (x− t)
2a

)

ch

(
π (x− t)

a

)

− cos
(πy
a

)dt +

+
1

2π

∞∫

−∞

ψ(t)ln







ch

(
π(x− t)
2a

)

+ sin
(πy
2a

)

ch

(
π(x− t)
2a

)

− sin
(πy
2a

)





dt .

Решение этой задачи известно, но с ядром в виде бесконечного
ряда [5]:

u (x, y) =

∞∫

−∞

ϕ (t)

[
∂

∂τ
G (x, y, t, τ )

]

τ=0

dt+

∞∫

−∞

ψ (t)G (x, y, t, a) dt,

где

G (x, y, t, π) =

=
1

a

∞∑

0

1

μn
exp (−μn |x− t|) sin(μny) sin(μnτ), μn =

π(2n+ 1)

2a
.

Решение смешанной краевой задачи для бесконечного слоя
в трехмерном пространстве. Для трех переменных ядра не выра-
жаются через элементарные функции:

K2 (x, y) =
1

2π

∞∫

0

ch(ρ (a− y))
ch(aρ)

ρJ0 (ρ |x|) dρ;

L2 (x, y) =
1

2π

∞∫

0

sh(ρy)

ch(aρ)
J0 (ρ |x|) dρ.

Если функции ϕ (x) и ψ (x) — функции полиномиального роста, то
решение смешанной задачи записывается интегральной формулой
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u (x, y) =
1

2π

∫

R2

ϕ (t) dt

∞∫

0

ch(ρ (a− y))
ch(aρ)

ρJ0 (ρ |x− t|) dρ +

+
1

2π

∫

R2

ψ (t) dt

∞∫

0

sh(ρy)

ch(aρ)
J0 (ρ |x− t|) dρ.

И в этом случае известно решение рассматриваемой задачи с ядром в
виде бесконечного ряда [5]:

u (x, y) =

∫

R2

ϕ (t)

[
∂

∂τ
G (x, y, t, τ )

]

τ=0

dt+

∫

R2

ψ (t)G (x, y, t, a) dt,

где

G (x, y, t, τ ) =
1

4π

∞∑

n=−∞

(
1

rn1
−
1

rn2

)

;

rn1 =

√
|x− t|2 + [y − (−1)nτ − 2na]2;

rn2 =

√
|x− t|2 + [y + (−1)nτ − 2na]2.

Решение смешанной краевой задачи для бесконечного слоя
в четырехмерном пространстве. Покажем, как применяется рекур-
рентное соотношение для решения смешанной краевой задачи для
пространства произвольной размерности на примере бесконечного
слоя в четырехмерном пространстве. Ядра находим по рекуррентным
формулам

K3(x, y) = −
1

2πr

∂

∂r
K1(r, y) = −

1

2πr

∂

∂r



1
a

sin
(πy
2a

)
ch
(πr
2a

)

ch
(πr
a

)
− cos

(πy
a

)



 =

=

(
2 + cos

(πy
a

)
+ ch

(πr
a

) )
sin
(πy
2a

)
sh
(πr
2a

)

4a2r
(
cos
(πy
a

)
− ch

(πr
a

) )2 =

=

(

2 + cos
(πy
a

)
+ ch

(
π
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

a

))

sin
(πy
2a

)
sh

(
π
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

2a

)

4a2
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

(

cos
(πy
a

)
− ch

(
π
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

a

))2 ;

L3 (x, y) = −
1

2πr

∂

∂r
L1 (r, y) = −

1

2πr

∂

∂r



 1
2π
ln




ch
(πr
2a

)
+ sin

(πy
2a

)

ch
(πr
2a

)
− sin

(πy
2a

)







 =

=
sin
(πy
2a

)
sh
(πr
2a

)

2πar
(
cos
(πy
a

)
+ ch

(πr
a

)) =
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=

sin
(πy
2a

)
sh

(
π
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

2a

)

2πa
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

(

cos
(πy
a

)
+ ch

(
π
√
x21 + x

2
2 + x

2
3

a

)) .

Если функции ϕ (x) и ψ (x) — обычные функции полиномиального
роста, то решение задачи записывается интегральной формулой

u (x, y) =
sin
(πy
2a

)

4a2

∫

R3

ϕ(t)

(

2 + cos
(πy
a

)
+ ch

(
π |x− t|

a

))

sh

(
π |x− t|
2a

)

|x− t|

(

cos
(πy
a

)
− ch

(
π |x− t|

a

))2 dt+

+
sin
(πy
2a

)

2πa

∫

R3

ψ(t)

sh

(
π |x− t|
2a

)

|x− t|

(

cos
(πy
a

)
+ ch

(
π |x− t|

a

))dt.

Применение в подземной гидродинамике. В качестве примера
применения формулы для двух переменных рассмотрим решение за-
дачи теории фильтрации об описании течения под точечной плотиной
с водоупором. Фильтрация жидкости (воды) вызывается разностью
давлений на верхнем (P1 = −ϕ1) и нижнем (P2 = −ϕ2) бьефах (рису-
нок). Поле скоростей фильтрующейся жидкости описывается вектором
−→v = k

−−−→
grad u, где коэффициент k характеризует проницаемость среды

(грунта) [10, 11]:

Δu (x, y) = 0, −∞ < x <∞, 0 < y < a;

u (x, 0) = ϕ1, x < 0, u (x, 0) = ϕ2, x > 0;

uy (x, a) = 0, −∞ < x <∞.

Решением этой задачи будет функция

u (x, y) =
ϕ1

a
sin
(πy
2a

) 0∫

−∞

ch (π (x− t)/2a)
ch (π (x− t)/a)− cos (πy/a)

dt +

Схема фильтрационного тече-
ния под точечной плотиной с
водоупором
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+
ϕ2

a
sin
(πy
2a

) ∞∫

0

ch (π (x− t)/2a)
ch (π (x− t)/a)− cos (πy/a)

dt =

=
ϕ2−ϕ1
π
arctg

(
sh (πx/2a)

sin (πy/2a)

)

+
ϕ1 + ϕ2
2

.

Сопряженная гармоническая функция имеет вид

v (x, y) =
ϕ1 − ϕ2
2π

ln

(
ch (πx/2a) + cos (πy/2a)

ch (πx/2a)− cos (πy/2a)

)

,

уравнения линий тока v (x, y) = const (см. рисунок).

Заключение. Отметим, что полученные формулы для решения
смешанной краевой задачи для уравнения Лапласа в бесконечном слое
применимы и тогда, когда граничные значения являются обобщенны-
ми функциями медленного роста. В этом случае решение — обобщен-
ное, т.е. u (x, y) и uy (x, y) при y → +0 и, соответственно, y → a − 0
слабо сходятся в пространстве S ′(Rn) к заданным граничным значе-
ниям. При двух переменных указанные формулы могут быть исполь-
зованы для решения плоских задач подземной гидродинамики (теории
фильтрации).
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