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Рассмотрена модель образования и эволюции трещин в хрупком материале.
Использована модель размазанных трещин, позволяющая описывать разруше-
ние материала в рамках предположений механики сплошной среды. Учет тре-
щин приводит к ослаблению эффективных прочностных свойств материала.
Модель рассмотрена в двумерном плоском и осесимметричном приближениях.
Подход размазанных трещин применен для моделирования поведения топлив-
ных таблеток из диоксида урана. Результаты расчетов физически непротиво-
речивы.
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Model of the formation and evolution of cracks in brittle materials was considered.
Smeared crack model allowing to describe the material fracture in the framework
of continuum mechanics assumptions has been used. Accounting of cracks leads to
weakening of effective strength properties of the material. The model examined in a
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Введение. При анализе работоспособности любых конструкций

ставится задача анализа их прочности, жесткости и надежности в раз-
личных условиях. Создание новой техники для эксплуатации в экс-
тремальных условиях при больших нагрузках разной природы (стати-
ческих и динамических) требует обширных знаний теории прочности
и понимания условий разрушения конструкций при тех или иных на-
грузках [1, 2]. Задача об исследовании разрушения той или иной кон-
струкции является нелинейной и в отличие от хорошо разработанных
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Рис. 1. Трещины в топливной
таблетке

и достаточно точных методов решения
линейных задач термоупругости остает-
ся сложной и малоисследованной [2–6].

Особый интерес среди подобных за-
дач представляет моделирование про-
цесса разрушения топливных таблеток в
твэлах ядерных реакторов [7], посколь-
ку подобное разрушение происходит в
рамках рабочего режима и является не-
отъемлемой частью поведения топлива.
Интерес вызывает задача моделирования
поведения ядерного топлива с учетом
трещин после их образования и распро-
странения, прочностных и тепловых свойств разрушенных таблеток.
Экспериментально установлено [7], что ядерное топливо из диокси-
да урана (UO2) растрескивается в реакторах (при большом выгора-
нии — полностью) в процессе работы под воздействием совокупности
факторов. Фотография трещин в использованной топливной таблетке
приведена на рис. 1 [8].

Размеры таблеток могут различаться. В исходном состоянии та-
блетки рассматриваемого типа имеют форму цилиндра радиусом
3,8 мм с фаской и внутренним отверстием радиусом 0,8 мм. Высо-
та цилиндра составляет от 10 до 18 мм.

Цилиндрическая симметрия топливной таблетки и внешней на-
грузки в твэле определяет осесимметричную постановку задачи чи-
сленного моделирования. Развитие трещин также удобно исследовать
в сечении таблетки горизонтальной плоскостью. Далее рассмотрим
каждую задачу.

Поскольку процессы, происходящие в таблетках, необходимо знать
на протяжении большой части или всего длительного срока эксплу-
атации топлива, а возникающие колебания имеют большую скорость
распространения, они затухают за время, малое по сравнению с вре-
менем работы топлива. Учет таких колебаний в динамической задаче
возможен, но нерационален, так как при численном моделировании на-
кладывает жесткие условия на временно́й шаг и усложняет расчет. Во
избежание этого будем решать квазистационарную задачу термомеха-
ники в моделях, описывающих непосредственно топливную таблетку.

Цель настоящей работы — построение и анализ математической
модели разрушения хрупкого материала, позволяющей исследовать
развитие трещин в теле в рамках представлений механики сплошной
среды без выделения и детального описания эволюции конкретных
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трещин. Описанная здесь и в работах [9, 10] модель будет далее при-
меняться в предметных решателях платформы Теметос [11].

Математическая модель. При построении моделей хрупких мате-
риалов будем исходить из следующей математической модели термо-
упругого материала. Рассмотрим сплошную среду в квазистационар-
ном двумерном приближении, а в качестве базовых выберем приве-
денные ниже соотношения1 [12].

1. Тензор малых деформаций Коши в предположении существова-
ния его аддитивного разложения

εkl =
1

2

(
∂uk

∂xl
+
∂ul

∂xk

)

= εekl + ε
0
kl, (1)

где uk = uk(x, t) — компоненты вектора перемещений сплошной среды
в точке x = {x1, x2, x3}

т (в одномерном случае x1 ≡ x) в момент вре-
мени t; εekl — компоненты упругой составляющей тензора деформаций;
ε0kl — компоненты тензора неупругих деформаций среды. В частности,
для термоупругого тела

ε0kl = ε
T
kl = α

T
klΔT,

где αTij — компоненты (симметричного) тензора коэффициентов тем-
пературной деформации; T (x, t) — температура; ΔT = T (x, t)− T0 —
приращение температуры относительно уровня нулевых деформаций.

2. Определяющее соотношение (закон Гука)

σij = Cijklε
e
kl

или с учетом аддитивного разложения (1)

σij = Cijkl
(
εkl − ε

0
kl

)
, (2)

где σij — компоненты тензора напряжений; Cijkl — компоненты тензора
упругих коэффициентов.

3. Уравнение равновесия

∂σji

∂xj
+ bi = 0, i = 1, 3 (3)

вместе с граничными условиями ui(x, t) = ũi(x, t), x ∈ Su и
σij(x)nj(x) = p̃i(x), x ∈ Sp, где S = Su ∪ Sp — поверхность рас-
сматриваемого тела; σji — компоненты тензора напряжений; bi —
компоненты вектора объемных сил.

После применения метода возможных перемещений и дискрети-
зации по пространству методом конечных элементов (МКЭ) задача

1Здесь и далее предполагается суммирование по повторяющимся индексам.

98 ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 6



деформирования термоупругого тела (1)–(3) сводится к решению сле-
дующего матричного уравнения [13, 14]:

[K] {U} = {R} .

Здесь использованы стандартные обозначения МКЭ: {U} — глобаль-
ный (узловой) вектор перемещений; ~ε = [B] {U} — вектор деформа-
ций; [B] — геометрическая матрица аппроксимации, зависящая от вида
конечных элементов; ~σ = [C] (~ε− ~ε0) — вектор напряжений; [C] — ма-
трица упругих коэффициентов; [K] =

∫

V

[B]т [C] [B] dV — глобальная

матрица жесткости,

{R} = {Rp}+ {RV }+ {Rε0}

— глобальный вектор нагрузки, в котором составляющая {Rp} отвеча-
ет за вклад поверхностных нагрузок, составляющая {RV } — за вклад
объемных нагрузок, составляющая {Rε0} — за вклад неупругих дефор-
маций ε0.

Моделирование разрушения. Разрушение тела зависит от раз-
личных факторов, многие из которых имеют случайный характер, не
всегда изучены качественно или даже неизвестны: это структура ма-
териала, характер нагрузок, внешние условия, состояние материала в
процессе использования, внутренние дефекты и др.

В связи с характером задач моделирования хрупкого разрушения
[2] — множеством возникающих практически мгновенно трещин и не-
возможности отслеживания развития каждой из них — интерес пред-
ставляют модели, учитывающие трещины эффективным образом [3–6,
15]. Наиболее простым и реалистичным при исследовании разрушения
и оценке прочности является анализ состояния материала на основе
положений механики сплошной среды с учетом особенностей структу-
ры материала [3, 12]. Модели, описывающие изменение механических
свойств материала в рамках модели сплошной среды, рассмотрены в
работах [3, 4]. Будем основываться на подобных моделях, поскольку
они позволяют рассмотреть развитие трещин и изменение напряжен-
ного и деформированного состояний.

Для моделирования разрушения топливных таблеток из диокси-
да урана (UO2) применяют подход размазанных (фиктивных) трещин
и модели разрушения, первоначально сформулированные для бетона
или керамики [5]. При нагружении конструкции из хрупкого мате-
риала, когда значения напряжений превышают предел прочности ма-
териала, модель размазанных трещин описывает растрескивание как
разгрузку по всему объему конструкции в сочетании с дополнитель-
ным ее растяжением. Таким образом, модель размазанных трещин
формулируется через связь напряжений и удлинений в зоне трещины
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[5, 6, 15], причем внимание уделяется лишь изменению свойств мате-
риала, а не траекториям распространения каждой трещины. Недосток
такого подхода — вид трещин в расчетной области и даже условия их
возникновения могут зависеть от шага сетки [5].

Основная идея модели размазанных трещин заключается в том,
что до полного разрушения материала образуется так называемая зона
трещины, в которой напряжение изменяется по определенным экспе-
риментальным зависимостям. Эта модель применима для материалов,
в которых замечено образование микротрещин и пластические дефор-
мации пренебрежимо малы. Важным требованием также является ли-
нейность поведения материала до предела прочности. Примерами та-
ких материалов являются бетон, керамика, некоторые виды пластиков
и дерево [15].

Экспериментально подтверждено образование трещин в таблетке
топлива из диоксида урана при относительно низких нагрузках, те-
пловых или механических [7, 8]. Топливная таблетка ведет себя как
хрупкий материал, ее пластическими деформациями можно прене-
бречь. Свойства диоксида урана близки к свойствам керамических
материалов, для которых характерно следующее [15]: при напряжени-
ях, меньших некоторого условного предела прочности при растяжении
σf , и соответствующих ему деформациях εf материал ведет себя как
линейно-упругий, а при превышении предела прочности имеет место
разгрузка по нелинейному закону (рис. 2).

При значениях напряжений, равных пределу прочности, и соответ-
ствующих деформациях полагается, чтобы трещина инициировалась,
но не сформировалась полностью до достижения значений деформа-
ций, больших деформации εf в 5–10 раз. Область нелинейного сни-
жения напряжений при увеличении деформаций называется послепи-
ковой [15].

Экспериментальную кривую (см. рис. 2) можно аппроксимировать
следующей зависимостью напряжений от деформаций σ (ε):

Рис. 2. Экспериментальная (1)
и аналитическая (2) кривые
нормализованного растягиваю-
щего отклика для керамических
материалов
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σ

σf
= A+Be

−C
ε
εf , (4)

где A ≈ −0,024; B ≈ 1,69; C = 0,5. Полагается, что зависимость (4)
справедлива при ε < ε0 (ε0 — значение деформации, большее предела
прочности в 5–10 раз, при котором материал не способен передавать
напряжения в одномерном случае, а в многомерном — не передает на-
пряжения в направлении, ортогональном направлению трещины) [5].

Одномерная модель. Для определения напряжений в материале
с описанными свойствами будем использовать подход, аналогичный
подходу в моделях упругопластических материалов [12]. В каче-
стве численного метода применим метод дополнительных деформа-
ций [16]. Введем понятие переменного предела прочности σvf (ε),
который в недеформированном состоянии материала равен пределу
прочности при растяжении [2]: σvf (0) = σf . Напряжения при заданных
значениях деформаций не могут превышать значения переменного
предела прочности, определяемого экспериментальной кривой, пред-
ставленной на рис. 2. Если в процессе численного решения задачи
указанное условие не выполняется, то напряжения определяются
из экспериментальной зависимости (4) при вычисленных значени-
ях деформаций. Используем следующую нелинейную зависимость
напряжения от деформации:

σ (ε) =






σ = Eεe, Eεe < σvf (ε);

σvf (ε) = σf

(

A+Be
−C
εe

εf

)

, Eεe > σvf (ε),
(5)

где E — модуль Юнга; εe — упругая деформация. Как и ранее, предпо-
лагаем наличие аддитивного разложения тензора полных деформаций,
поэтому значение упругой деформации определяется как

εe = ε− εT − εcrk.

Здесь ε — значение полной деформации, полученное в результате ре-
шения уравнений движения; εT — значение температурной деформа-
ции; εcrk — значение деформации за счет трещин, рассчитанное на
предыдущем временно́м шаге,

εcrk = ε− εT − σ (ε)/E;

напряжение σ(ε) определяется по (5). Отметим, что при первоначаль-
ном нагружении, когда материал не подвергается нагрузкам, большим
предела прочности, значение деформации за счет трещин равно нулю,
а в послепиковой области, где материал ведет себя по нелинейным
законам, εcrk > 0. При разгрузке значение деформаций за счет тре-
щин, полученное на предыдущем шаге нагружения, не изменяется, а

ISSN 1812-3368. Вестник МГТУ им. Н.Э. Баумана. Сер. “Естественные науки”. 2014. № 6 101



материал ведет себя как линейно-упругий с пределом прочности σvf (ε)
и модулем Юнга E.

Результаты тестовых расчетов для этой модели приведены в рабо-
те [17].

Многомерная модель. Математическую модель разрушения в мно-
гомерном случае построим по аналогии с моделью, приведенной в
работе [15]. Отметим, что зависимость (4) можно переписать в виде

σ

σf
=
σ

ε

ε

εf

εf

σf
= A+Be

−C
ε
εf .

Учитывая соотношения σ/ε = E и σf/εf = E0 (E и E0 — текущий и
начальный модули Юнга), получаем

E

E0

ε

εf
= A+Be

−C ε
εf .

В таком случае можно утверждать о функции памяти e(t), имею-
щей смысл отношения текущего и начального модуля Юнга:

e(t) =
E

E0
=
εf

ε

(

A+Be
−C

ε
εf

)

. (6)

Зависимость (6) справедлива, когда εf 6 ε 6 ε0; при ε < εf e(t) = 1,
при ε > ε0 e(t) = 0. С использованием построенной функции памяти
для одномерного случая модифицируются определяющие соотноше-
ния в математической модели топливной таблетки.

Для применения понятия функции памяти необходимо выбрать та-
кую систему координат, в которой тензор деформаций можно привести
к трем независимым компонентам — главным осям тензора деформа-
ций. Пусть матрица перехода T̂ диагонализирует тензор деформаций ε̂:




ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3



 = T̂−1ε̂T̂ ,

где ε1, ε2, ε3 — главные значения тензора деформаций ε̂. Из компонент
матрицы T̂ размерностью 3 × 3 единственным образом можно соста-
вить матрицу преобразования P̂ размерностью 4×4, которая приводит
вектор деформаций ~ε в нотации Фойгта к виду {ε1, ε2, ε3, 0}

т2:

ε =






ε1
ε2
ε3
0





= [P ]






ε11
ε22
ε33
γ12





= P̂ ~ε,

где γ12 = γ21 = ε12 + ε21 — сдвиговая деформация.

2Здесь и далее векторы деформаций и напряжений, записанные в главных осях
тензора деформаций, обозначены символом ∙ .
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В отличие от одномерного случая для тензора деформаций не пред-
полагается возможности аддитивного выделения деформаций растре-
скивания. Вместо этого рассмотрим две конфигурации тела — без
растрескивания (K1) и с учетом образования трещин (K2). Для кон-
фигурации K1 справедлив закон Гука:

~σ = [C] ~εe. (7)

Рассмотрим в конфигурации K1 систему координат, связанную с
главными направлениями тензора деформаций. В этой системе коор-
динат перепишем закон Гука (7) в виде

σ =
[
C
]
εe.

Отметим, что матрица перехода P̂ к главным направлениям тензора
деформаций является ортогональной, поэтому

~εT~σ = εTσ.

Закон Гука для конфигурации K2 имеет вид

σ̃ = C̃ε̃ e = C̃
(
ε̃− ε̃T

)
.

Поскольку матрица перехода Ê из конфигурации K1 в конфигурацию
K2 является диагональной и поворота осей при этом не происходит,
справедливы соотношения

ε̃ = ε; ε̃T = εT ; σ̃ = σ,

а определяющее соотношение можно записать как

σ = C̃
(
ε− εT

)
,

где
[
C̃
]
= EтCE.

Вернемся к исходной системе координат с помощью соотношений

~σ = P̂ тσ; ~ε = P̂−1ε; ~εT = P̂−1εT ;

C =
(
P̂ −1

)т
[C] P̂−1,

отсюда ~σ = P̂ тC̃P̂
(
~ε− ~εT

)
, причем P̂ тC̃P̂ = P̂ тÊтCÊP̂ =

=
(
P̂ тÊт

(
P̂−1

)т)
[C]
(
P̂−1ÊP̂

)
. Введем обозначение Z = P−1EP ,

тогда
~σ = ẐBĈẐ

(
~ε− ~εT

)
= Ĉcrk

(
~ε− ~εT

)
.

Осталось определить вид матрицы Ê перехода из конфигурации
без растрескивания в конфигурацию с учетом образования трещин.
Выполним это, обобщив функцию памяти (6) на многомерный слу-
чай и определив аналогичным образом функцию памяти трещины,
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развивающейся в плоскости, перпендикулярной i-му главному напра-
влению:

ei(t) =
εf

εi

(

A+Be
−C
εi
εf

)

.

Тогда можно определить матрицу перехода Ê, имеющую в системе
координат, связанной с главными осями тензора деформаций, диаго-
нальный вид. В общем случае эта матрица будет иметь вид

Ê =











e1 0 0 0 0 0
0 e2 0 0 0 0
0 0 e3 0 0 0
0 0 0 e2e3 0 0
0 0 0 0 e3e1 0
0 0 0 0 0 e1e2











.

Итак, значения трех функций памяти вместе с главными направления-
ми тензора деформаций полностью определяют состояние растрескав-
шегося материала в текущий момент времени. При решении двумер-
ной задачи в случае плоской деформации имеют смысл две функции
памяти и матрица Ê будет иметь вид

Ê =




e1 0 0
0 e2 0
0 0 e1e2



 .

В осесимметричном случае найдены три функции памяти, одна-
ко функция, связанная с угловой координатой, определяет не зави-
сящую от других направлений трещину. Таким образом, в осесимме-
тричных задачах всегда существует выделенное направление развития
трещин — радиальное. Матрица памяти в этом случае выглядит так:

Ê =







e1 0 0 0
0 e2 0 0
0 0 e3 0
0 0 0 e1e2





 .

Конечно-элементная постановка задачи. Решим двумерную ква-
зистационарную задачу (3) с помощью МКЭ на четырехугольной сет-
ке. Представим расчетную область Ω как объединение четырехуголь-

ных подобластей Ω =
N⋃

i=1

Ωi, где N — число элементов. Выберем

пространство пробных функций, состоящее из билинейных финит-
ных функций ϕ̃ij , i = N, j = 1, 4. Будем аппроксимировать поле пе-
ремещений функциями из указанного пространства. Представив поле
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перемещений в виде u =
N∑

i=1

4∑

j=1

uijϕ̃ij(x, y), где uij — перемещения в

узлах, можно записать уравнения равновесия в слабой постановке и
перейти к системе линейных алгебраических уравнений [13, 14]:

[K (e1, e2, e3)] {U} = {RU(e1, e2, e3, T )} .

Отметим, что вид матрицы жесткости K зависит от типа решаемой
двумерной задачи и используемой матрицы упругих коэффициентов.
В случае плоского деформированного состояния матрица упругих ко-
эффициентов имеет вид

C = E
1− ν

(1 + ν) (1− 2ν)









1
ν

1− ν
0

ν

1− ν
1 0

0 0
1− 2ν
2 (1− ν)








,

при решении осесимметричной задачи —

C = E
1− ν

(1 + ν) (1− 2ν)












1
ν

1− ν
ν

1− ν
0

ν

1− ν
1

ν

1− ν
0

ν

1− ν
ν

1− ν
1 0

0 0 0
1− 2ν
2 (1− ν)












.

Будем рассматривать изменение перемещений, деформаций и напря-
жений во времени, разбив временно́й отрезок [0, tf ] на P временны́х
слоев с шагом τ = tf/ (P − 1), на каждом из которых решается ста-
ционарная задача теории упругости с учетом температуры и влияния
размазанных трещин.

Для анализа рассмотренной математической модели разработан
программный комплекс, результаты тестирования которого приведе-
ны в работе [15].

Результаты расчетов. Применим построенную модель разма-
занных трещин к моделированию разрушения топливной таблетки.
Диоксид урана обладает следующими физическими характеристика-
ми [18]: плотность ρ = 10 800 кг/м3; модуль Юнга E = 1,75 ∙ 1011Па;
коэффициент Пуассона ν'0,316; теплопроводность λ=3,487Вт/(м∙K);
удельная теплоемкость cε = 310Дж/(кг∙K); предел прочности σf =
= 1,1 ∙ 108Па; коэффициент теплового расширения α = 10−5K−1.
Температуру естественного состояния примем равной T0 = 300K.

Для полного описания трещин в таблетке недостаточно двумерной
постановки, поэтому рассмотрим два сечения:
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Рис. 3. Горизонтальное сече-
ни таблетки

1) горизонтальной плоскостью, позво-
ляющее проанализировать радиальные и
полярные трещины;

2) вертикальной плоскостью, содержа-
щей ось Oz, в котором можно отследить
развитие поперечных трещин.

Примем, что, если не оговорено иное,
при переходе на следующий временно́й
слой температура внутри и снаружи таблет-
ки изменяется по линейному закону, при-
чем так, чтобы на внутреннем радиусе та-

блетки температура возрастала до Ta = 1700K, а на внешнем — до
Tb = 600K на последнем временно́м слое при t = tf (tf — время
окончания расчета):

T (ra, z, t) = (Ta − T0)
t

tf
+ T0 = T1(t);

T (rb, z, t) = (Tb − T0)
t

tf
+ T0 = T2(t).

(8)

Зависимость температуры от пространственных координат
T (x1, x2, tn), где x1, x2 — r, z в осесимметричной постановке; x, y — в
двумерной постановке, задается на каждом временно́м слое с номе-
ром n.

Растрескивание топливной таблетки в горизонтальном сече-
нии. Рассмотрим сечение топливной таблетки горизонтальной плос-
костью. Оно представляет собой кольцо с внутренним радиусом
ra = 0,8мм, внешним радиусом rb = 3,8мм. Для предотвращения
его вращения закрепим его в одной точке на горизонтальной оси по
вертикали и на вертикальной оси по горизонтали (рис. 3). Остальные
границы будем считать свободными.

Будем решать поставленную задачу в координатах (x, y). Двумер-
ный вектор перемещений обозначим ~u = (u, v)т. Граничные условия
в таком случае имеют следующий вид:

u (0, ra) = v(−ra, 0) = 0;
σ|x2+y2=r2a = σ|x2+y2=r2b = 0.

Температуры T1(t) и T2(t) на границах выберем в соответствии с
(8); примем, что температура зависит от радиуса кольца (r =

√
x2 + y2)

по закону [19]:

T (x, y, t) =
T1(t) ln (rb/r)− T2(t) ln (ra/) r

ln (rb/ra)
.
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Рис. 4. Распределение величи-
ны min {e1, e2}min {e1, e2}min {e1, e2} в деформи-
рованной области на момент
окончания расчета

При таком задании граничных усло-
вий и нагрузок при отсутствии анизо-
тропных эффектов для напряжений в
зоне упругости (до возникновения тре-
щин) вдали от внутренней границы
должна иметь место симметрия отно-
сительно общего центра окружностей,
задающих границы. Следовательно, име-
ем двумерную задачу в случае плоского
деформированного состояния. В двумер-
ной задаче в общей постановке нет чет-
кого соответствия между координатами и
функциями памяти, поэтому в исходной
системе координат по уменьшению функ-
ции памяти можно утверждать лишь о
наличии трещины ортогонально одному
из главных направлений тензора деформаций и общем ослаблении
прочностных характеристик материала. По виду одной из функций
памяти нельзя судить обо всех размазанных трещинах в области.
Местоположение зон ослабленного материала показывает величина
min {e1, e2} ∈ [0,01, 1]. Распределения величины min {e1, e2}, а также
напряжения σ11 и σ22 в различные моменты времени представлены на
рис. 4 и 5 (видны зоны размазанных трещин).

Напряжения σ11 и σ22 показаны на рис. 5 в моменты времени, соот-
ветствующие выбранным для функций e1 и e2 временны́м слоям. При
t>0,1tf заметно влияние трещин на поле напряжений. Наибольшие
значения напряжений возникают вблизи границ размазанных трещин,
что объясняет дальнейшее увеличение ослабленной области. Напря-
жения имеют порядок 107Па, что не превышает известный из экспе-
риментов уровень напряжений в топливной таблетке [18].

Расположение трещин хорошо видно на рис. 6, где показаны пе-
ремещения u (рис. 6, а) и v (рис. 6, б), и рис. 4, на котором приведена
деформированная область с изображенными на ней размазанными тре-
щинами на момент окончания расчета. Заметны восемь радиальных
трещин, соответствующих разрывам компонент перемещений.

Растрескивание топливной таблетки в вертикальном сечении.
Пренебрежем наличием фаски в таблетке и будем решать осесимме-
тричную задачу. В качестве расчетной области рассмотрим полови-
ну сечения таблетки вертикальной плоскостью, проходящей через Oz
(рис. 7).

Зафиксируем основание таблетки по вертикали, остальные грани-
цы области будем считать свободными. Вектор перемещений, как и в
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Рис. 5. Распеределения величиныmin {e1, e2}min {e1, e2}min {e1, e2} (а, г, ж, к) и напряжения σ11σ11σ11 (б, д,
з, л) и σ22σ22σ22 (в, е, и, м) в моменты времени t = 0,09tft = 0,09tft = 0,09tf (а–в), t = 0,1tft = 0,1tft = 0,1tf (г–е), t = 0, 2tft = 0, 2tft = 0, 2tf
(ж–и) и t = tft = tft = tf (к–м)
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Рис. 6. Перемещения u (а) и v (б) на момент окончания расчета в горизонталь-
ном сечении таблетки

Рис. 7. Расчетная область

квазиодномерной задаче, обозначим
~u = (u,w)т. Граничные условия для этой
задачи в координатах (r, z) имеют следую-
щий вид:

w|z=0 = 0;
σ|r=ra = σ|r=rb = σ|z=h = 0.

Примем, что температура распределена
по пространству линейно на каждом вре-
менно́м слое. Выберем T1(t) и T2(t) в со-
ответствии с (8), тогда поле температуры
зададим так:

T (r, z, t) =
T1(t)− T2(t)
ra − rb

r+
T2(t)ra − T1(t)rb

ra − rb
.

Рассмотрим задачу с размерами обла-
сти, соответствующими размерам топлив-
ной таблетки ra = 0,8, rb = 3,8.

Распределения функций памяти e1, e2, e3 в различные моменты вре-
мени на сетке из 20 000 точек приведены на рис. 8, 9. Отметим, что при
более ранних моментах времени функция e1 равна единице, и лишь
впоследствии, когда трещина сформировалась, появляются растрес-
кавшиеся области. Это связано с отсутствием областей растяжения
в первом главном направлении тензора деформаций до тех пор, по-
ка трещина не сформировалась полностью в данной области. В зоне
ослабленного материала в одном направлении в модели размазанных
трещин поле напряжений теряет гладкость, поэтому в указанном на-
правлении возможны появление растягивающих напряжений и выпол-
нение критерия образования трещины.
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Рис. 8. Функция памяти e1e1e1 в моменты времени t = 0,25tft = 0,25tft = 0,25tf (а) и t = tft = tft = tf (б)

Рис. 9. Функции памяти e2e2e2 (а–д) и e3e3e3 (е–к) в моменты времени t = 0,07tft = 0,07tft = 0,07tf (а, е),
t = 0,11tft = 0,11tft = 0,11tf (б, ж), t = 0,17tft = 0,17tft = 0,17tf (в, з), t = 0,25tft = 0,25tft = 0,25tf (г, и) и t = tft = tft = tf (д, к)
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Рис. 10. Зависимость ε22−εT22ε22−εT22ε22−εT22 от координаты zzz перед образованием магистраль-
ной трещины (t = 0,07tft = 0,07tft = 0,07tf )

Функция памяти e2 (см. рис. 9, а–д) показывает местоположение
трещины в таблетке, серия рисунков, соответствующих разным вре-
менны́м слоям, позволяет проследить развитие трещины. Зона ослаб-
ленного материала вначале возникает в обширной зоне, где дефор-
мации в одном из главных направлений превышают значение де-
формации εf , соответствующее условному пределу прочности σf . В
результате в этой зоне в одном из главных направлений, слабо откло-
няющемся от направления вертикальной оси, возникает поле полных
деформаций за вычетом температурных, имеющее глобальный макси-
мум и близкий к нему локальный максимум, превышающие значение
εf . Магистральная трещина возникает на месте этих максимумов. Де-
формации вдоль прямой r = rb показаны на рис. 10.

Магистральная трещина образуется при достаточно низких темпе-
ратурах (на левой границе T ≈ 400K), далее происходит незначитель-
ный по сравнению с первоначальным растрескиванием рост размеров
трещины (см. рис. 9, а–д).

Полярное направление при осесимметричной постановке задачи
является выделенным; здесь, как и в квазиодномерном тесте, растре-
скивание происходит независимо от состояния таблетки в плоскости
Orz, однако наличие трещины в ней, изменяя прочностные свойства
материала, влияет на все деформации и напряжения, поэтому на ра-
диальной трещине можно видеть “след” магистральной трещины в
плоскости. Значение деформации ε33 всегда является главным, в связи
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с чем по рис. 9, е–к можно однозначно судить о виде трещины, чего
нельзя утверждать о рис. 8 и рис. 9, а–д, где видим только элементы,
“содержащие” трещину, но не направления трещин.

Компоненты тензора напряжений σ11 и σ22 на различных вре-
менны́х слоях изображены на рис. 11, а–к. Отметим, что на виде полей
напряжений σ11 и σ22 сказывается наличие трещин во всех направле-
ниях: полуокружности вблизи левой границы отделяют нерастрескав-
шуюся зону в направлении r, видны очертания трещины в плоскости
Orz. В момент времени t = 0,07tf поперечная трещина еще не сформи-
ровалась, однако уже видна граница растрескавшегося в радиальном
направлении материала. При t = 0,11tf происходит активный рост по-
перечной трещины, вблизи ее “растущих” концов напряжения достига-
ют наибольших значений. Затем этот рост замедляется, и наибольшие
значения напряжений достигаются в концентраторах напряжений на
границах обеих трещин: плоской и радиальной. Обратим внимание,
что наличие трещин значительно разгружает материал. Мелкие тре-
щины со временем сливаются с крупной. В областях, удаленных от
трещин, напряжения близки к нулю, а максимумы напряжений имеют
порядок 107Па, что на 1–2 порядка меньше, чем без учета трещин
(далее приведем распределения напряжений в случае решения анало-
гичной задачи без учета трещин).

Поля напряжений σ33 в те же самые моменты времени представле-
ны на рис. 11, л–п. Особое внимание обратим на фронт распростране-
ния трещины — область наибольших напряжений на границе нерастре-
скавшейся области, заметную на всех изображениях (см. рис. 11, л–п).
В силу особого статуса полярного направления очертания фронта со-
впадают с областью, где e3 = 1 (см. рис. 9, е–к). Наличие фронта со-
относится с развитием трещины при растягивающих напряжениях; в
нерастрескавшейся области имеют место сжимающие напряжения. Ра-
диальная трещина, как и в квазиодномерном тесте, распространяется
от границы таблетки к ее центру.

Для того чтобы показать, насколько сильно трещины меняют по-
ведение топливной таблетки качественно и количественно, приведем
поля напряжений σ11, σ22, σ33 для чисто упругой задачи (рис. 12). По-
лученные наибольшие напряжения в области без учета трещин явля-
ются нефизичными, так как значительно превышают предел прочно-
сти диоксида урана. Наличие трещин снижает уровень напряжений в
области, а также смещает положения максимумов напряжений с гра-
ниц области к границам трещин. Снижение напряжений в области и
приведение их значений к физически возможным является главным
эффектом введения математической модели материала, учитывающей
наличие трещин.
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Рис. 11. Напряжения σ11σ11σ11 (а–д), σ22σ22σ22 (е–к) и σ33σ33σ33 (л–п) в моменты времени t = 0,07tft = 0,07tft = 0,07tf
(а, е, л), t = 0,11tft = 0,11tft = 0,11tf (б, ж, м), t = 0,17tft = 0,17tft = 0,17tf (в, з, н), t = 0,25tft = 0,25tft = 0,25tf (г, и, о) и t = tft = tft = tf (д, к, п)
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Рис. 12. Напряжения σ11σ11σ11 (a), σ22σ22σ22 (б), σ33σ33σ33 (в) на момент окончания расчета в
модели без учета трещин

Отметим, что модель размазанных трещин позволяет продолжать
расчет и после образования магистральной трещины без изменения
сетки и геометрии области, когда на самом деле компоненты переме-
щений терпят разрыв и происходит образование новых границ. Без-
условно, эта модель не способна описать саму трещину точно, однако
она передает влияние трещины на состояние топливной таблетки.

Заключение. Для моделирования процесса разрушения ядерного
топлива из диоксида урана рассмотрена модель размазанных трещин
как наиболее просто интегрируемая в описание процессов с помощью
математических моделей механики сплошной среды. Выбранная мо-
дель также является более выгодной в вычислительном отношении,
нежели любая из моделей, непосредственно отслеживающих развитие
магистральных трещин, в силу отсутствия необходимости перестрое-
ния сетки и задания новых граничных условий.

Построенная математическая модель разрушения может быть ис-
пользована при моделировании хрупких материалов, когда необходи-
мо учесть влияние наличия трещин в материале на его прочностные
характеристики: способность передавать напряжения в определенном
направлении, упругие коэффициенты, предел прочности.

Проведено математическое моделирование разрушения топлив-
ной таблетки в осесимметричной задаче, описывающей напряженно-
деформированное состояние вертикального сечения таблетки, и дву-
мерной задаче, описывающей горизонтальное сечение. Показано, что
эффективный учет трещин в горизонтальном сечении таблетки дает
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качественный результат, соответствующий имеющимся эксперимен-
тальным данным: размазанные трещины распространяются в ради-
альном направлении. Использование модели размазанных трещин
в осесимметричной задаче привело к снижению уровня напряже-
ний по сравнению с термоупругим случаем примерно на два порядка;
качественные физические эффекты, такие как наличие фронта распро-
странения трещины и наличие концентраторов на границе трещин,
присутствуют.

Применение описанной модели размазанных трещин приводит к
физически непротиворечивым результатам и позволяет эффективно
учитывать наличие трещин в материале, не отслеживая разрывы фи-
зических характеристик, возникающих в реальной трещине.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ,
проекты 12-01-00109, 14-01-31496.
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