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Схемы TVD в последнее время стали достаточно популярны при
решении задач газовой динамики благодаря повышенной точности чи-
сленного решения, получаемой с их помощью, особенно для задач с
наличием сильных разрывов [1, 2]. Однако их, как правило, исполь-
зуют в ортогональных системах координат, поэтому опыт применения
этих схем для задач с областями сложной формы пока не велик. Цель
настоящей работы — развитие алгоритма построения схем TVD по
методу Хартена для численного решения системы уравнений газовой
динамики в произвольных неортогональных системах координат, ко-
торые применяются при использовании метода ленточно-адаптивных
сеток [1].

Система уравнений газовой динамики. Рассмотрим систему
уравнений динамики идеального газа, которая в адаптивных криволи-
нейных координатах X i может быть записана в виде [1]
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— координатные столбцы; ρ — плотность газа; E = сvθ+
|v|2

2
— полная

энергия газа; сv — теплоемкость при постоянном объеме; θ — тем-

пература газа; |v|2 = vivi — квадрат модуля скорости; p = ρ
R

μ
θ —

давление, R — универсальная газовая постоянная; μ — молекулярная
масса газа; g = det gij — детерминант метрической матрицы gij =

= ri ∙ rj = QkiQ
l
jδkl; v

i — компоненты вектора скорости в базисе ri ада-

птивной системы координат X i; Qji =
∂xj

∂X i
— компоненты якобиевой

матрицы преобразования декартовых координат в адаптивные; E —
метрический тензор; ∇ = ri ∂

∂Xi
— набла-оператор в криволинейных

координатах X i; γ = cp/cv — коэффициент Пуассона.

Кроме системы (1), имеющей дивергентный вид, рассмотрим также
систему уравнений газовой динамики недивергентного вида [1]
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а v̄i — компоненты в декартовой системе координат.

Схема ТVD для дивергентной системы. Рассмотрим способ по-
лучения TVD-схемы 2-го порядка аппроксимации, основанный на ме-
тоде Хартена [3] (методе модифицированного потока), который за-
ключается в применении TVD-схемы 1-го порядка аппроксимации
к соответствующим образом модифицированным потокам функций:

f̃ =
(
f +
1

λ
g
)
, где λ =

ΔX

Δt
, а g — модифицирующая добавка (будет

введена ниже). Тогда конечно-разностные соотношения, аппроксими-
рующие уравнения Эйлера (1), можно представить в виде явной схемы
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где Unk = U(Xk, t
n) — значения функций в k-м узле ленточной адап-

тивной сетки (нумеруются одним индексом) в момент времени tn;
λi = 2Δt/(Xk+ −Xk−),
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
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Fk, i = 1;

Rk, i = 2;

Uk, i = 3;

k− =






Bk, i = 1;

Lk, i = 2;

Dk, i = 3.

Здесь Fk, Rk, Uk, Lk, Dk, Bk — индексы в адаптивной системе коорди-
нат для узлов, находящихся “спереди”, “справа”, “сверху”, “слева”,

“снизу”, “сзади” по отношению к узлу k, Ṽ
i,n

k+1/2 — столбцы численно-
го потока в i-м направлении, которые определяются как

Ṽ
i,n

k+1/2 =
1

2

(
Vi,nk +V

i,n
k+ +

1

λi
Ri,nk+1/2 ∙ Φ

i,n
k+1/2

)
. (6)

В формуле (6) Vi,nk = V
i(Xk, t

n); Ri,nk+1/2 = (R
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k )/2; R

i,n
k =

= Ri(Xk, t
n); Ri — матрица правых собственных векторов матрицы

Gi = ∂Vi/∂U, имеющей следующий вид:
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,

где H =
a2

γ − 1
+
|v|2

2
— интеграл Бернулли; a2 — квадрат скорости

звука. Матрица Rik правых собственных векторов имеет следующий
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вид:
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(9)
если s3 6= 0. Здесь sj = P ij/

√
gii.

Столбец Φi,nk+1/2 численной диссипации имеет следующие компо-
ненты:

Φi,nk+1/2 = (φ
i,n
1,k+1/2, . . . , φ

i,n
5,k+1/2)

T; (10)
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g̃i,nj,k+1/2 =
1

2
[ψ(λiai,nj,k+1/2)− (λ

iai,nj,k+1/2)
2]αi,nj,k+1/2;

γi,nj,k+1/2 =

{
(gi,nj,k+ − g

i,n
j,k)/α

i,n
j,k+1/2, αi,nj,k+1/2 6= 0;

0, αi,nj,k+1/2 = 0.

Величины ai,nj,k = aij(Xk, t
n) — это значения собственных чисел aij

матриц Gi в точке k в момент времени tn, которые определяются по
формулам

ai1 = v
i − a

√
gii; ai2 = v

i; ai3 = v
i; ai4 = v

i; ai5 = v
i + a

√
gii. (11)

Величины αi,nj,k+1/2, представляющие собой перепады вектора газоди-
намических переменных Unk в характеристической форме, находятся
из соотношений

αi,n
k+1/2

= (αi,n1,k+1/2, . . . , α
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Здесь (Ri,nk+1/2)
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−1+(Ri,nk )
−1)/2, а (Ri,nk )

−1 = (Ri)−1(Xk, t
n)

— матрицы левых собственных векторов матрицы Gi, которые имеют
следующий вид [4]:
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если s2 6= 0;
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gii

4a2
(1− γ)v̄1 + as1

2a2
(1− γ)v̄2 + as2

2a2
(1− γ)v̄3 + as3

2a2
γ − 1
2a2



















,

(15)

если s3 6= 0.
Функция численной вязкости ψ определяется по формуле

ψ(z) =

{
|z|, z > ε;

(z2 + ε2)/2ε, z < ε,
(16)

где ε — параметр диссипации. При ε = 0 диссипация будет наимень-
шей; чем больше ε, тем более диссипативной является разностная
схема.

Для недивергентной системы (3) конечно-разностные соотноше-
ния схемы ТVD 2-го порядка, примененной для ленточно-адаптивной
сетки, имеют вид

Ū
n+1
k = Ū

n
k−

−Δt




˜̄V1,nk+1/2 −

˜̄V1,nk−1/2

X1,nFk −X
1,n
k

−
˜̄V1,nk+1/2 −

˜̄V1,nk−1/2

X2,nRk −X
2,n
k

−
˜̄V1,nk+1/2 −

˜̄V1,nk−1/2

X3,nUk −X
3,n
k



−

−Δt




˜̄V2,nk+1/2 −

˜̄V2,nk−1/2

X1,nFk −X
1,n
k

−
˜̄V2,nk+1/2 −

˜̄V2,nk−1/2

X2,nRk −X
2,n
k

−
˜̄V2,nk+1/2 −

˜̄V2,nk−1/2

X3,nUk −X
3,n
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

−

−Δt




˜̄V3,nk+1/2 −

˜̄V3,nk−1/2

X1,nFk −X
1,n
k

−
˜̄V3,nk+1/2 −

˜̄V3,nk−1/2

X2,nRk −X
2,n
k

−
˜̄V3,nk+1/2 −

˜̄V3,nk−1/2

X3,nUk −X
3,n
k



 ,

(17)

где численные потоки представляются в виде

˜̄V i,nk+1/2 =
1

2
(V̄
i,n
k + V̄

i,n
k+)P

j,n
i,k +

1

2λj
Ri,nk+1/2 ∙Φ

i,n
k+1/2; (18)
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P j,ni,k = P ji (Xk, t
n) — компоненты обратной матрицы Якоби перехода

из декартовых координат к адаптивным. Матрица Ri,nk+1/2 правых соб-
ственных векторов получается из (7)–(9) заменой P ij на δij , v

i на v̄i, gii

на 1 для всех i.
Столбец Φi,nk+1/2 определяется по формулам (10), (11), в кото-

рых следует провести замену ai,nj,k+1/2 → ãi,nj,k+1/2, где ãi,nj,k+1/2 =

= āi,nj,k+1/2P
j,n
i,k+1/2, а āi,nj,k = ā

i
j(Xk, t

n) — собственные значения матрицы

Gi, в декартовой системы координат имеющие вид

ai1 = v̄
i − a; ai2 = v̄

i; ai3 = v̄
i; ai4 = v̄

i; ai5 = v̄
i + a. (19)

Матрицы левых собственных векторов (Rik+1/2)
−1 также получа-

ются из соотношений (13)–(15) заменой P ij на δij , v
i на v̄i, gii = 1 для

всех i.
Была проведена серия численных тестов для апробации разрабо-

танного метода TVD. В качестве сравнения использовались результаты
задач, полученные по методу ленточно-адаптивных сеток на основе
схем типа Мак-Кормака [1], а также численные расчеты на основе
схемы RKDG, взятые из [5].

Задача о распаде произвольного разрыва. В этой классической
задаче [1] в качестве начальных данных были заданы скачки безраз-
мерной плотности и давления: при x 6 0,5 p = 1, ρ = 1; при x > 0,5
p = 0,1, ρ = 0,125 (все параметры здесь и далее, в том числе гео-
метрические размеры и время, — безразмерные). На рис. 1 показаны
распределения плотности, давления и скорости газа в момент времени
t = 0,25. Решение по методу TVD имеет значительно более высокую
точность решения, в том числе для скачка плотности и давления на
ударных волнах и на контактном разрыве. “Размазывание” решения на
скачках для метода TVD происходит на одной-двух разностных ячей-
ках, а для метода Мак-Кормака — на трех-четырех. Шаг расчетной
сетки Δx = 0,0025.

Течение газа в канале со ступенькой. Сверхзвуковой поток иде-
ального газа (число Маха M = 3, коэффициент Пуассона γ = 7/5)
затекает в прямоугольный канал размером 3× 1, на расстоянии 0,6 от
левой грани которого располагается ступенька высотой 0,2. Началь-
ные условия: p = 0,05, ρ = 0,5, vx = vy = 0; граничные условия входа
потока: p = 1/γ, ρ = 1, vx = 3, vy = 0. На рис. 2 показаны результаты
решения этой задачи методом Мак-Кормака и по разработанной схеме
TVD с разными значениями параметра диссипации ε, а также числен-
ные результаты, полученные в ИПМ им. М.В. Келдыша [5]. Решение
по методу ТVD при ε = 0,01 обладает более высокой четкостью линий
уровня, чем по схеме Мак-Кормака, — “размазывание” ударных волн
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Рис. 1. Графики плотности (а), скорости (б) и давления (в), рассчитанные
аналитическим методом (1) и численными методами TVD (2) и Мак-Кормака (3)

происходит на двух ячейках, в то время как для метода Мак-Кормака
на трех-четырех ячейках. Для схемы TVD с ε = 0,02 “размазывание”
происходит на трех ячейках. Шаг расчетной сетки Δx = Δy = 0,0125.

Обтекание клина. Клин размером 3,2 × 2,2 с углом 30◦ обте-
кается сверхзвуковым потоком. Начальные условия: p = 1, ρ = 1,4,
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Рис. 2. Результаты численного решения (линии уровня для безразмерной плот-
ности), полученного методами Мак-Кормака (a), ТVD при ε = 0,01ε = 0,01ε = 0,01 (б), ε = 0,02ε = 0,02ε = 0,02
(в) и в ИПМ им. М.В. Келдыша (г) для задачи об обтекании сверхзвуковым
потоком газа ступеньки в канале

vx = vy = 0; граничные условия: p = 117, ρ = 8, vx = 8,25, vy = 0. На
рис. 3 показаны линии уровня плотности в момент времени t = 0,2 c.
Как и в случае задачи об обтекании ступеньки, метод ТVD обеспечива-
ет более высокую четкость картины течения с меньшим “размазывани-
ем” решения на ударных волнах. Шаг расчетной сетки по адаптивным
координатам ΔX1 = ΔX2 = 0,03.

Метод на основе схемы TVD обеспечивает более высокую точность
численного моделирования, чем метод ленточно-адаптивных сеток на
основе схемы Мак-Кормака, но время расчета у этих методов оказа-
лось примерно одинаковым вследствие значительно более сложного
алгоритма вычислений у схемы TVD, несмотря на более крупный шаг
по времени.

Выводы. Предложен алгоритм численного решения задач газовой
динамики на основе схемы TVD 2-го порядка и метода ленточных
адаптивных сеток. Проведенное тестирование для ряда классических
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Рис. 3. Результаты численного решения (линии уровня для безразмерной
плотности), полученного методами Мак-Кормака (а), ТVD при ε = 0,1ε = 0,1ε = 0,1 (б) и в
ИПМ им. М.В. Келдыша (в) [5] для задачи об обтекании клина сверхзвуковым
потоком газа

задач показало, что алгоритм схемы TVD обеспечивает более высокую
точность численного моделирования, чем метод ленточно-адаптивных
сеток на основе схемы Мак-Кормака, однако машинное время расчета
задач с помощью этих методов примерно одинаково вследствие су-
щественно более сложного алгоритма вычислений для схемы TVD,
несмотря на более крупный шаг по времени.

Работа выполнена при частичной поддержке гранта Президента
РФ МК-4234.2010.8.
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